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VORWORT DES HERAUSGEBERS 


Die verbreiteten Anwendungen der Elektrotechnik, Nachrichtentechnik und 
Elektronik in den verschiedensten Zweigen der Volkswirtschaft stellen einen 
großen Kreis von Spezialisten (Elektroingenieure, Ingenieure für Beschleuni- 
gungsanlagen, Kerntechnik, Elektronik, Automatisation usw.) vor die Auf- 
gabe, die Methoden zur Lösung elektrodynamischer Probleme aktiv zu be- 
herrschen. Vorlesungen über Elektrodynamik werden daher zur Zeit nicht nur 
an Universitäten, sondern in dieser oder jener Form auch an einer Reihe von 
Technischen Hochschulen und von Ingenieur- und Fachschulen gehalten. Leider 
gibt es aber weder in der in- noch in der ausländischen Literatur ein Lehr- und 
Nachschlagebuch auf modernem Niveau, das einen genügend großen Kreis von 
Fragen behandelt und nicht nur den Studenten hilft, sich mit der praktischen 
Rechentechnik in der Elektrodynamik vertraut zu machen, sondern auch denen 
als Hilfsmittel dient, die bereits in der Industrie arbeiten und im Rahmen ihrer 
Tätigkeit derartige Rechnungen durchzuführen haben. Die Entwicklung eines 
solchen Buches über ‚Praktische Elektrodynamik‘“ ist eine sehr wichtige und 
komplizierte Aufgabe. 

Selbstverständlich kann das hier vorgelegte Buch nicht den Anspruch erheben, 
diese Lücke zu füllen; es erschien aber zumindest wünschenswert, einen Schritt 
in dieser Richtung zu tun und eine Aufgabensammlung zu schaffen, die nicht 
nur ein rein akademisches Lehrbuch für Studenten darstellt, sondern auch für 
den angeführten großen Kreis von Praktikern als Demonstration der Lösungs- 
methoden für die sie interessierenden Probleme nützlich ist. Dem gestellten 
Ziel entsprechend bemühten sich die Autoren, eine wenn auch nur konspektive 
Darstellung der Lösungsmethoden und der erhaltenen Ergebnisse vom Stand- 
punkt ihrer möglichen Anwendungen auf andere verwandte Probleme zu geben. 
Jedem Abschnitt ist eine kurze theoretische Einleitung vorangestellt, die es 
gestattet, sich ohne Zuhilfenahme der Literatur über die erforderlichen Grund- 
lagen zu orientieren. 

Um alle Gebiete der Elektrodynamik möglichst vollständig zu erfassen, ent- 
hält diese Aufgabensammlung auch bekannte ‚‚klassische‘‘ Aufgaben, die be- 
reits in anderen Lehrbüchern zu finden sind; gleichzeitig wurden jedoch, soweit 
möglich, moderne Stoffgebiete herangezogen. 

In dem Rahmen, den der Umfang des Buches zuließ, wurde das mathema- 
tische Rüstzeug sowohl direkt in den Aufgaben als auch im Anhang beschrieben 
(mit Ausnahme der Anwendungen der Funktionentheorie, die in der Literatur 
sehr ausführlich behandelt wird). 

Mit Rücksicht darauf, daß die vorliegende Aufgabensammlung den ersten 
Versuch zur Schaffung eines derartigen Lehrmittels darstellt, ist sie selbst- 
verständlich nicht von Mängeln frei. Deshalb sind wir den Lesern für kritische 


Bemerkungen stets besonders dankbar. M. BREDow 


VORWORT 


Die vorliegende Aufgabensammlung ist in erster Linie für Physikstudenten 
bestimmt und wurde unter Berücksichtigung der vorhandenen Bücher über 
Elektrodynamik zusammengestellt. Siekann an ingenieur-physikalischen Fakul- 
täten der Hochschulen, physikalischen Fakultäten der Universitäten und päd- 
agogischen Hochschulen sowie nachrichtentechnischen und anderen Fakultäten, 
an denen die Theorie des elektromagnetischen Feldes gelehrt wird, als Lehrbuch 
benutzt werden. Ein Teil der Aufgaben kann auch für diejenigen von Nutzen 
sein, die sich mit vertiefenden Studien elektrodynamischer Probleme be- 
schäftigen. 

Die Sammlung enthält 741 Aufgaben über die Hauptgebiete der klassischen 
Elektrodynamik und ihre wichtigsten Anwendungen, darunter mehr als 150 Auf- 
gaben über spezielle Relativitätstheorie sowie etwa 70 Aufgaben und Beispiele 
über Vektor- und Tensorrechnung. 

Außer den Aufgaben, die die Grundbegriffe und -gesetze der Elektrodynamik 
veranschaulichen und mit einfachen mathematischen Methoden gelöst werden 
können, enthält das Buch auch zahlreiche schwierigere Aufgaben (letztere sind 
mit einem Stern gekennzeichnet). Einige von diesen erfordern umfangreiche 
Rechnungen, andere haben theoretische Fragen zum Gegenstand, die gewöhn- 
lich nicht in der Vorlesung behandelt werden (Wellenausbreitung in anisotropen 
und gyrotropen Medien, Bewegung geladener Teilchen im elektromagnetischen 
Feld, Darstellung des elektromagnetischen Feldes durch ein System von Oszil- 
latoren usw.). Schließlich sind Aufgaben enthalten, in denen Gebiete analysiert 
werden, die in den vorhandenen Lehrbüchern wenig Beachtung finden: 
Wechselwirkung geladener Teilchen mit Materie (Kap. 13), Anwendung der 
Erhaltungssätze auf die Analyse von Stoß- und Zerfallsprozessen von 
Teilchen (Kap. 11, Abschnitt 1), ferromagnetische Resonanz (Kap.6, Ab- 
schnitt 3) usw. 

Im Abschnitt ‚Lösungen‘ werden die meisten Aufgaben ausführlich be- 
sprochen ; zu vielen Aufgaben werden die Lösungen angegeben. Jeder Abschnitt 
beginnt mit einer kurzen theoretischen Einleitung, die die benötigten Formeln 
enthält, Diese Darstellungen erheben keinen Anspruch auf Vollständigkeit; 
genauere Untersuchungen der entsprechenden Fragen findet der Leser in der 
Literatur, auf die jeweils am Ende eines Kapitels hingewiesen wird. 

In den Aufgaben werden überall die GAussschen absoluten Einheiten be- 
nutzt, da sie in der physikalischen Literatur am häufigsten auftreten. Es wur- 
den die allgemein üblichen Bezeichnungen angewandt. Nicht immer war es 
jedoch zu vermeiden, daß für verschiedene Größen dasselbe Symbol (und um- 
gekehrt) verwendet werden mußte. Das dürfte jedoch nicht zu Mißverständ- 
nissen führen, da in den theoretischen Einleitungen die in den entsprechenden 
Kapiteln oder Abschnitten benutzten Symbole angegeben werden. 


VIII Vorwort 


Der mathematische Anhang enthält Angaben über die ö-Funktion sowie die 
Zylinder- und Kugelfunktionen, die zur Lösung der Aufgaben erforderlich sind. 
In allen Fällen, in denen spezielle mathematische Formeln benötigt werden, 
die nicht im Anhang behandelt werden, sowie bei der Berechnung einiger Inte- 
grale wird auf die Tafeln von RysHIk und GRADSTEIN verwiesen. 

Für die Vorarbeiten dienten die Erfahrungen beim Elektrodynamikunterricht 
an der physikalisch-mechanischen und nachrichtentechnischen Fakultät des 
Leningrader Polytechnischen Instituts als Grundlage. Ein großer Teil der an- 
geführten Aufgaben wurde von Studenten des dritten und vierten Studienjahres 
in den praktischen Übungen, bei der Anfertigung von Belegen, als Aufgaben 
mit höherem Schwierigkeitsgrad sowie in Prüfungen und Examen gerechnet. 

Bei der Zusammenstellung des Manuskriptes benutzten wir die Bücher von 
LANDAU und LirscHIz, TAMM, FRENKEL, BECKER, SMYTHE, STRATTON u.a. 
sowie viele Monographien, Übersichten und Originalarbeiten. Eine Reihe 
nützlicher Aufgaben, die in diesen Werken enthalten sind, wurden in die 
Sammlung aufgenommen. 

Die Autoren danken Herrn Prof. L.E. GUREWITSCH für seine außerordent- 
lich wertvollen Diskussionen über den Stoff des Buches, Herrn Prof. G.J. 
DSHANELIDSE und Herrn Prof. I.M. SCHMUSCHKEWITSCH für ihre Unter- 
stützung und ihr Interesse an der Arbeit sowie für die Durchsicht einiger 
Kapitel des Manuskriptes. Ferner danken die Autoren den Herren W.N. 
GRIBOW, A.S. DoLGINow, N.W. DuscHIn, O.W. KoNSTANTINow, Prof. M. 1. 
KoNToRowItscH und W.I. PEREL für die Durchsicht verschiedener Kapitel 
im Manuskript und wertvolle kritische Bemerkungen sowie Herrn A.G. GURE- 
wWITSCH für die Erlaubnis, das Manuskript seines Buches ‚‚Ferrite im UHF- 
Bereich‘ zu benutzen, und Frau W.W. MASLENNIKOWA für die Hilfe bei der 
Auswahl der Aufgaben. Den Herren Wır. W. Batycın und Was. W. BATYGIN 
danken die Autoren für ihre wertvolle Unterstützung bei der Vorbereitung des 
Manuskriptes für den Druck. 

5 W.W. Baryem, I.N. Tortycın 
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AUFGABEN 
1. VEKTOR- UND TENSORRECHNUNG 


1.1. Vektor- und Tensoralgebra. 
Vektor- und Tensortransformationen 


Man bezeichnet ein Tripel von Größen, die sich bei Drehungen des Koordi- 
natensystems gemäß 


3 
A; —— > &ir Ar (1.1) 


transformieren, als Vektor im dreidimensionalen Raum. Dabei bedeutet 4A, 
die Komponente des Vektors in Richtung der k-ten Achse des ursprünglichen 
und A/ diejenige in Richtung der i-ten Achse des gedrehten Koordinaten- 
systems; die Transformationskoeffizienten &;, sind die Kosinus der Winkel 
zwischen der %-ten Achse des ursprünglichen und der :-ten Achse des ge- 
drehten Koordinatensystems. 

Zur Vereinfachung der Schreibweise benutzen wir folgende in der Tensor- 
analysis allgemein übliche Summenregel: Wir lassen bei Summen das Summen- 
zeichen fort und vereinbaren, daß über gleiche Indizes stets zu summieren ist. 
Auf Grund dieser Konvention schreibt sich Gleichung (1.1) einfach 


4 
4; = Kr Ar- 


Unter einem Tensor zweiter Stufe im dreidimensionalen Raum verstehen 
wir eine Gesamtheit von neun Zahlen 7;,, (it, k= 1,2,3), die sich bei 
Drehungen des Koordinatensystems folgendermaßen transformieren: 


Tir = %1%kmTim (1.2) 


(über 2 und m ist zu summieren!). Analog wird ein Tensor s-ter Stufe im drei- 
dimensionalen Raum durch das Transformationsgesetz 


[4 
Tirt...r — KV Ark... Apr Try Y...r (1.3) 


definiert. Die Größen 7 und 7’ in dieser Gleichung haben s Indizes. 

Größen, die sich bei Drehungen des Koordinatensystems wie Vektoren trans- 
formieren, können sich bei einer Spiegelung des Koordinatensystems (d.h. bei 
der Transformation x > —%2,Yy > —Y,2 ——z) unterschiedlich verhalten. 
Man bezeichnet die Vektoren, deren Komponenten!) bei einer Spiegelung des 


!) Wir machen keinen Unterschied zwischen kovarianten und kontravarianten Vektor- 
und Tensorkomponenten (siehe z.B. un da er für die in diesem Buch betrachteten 
Fragen unerheblich ist. 2 


l Batygin/Toptygin 


2 Aufgaben 


Koordinatensystems ihr Vorzeichen ändern, als polare Vektoren oder einfach 
als Vektoren. Vektoren, deren Komponenten bei einer Spiegelung des Ko- 
ordinatensystems das Vorzeichen beibehalten, nennt man Pseudo- oder axiale 
Vektoren. Das aus zwei polaren Vektoren gebildete Vektorprodukt ist z.B. 
stets ein axialer Vektor. Analog bezeichnet man einen Tensor s-ter Stufe ein- 
fach als Tensor, wenn sich seine Komponenten bei einer Spiegelung wie die 
Produkte der s Koordinaten transformieren, d.h. mit (—1)* multiplizieren, 
und als Pseudotensor, wenn seine Komponenten mit (—1)s*! multipliziert 
werden. 


Das Schema &Xıı &Kıa %ısz 
02 “ Ka %oasz (1.4) 
X3ı %z32a Ra 


der Transformationskoeffizienten heißt Transformationsmatrix, die Deter- 
minante, deren Elemente mit den Elementen einer Matrix übereinstimmen, 
Determinante dieser Matrix: | 

%ıı &ı2a Pa 


le|= &o1 &Xo9 Xog . (1.5) 


|%sı &sa ga 
Unter der Summe « + $ der Matrizen @ und $ verstehen wir die Matrix y, 


deren Elemente durch Addition der entsprechenden Elemente der Matrizen «a 
und £ gebildet werden: 


Yir= &ir + Pir- (1.6) 
Das Produkt a ß der beiden Matrizen @ und $ ist die Matrix y mit den Elementen 
Yir = O1 Bir (1.7) 


(über ! ist zu summieren!). Die Matrix y beschreibt die Transformation, die 
man erhält, wenn man zunächst eine Transformation mit der Matrix $ und 
anschließend eine zweite mit der Matrix « ausführt. 

Die Matrix der Form 


100 
1=[0 10 (1.8) 
001 


heißt Einheitsmatrix. Sie beschreibt die identische Transformation (A! = 4,). 
Die Elemente der Einheitsmatrix werden mit dem Symbol ö,, bezeichnet: 


l für i=k, 
bir = Mau (1.9) 
0 für ik. 
Eine Matrix der Form 
% 0 0 
ae=-I|0 © 0 (1.10) 
0 0 & 


nennt man eine Diagonalmatrix: 


1. Vektor- und Tensorrechnung 3 


Genügen die Elemente einer Matrix den Bedingungen 
Kir Kir = Ökıs (1.11) 


so bezeichnet man sie als orthogonale Matrix. 
Die Matrix a!, die der Bedingung 


ocot=atla=]l (1.12) 


genügt, heißt die zu « inverse Matrix. Sie beschreibt die inverse Transforma- 
tion, d.h., aus A! = &;,4; folgt A, = o;t4!. 

Die Matrix «&, die aus @ durch Vertauschung der Zeilen mit den Spalten 
hervorgeht, heißt transponierte Matrix zu e: 


&ıı R%sı %sı 
@ —|O%ı2 R2 2) Min = Oki (1.13) 
Kı3 &oag Asgz; 


Aufgaben : 

1. Zwei Richtungen n und n’ seien mit Hilfe von Kugelkoordinaten durch 
die Winkel 9, & und 9, &’ festgelegt. Wie groß ist der Kosinus des Winkels © 
zwischen ihnen? 

2. Man beweise die Identitäten 

a) [AXBIIEXxD] =-NHBPd - (UD) (BO), 

b) [UxBIx [Ex DJ] = UBXx DI) CE —- UEXxE) DD = 

— (AEX PD) 8 — (BIEX OU. 


3. In allen kartesischen Koordinatensystemen sei ein Zahlentripela, # = 1, 
2,3) vorgegeben, und es sei bekannt, daß bei räumlichen Drehungen und 
Spiegelungen a,b, = inv ist. Man beweise: Sind 5b, die Komponenten eines 
Vektors (Pseudovektors), so sind die Größen a, ebenfalls Komponenten eines 
Vektors (Pseudovektors). 

4. Man zeige: Gilt in jedem Koordinatensystem a, = T';, b, und ist T',, ein 
Tensor zweiter Stufe und 5, ein Vektor, so ist a; ebenfalls ein Vektor. 

5. Es ist zu beweisen, daß 0a,/dx, ein Tensor zweiter Stufe ist. 

6. Man beweise: Ist T,, ein Tensor zweiter Stufe und P,;, ein Pseudotensor 
zweiter Stufe, so ist 7T;,,P;, ein Pseudoskalar. 

7. Es ist zu zeigen, daß die Symmetrieeigenschaft eines Tensors gegenüber 
Drehungen invariant ist, d.h., daß ein Tensor, der in einem bestimmten Ko- 
ordinatensystem symmetrisch (antisymmetrisch) ist, in allen Systemen, die 
aus diesem durch Drehung hervorgehen, symmetrisch (antisymmetrisch) bleibt. 

8. Man zeige: Ist S;, ein symmetrischer und A;, ein antisymmetrischer 
Tensor, so gilt A,,.8;x =. 

9. Es ist zu zeigen, daß die Summe der Diagonalelemente eines 'Tensors 
zweiter Stufe invariant ist. 


1* 


4 Aufgaben 


10*. Oft ist es günstig, an Stelle der kartesischen Vektorkomponenten a,, 
4, , a, die durch die Beziehungen a, ı = X !/a V2 (4; & ®a,), 4, = a, definierten 
zyklischen Komponenten zu benutzen. Man drücke das Skalar- und Vektor- 
produkt zweier Vektoren durch ihre zyklischen Komponenten und die zykli- 
schen Komponenten des Radiusvektors durch LEeGENnDREsche Kugelfunktio- 
nen!) aus. 


11*. Man bestimme die Komponenten des zum Tensor e&;, inversen Tensors 
&;+. Insbesondere sei &;, ein symmetrischer Tensor im Hauptachsensystem. 


12. In allen Koordinatensystemen möge zwischen den Komponenten des 
Vektors a und denen des Vektors b ein linearer Zusammenhang bestehen: 
a; = &;x d,. Man zeige, daß die e,, einen Tensor zweiter Stufe bilden (genauer: 
&;, Ist ein Tensor, wenn a und b beide polare oder Pseudovektoren sind, und. 
ein Pseudotensor, wenn einer der Vektoren ein polarer und der andere ein 
axialer Vektor ist). 


13. Man zeige, daß die Größen A;,,ıB;r, wo A;;, ein Tensor dritter und B,,. 
ein Tensor zweiter Stufe ist, einen Vektor bilden. 


14. Wie lautet das Transformationsgesetz für die Gesamtheit der Volumen- 
integrale 


T ;r - [z, Ir aV 


bei räumlichen Drehungen und Spiegelungen? (x; und x, sind kartesische Ko- 
ordinaten.) 


15. Man bilde die Transformationsmatrix der Basisvektoren beim Übergang 
von kartesischen zu Kugelkoordinaten und umgekehrt sowie von kartesischen 
zu.Zylinderkoordinaten und umgekehrt. 


16. Zu suchen ist die Transformationsmatrix 
der Komponenten eines Vektors bei der Spiege- 
lung aller drei Koordinatenachsen sowie bei 
der Drehung eines kartesischen Koordinaten- 
systems um den Winkel x um die 2-Achse. 


17. Man bestimme die Transformations- 
matrix der Komponenten eines Vektors bei 
einer Drehung der Koordinatenachsen, die 
durch die Euterschen Winkel «,, %,&, be- 
stimmt wird (Abb. 1), durch Multiplikation der 
Matrizen, die den Drehungen um den Winkel «, 
um die z-Achse, um den Winkel 9 um die 
Knotenlinie ON und um den Winkel x, um 
die 2’-Achse entsprechen. 


18. Man bestimme die Matrix D(«a, d %s), mit deren Hilfe die zyklischen 
Komponenten eines Vektors (s. Aufgabe 10) bei einer Drehung des Ko- 


1) Zur Definition der Kugelfunktionen vgl. Anhang II. 
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ordinatensystems transformiert werden, die durch die EuLErschen Winkel 
%, ®,&, bestimmt wird (s. Abb. 1). 

19*. Man zeige, daß die Matrix « einer infinitesimalen Drehung des K.oordi- 
natensystems in der Form & = 1 + & geschrieben werden kann, wobei & eine 
antisymmetrische Matrix ist (&;« = —£ri). Welche geometrische Bedeutung 
haben die e;,? 

20. Man beweise, daß man durch Transposition einer orthogonalen Trans- 
formationsmatrix & die Matrix der inversen Transformation erhält. 


21. Es ist zu zeigen, daß bei einer Spiegelung oder Drehung die Trans- 
formationsmatrix für die Basis eines Koordinatensystems und die Trans- 
formationsmatrix für die Komponenten eines Vektors miteinander überein- 
stimmen. 


22*, Man beweise, daß die Determinante der Transformationsmatrix bei 
Drehungen und Spiegelungen einer geraden Zahl von Koordinatenachsen 
gleich +1, bei Spiegelungen einer ungeraden Zahl von Koordinatenachsen 
dagegen gleich —1 ist.!) 

23. Man zeige: Sind die entsprechenden Komponenten zweier Vektoren in 
einem Koordinatensystem einander proportional, so sind sie es auch in jedem 
beliebigen anderen Koordinatensystem. (Solche Vektoren heißen parallel.) 


94*, In allen kartesischen Koordinatensystemen seien Größen e;,; gegeben, 
deren Vorzeichen sich bei einer Vertauschung zweier beliebiger Indizes ändere 
und für die e,23 = 1 gelte. 


Man zeige, daß die e;,, einen Pseudotensor dritter Stufe bilden (den voll- 
ständig antisymmetrischen Einheitspseudotensor dritter Stufe). 


25. Man zeige, daß sich die Komponenten eines antisymmetrischen Tensors 
zweiter Stufe bei Drehungen wie die Komponenten eines Vektors transfor- 
mieren. | 


26. Die Komponenten des Vektorproduktes zweier Vektoren und die Rota- 
tion eines Vektors sind mit Hilfe des Tensors e;,; auszudrücken. Wie trans- 
formieren sich diese Größen bei Drehungen und Spiegelungen? 


27. Man beweise die Gleichungen 

a) eirı.EImn = Öim Ökn = Öin Ökm; 

b) eirı Ekim = 2öim- 

28. Man schreibe in invarianter vektorieller Form 
a) @inl@irs Eimp €stp In Ir Din CH 

b) Einl ®krs @imp ®stp %r An b b; 2 En 


!) Transformationen mit der Determinante +1 bezeichnet man als eigentliche Trans- 
formationen, solche mit der Determinante —1 als uneigentliche Transformationen. 
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29. Man beweise die Gleichung 
T x 0; 5, — Tr a,b; = 2wl[ax bj, 


wobei T,, ein beliebiger Tensor zweiter Stufe ist, a und b Vektoren sind 


und ® einen Vektor bedeutet, der dem antisymmetrischen Teil von 7, , äqui- 
valent ist. 


30. Das Produkt (a[bx c]) (a’[b’x c’]) ist als Summe von Termen zu schrei- 
ben, die nur Skalarprodukte der vorkommenden Vektoren enthalten. 


Hinweis: Man benutze den Multiplikationssatz für Determinanten oder ver- 
wende den Pseudotensor dritter Stufe e;.ı (s. Aufgabe 24). 


31*. Man zeige, daß der einzige Vektor, dessen Komponenten in allen Ko- 
ordinatensystemen gleich sind, der Nullvektor ist und daß jeder Tensor zwei- 
ter, dritter bzw. vierter Stufe, dessen Komponenten in allen Koordinaten- 
systemen gleich sind, proportional ö,;,, dem Tensor dritter Stufe e;,, bzw. dem 
Tensor vierter Stufe (Ö;, Ööim + Öim Örı + Öit Örm) Ist. 


32*. Es sei n ein Einheitsvektor, für den alle Richtungen im Raum gleich- 
wahrscheinlich sind. Man bestimme die Mittelwerte %;, n;n,, N; NN; 
N;AKNINm (Rn; ist die v-te Komponente des Einheitsvektors n) mit Hilfe der 
Transformationseigenschaften der gesuchten Größen ohne direkte Berechnung 
der entsprechenden Integrale. | 


33. Man berechne die Mittelwerte der Größen (an)?, (an) (bn), (an)n, 


laxn], [laxn][bxn], (an)(bn)(en) (on) über alle Richtungen, wobei n 
ein ‚Einheitsvektor ist, dessen Richtungen alle gleichwahrscheinlich sind, und 
a,b,c,d konstante Vektoren bedeuten. 


Hinweis: Man benutze die Ergebnisse der vorigen Aufgabe. 


34. Man bilde alle möglichen unabhängigen Invarianten aus den polaren 
Vektoren n, n’ und dem Pseudovektor 1. 


35. Welche unabhängigen Pseudoskalare lassen sich aus den beiden polaren 
Vektoren n, n’ und dem Pseudovektor 1 bzw. aus den drei polaren Vektoren 
N, N,, N, bilden? 


1.2. Vektoranalysis 


In jedem orthogonalen Koordinatensystem g,, gs, 9; ist das Quadrat des 
Längenelementes durch | 


de = Adg} + Mdg + HYdg (1.14) 
und das Volumenelement durch 


dV/=h,hzh,dg, dg, dg; (1.15) 
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7 
gegeben, wobei die ee u lee ee 
Ox\2 /09y\? 02 \? 
_ VYRYL (2) (9 11 
= Van) + au) + (au) a 


Funktionen der Koordinaten sind .(Lam&sche Koeffizienten). Die verschiede- 
nen Differentialoperationen sind 


=> 1 09 
(grado), =V; = r 


| 
=) 
h; og; 
1 9) ) 1) 
dv\ = — FRA, + —— (h, h,A +4 u yAs)|; 
hı hs ha gı ( 2403 1) 09; ( 1'283 9) 0g; ( 172 3) 
e] eg eg 
hahs hılz hie 
rtX=| 9 09 |; (1.17) 
0g 095 043 
h,‚A,) IA: Hals 
1 0 /hahs, 9 
u a 
ln öl, 9)" 
9) 


h,hz; 09 0. (hıh, 99 
2 I) + Er 
9 \ hr 9%) 9%,\ Ah; 09 J 


In der Formel für rotY\ wirken die Differentialoperatoren 0/dg;, auf die Ele- 
mente in der untersten Zeile der Determinante. 
In Kugelkoordinaten gilt 
= rsin® cos“, 


y=rsin®sina, 2=rc0s%; 


1 
k,=1, k=r, h,„=rsind; 
= A) + Zr (Ass) + 
(rot A), = — 4, (A,sin®) — —_ L (1.18) 
ER A 


Or r 0%’ 


1 09 9) 1 0) 6, 1 2 
Ap= Fer Dt a in meseg ı » 
r? Or Ir r?sin® 0% 0%» r?sin?® do?) 
1) Entgegen der üblichen Schreibweise wird in diesem Buch der Pfeil über dem Sym- 


bol für den Nablavektor mitgeschrieben, um auf seinen vektoriellen Charakter hinzu- 
weisen (Anm. der disch. Red.). 
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in Zylinderkoordinaten entsprechend 


ze r608%, Yarsna, 22: I 
Re=ils n,er, De; 
op 8% 99 dp 
rem 
1 1 04 OA. 
REN ER + , 
r or 0a 02 (1.19) 
1 04, 04, "04. 04, De 
ad da 02’ = 02 Or’ 
1 0 1 04, 
a 
10/09 100  oO®°o 
plane Marr 
Für beliebige A und & gelten die Identitäten 
rotgradp=0, divret\=0, divgradp = Ap. (1.20) 


Die folgenden grundlegenden Integralsätze gestatten es, Volumen-, Flächen- 
und Linienintegrale ineinander umzuwandeln: 


Gaussscher Satz: 


[üraar = dwae. (1.21) 
V 5 


V bedeutet ein Volumen und S eine geschlossene Fläche, die dieses Volumen 
umschließt. 


SToKESscher Satz: 


puar=| rots de. (1.22) 
S 
Dabei ist ! eine geschlossene Linie und & eine beliebige Fläche mit der Be- 
randung /. 


In den Formeln (1.21) und (1.22) muß der Vektor \ eine differenzierbare 
Funktion der Koordinaten sein. 


Aufgaben: 


36. Man schreibe die zyklischen Komponenten!) des Gradienten in Kugel- 
koordinaten. 


37. Man berechne divt, rotr, grad(lr), ((V)r mit Hilfe von kartesischen, 
Kugel- und Zylinderkoordinaten (rt ist der Radiusvektor, [ ein konstanter 
Vektor). 


1!) Siehe Aufgabe 10. 
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38. Man berechne rot[» x 1], wobei ® ein konstanter Vektor in Richtung 
der z-Achse ist, in Kugelkoordinaten (Zylinderkoordinaten). 


39. Man beweise die Identitäten 

a) grad(oy) = pgrady + ygrado, 

db) dv@W = odivl + Ugrado, 

ec) rot(o A) —= orotU — Axgradp, 

d) div[Ax 8] = BrotX — Urotd, 

e) rot[UXB] = AdivB — BÄivA+BM)A- (AN)B, 

$) grad(AB) — Axrot® + BxrotU 4 (BP)A+(AMEB. 


Br 
Hinweis: Diese Identitäten sind mit Hilfe des Operators V zu beweisen, 
wobei die Regeln der Differentiation und Multiplikation von Vektoren an- 
zuwenden sind, ohne daß die Komponentenschreibweise benutzt wird. 


40. Man beweise die Identitäten 
a) Egrad(UB) = UÜCEVN)BHBIEN)!, 


b) (EN)TUXBI=-AXKCNB- BXEMN, 
)VMWB-(AN)B + BAY, 


— — 


d) [U x Brot = B(AUN)E—- AUBTV)E, 
eo) [UXFIXB-(AF)B + AUxrot® — Adivß, 


HIFKAUXB — AdivB — (AUM)B — Uxrot® — Bxrotl. 


41. Man berechne gradof(r), divo(r)t, roto(r)t und (IV). o(r)t. 

42. Wie lautet die Funktion o(r), die der Bedingung divp(r)t=0 ge- 
nügt? 

43. Man berechne Divergenz und Rotation der Vektoren (ar) b, (ar)r, 
axt,o(r)axr,rx[axr], wobei a und b konstante Vektoren sind. 

44. Man berechne gradX(r)r, gradXU(r) Ö(r), divo(r) Ur), roto(r) U(r), 
IN)ol) Ar). 

45. Mit Hilfe der Ausdrücke für den Gradienten und die Rotation in Kugel- 
koordinaten sind die Ausdrücke für grad(pr/r?) und rot(p x r/r?) zu be- 
rechnen (p ist ein konstanter Vektor). Man gebe die Vektorlinien für diese 
Vektoren an (Zeichnung!). 

46. Man beweise die Beziehung (UV) A —= — AxrotY für W —= const. 

47. Wie lauten die Komponenten des Vektors AV in Kugelkoordinaten? 

Hinweis: Man benutze die Identität AY = —rotrot{ + grad div. 


48. Wie lauten die Komponenten des Vektors AX im Zylinderkoordinaten- 
system? 
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49. Das Volumenintegral N (gradp rot) AV ist in ein Flächenintegral um- 
zuwandeln. 


50. Man berechne die Integrale D ı(an)dS und BD (ar)ndS‘, wobei a ein 


konstanter Vektor und n der zur Oberfläche normal gerichtete Einheits- 
vektor ist. 


51. Die Integrale über eine geschlossene Fläche $ nodö, BnxadsS 
und $ (nb)ads (b ist ein konstanter Vektor, n der Einheitsvektor in Nor- 


malenrichtung) sind in Volumenintegrale umzuwandeln, die über das von der 
Fläche eingeschlossene Volumen erstreckt werden. 


Hinweis: Die Lösung erfolgt analog wie bei den vorigen Aufgaben. 
52. Mit Hilfe einer der in der vorigen Aufgabe bewiesenen Identitäten ist 
das ARcHIMEDische Gesetz durch Summierung der Drücke, die an den Ober- 


tlächenelementen eines in einer Flüssigkeit befindlichen Körpers angreifen, 
abzuleiten. 


53°. f(a,r) genüge der Bedingung 
fe + %0,,1) = c f(ay,t) + 0 flaz, t) 


wobei c, und c, beliebige Konstanten sind, und sei eine differenzierbare Funk- 
tion von r. Man zeige, daß für f der verallgemeinerte GAusssche Satz 


Brin,v)as - [iW, dv 


gilt, wobei V ein beliebiges Volumen, $ seine Oberfläche und n den Einheits- 
vektor in Richtung der äußeren Normalen bedeuten. Im Integranden NZ )) 


wirkt der Operator v auf r und steht links von allen Veränderlichen. 


Hinweis: Man zerlege n nach den Einheitsvektoren eines kartesischen Ko- 
ordinatensystems und benutze den Gaussschen Satz 


99 
[Far=$on.as. 


54. Man löse die Aufgaben 50 und 51 mit Hilfe des in der vorigen Aufgabe 
bewiesenen verallgemeinerten GAussschen Satzes. 

55. Das Integral D p dl längs einer geschlossenen Linie ist in ein Integral 
über eine Fläche zu verwandeln, die von dieser geschlossenen Linie begrenzt 
wird. 

86. Das Integral b u df längs einer geschlossenen Linie ist in ein Integral 


über eine Fläche umzuformen, die von dieser Linie begrenzt wird (uw und f sind 
skalare Funktionen der Koordinaten). 


57. Man beweise die Identität 


IK: rotrotB — BrotrotVQ) AV = P {BB xrotY — AUx rot} do. 
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58. Innerhalb des Volumens V genüge der Vektor X der Bedingung div\ = 0 
und auf dem Rand des Volumens (Oberfläche S) der Bedingung A,„=d. 
Man beweise 

[avwar=0. 
- 
59°. Man zeige, daß für den in der vorigen Aufgabe definierten Vektor X (rt) 
Ar)dV 
R=1 7 
gilt. R ist irgendein fester Aufpunkt. 


60. Man beweise den GAaussschen Satz für einen dreidimensionalen Tensor 
zweiter Stufe: 


divg 0 


Hay DTindS:. 
ra 
Hinweis: Man gehe vom GAussschen Satz für den Vektor mit den Kompo- 
nenten A, = T;., a, aus, wobei a = {a,} ein beliebiger konstanter Vektor ist. 


61. Wie lautet die Lösung der LarLaczschen Gleichung in allgemeiner Form 
für eine skalare Funktion, die 


a)nur vonr, b)nurvon d, ce)nur vonx 
(Kugelkoordinaten) abhängt? 

62. Wie lautet die Lösung der LarLaczschen Gleichung in.allgemeiner Form 
für eine skalare Funktion, die 

a) nurvonr, b)nurvona, e)nur vonz 
(Zylinderkoordinaten) abhängt? 

63. Man zeige: Ist die skalare Funktion y Lösung der Gleichung Ay + 
+k2y=0 und a ein konstanter Vektor, so genügen die Vektorfunktionen 
2% = grady, M = rotfay) und R=rot der Gleichung JAXY + PU =0. 

64*. Die Gleichung 

„2 2 22 
Gtatz =! (a>b> 0) 


stellt ein Ellipsoid mit den Halbachsen a, b, c dar. 
Die Gleichungen 


x2 y® 22 _ N 
a ea ee 
Peer 
Pa er 
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stellen ein Ellipsoid sowie ein mit dem Ellipsoid konfokales einschaliges und 
zweischaliges Hyperboloid dar. Durch jeden Raumpunkt geht je eine der 
Flächen, die durch die Werte &,n,{ charakterisiert werden. Man nennt die 
Zahlen &,n,© die elliptischen (oder Lamzschen) Koordinaten des Punktes 
x, y, 2. Wie lauten die Formeln für die Transformation von &,n,@ nach x, y, 2? 
Wie sehen die Lamzschen Koeffizienten und der LAPLACE-Operator in ellip- 
tischen Koordinaten aus? 

65%. Für a=b>c entarten die elliptischen Koordinaten (s. die vorige 
Aufgabe) in das sogenannte Koordinatensystem des abgeplatteten Rotations- 
ellipsoids. Dabei geht die Koordinate £ in die Konstante —a? über und muß 
durch eine andere Koordinate ersetzt werden. Als solche wählen wir den 
Azimutwinkel & in der x y-Ebene. Die Koordinaten €,n werden durch die 
Gleichungen 

e e r? 2 
B+ETFTE ? en en 
bestimmt, wobei &> — cd, -—®>2nZ2 —«? ist. 

Die Flächen & = const sind abgeplattete Rotationsellipsoide bezüglich der 
2-Achse und die Flächen 7 = const mit ihnen konfokale einschalige Rota- 
tionshyperboloide (Abb. 2). 


1, ?=x2+y? 


Abb. 2 Abb. 3 


Man bestimme die Ausdrücke für r und z sowie die Lam&schen Koeffi- 
zienten und den LAPLACE-Operator in den Koordinaten des abgeplatteten 
Rotationsellipsoids. 

66*. Das Koordinatensystem des verlängerten Rotationsellipsoids ergibt sich 
aus den elliptischen Koordinaten (vgl. Aufgabe 64) füra>b= c. Dabei ent- 
artet die Koordinate n in eine Konstante und muß durch den Azimutwinkel «& 
ersetzt werden, der in der x y-Ebene von der y-Achse aus gezählt wird. Die 
Koordinaten &,Z sind durch die Gleichungen 

x 7» x? r? 
mern nn Gera nırr 
are; DE a 

bestimmt, wobei &E > —b2, -—2 >E > —.a? ist. 


l, ?=fP+ 2° 
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Die Flächen & = const und £ = const sind verlängerte Rotationsellipsoide 
bzw. zweischalige Rotationshyperboloide (Abb. 3). Man drücke die Größen x, r. 
durch &,£ aus und berechne die Lam&schen Koeffizienten sowie den LAPLACE- 
Operator in den Variablen £, £, «. 


67. Die räumlichen Bipolarkoordinaten &,n,«& sind mit den kartesischen 
Koordinaten durch die Beziehungen 


a sinn COSs«& . 4 sinn sin«& asinh£& 
— eosh& — cosn IT oshe— com” ° oshE— com 
verknüpft, wobei a ein konstanter Parameter und 
ind: —-— oo <E<m, 0<n<n, 0<a<2n 
Man zeige: Die Koordinatenflächen & = const sind Kugeln 
2 + y + @— acothe)t = (ie). 


die Flächen n = const spindelförmige Rotationsflächen bezüglich der 2-Achse 
mit der Gleichung 


(Var + —a cotn)” +.?= | 


2 
sinn ) 
und die Flächen &x = const Halbebenen, die durch die z-Achse begrenzt werden 
(Abb. 4). Man überzeuge sich davon, daß diese Koordinatenflächen zueinander 


ERS I0Z 


ne 
ra 


Abb. 4 


orthogonal sind, und berechne die Lam&schen Koeffizienten und den LAPLAcH- 
Operator. 


68. Die Ringkoordinaten o, &,« bilden ein Orthogonalsystem und sind mit 
den kartesischen Koordinaten durch die Beziehungen 


a sinho Cosa a sinh o sin«a asind& 


coshe — cos& ’ vz cosho — cos e— coshe — cos& 
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verknüpft, wobei a ein konstanter Parameter und - mo <o< mw, _ n<{isn 
sind; & bedeutet den Azimutwinkel, der sich zwischen O0 und x ändert. 


Abb. 5 


Man zeige, daß oe = In (r}/r,) ist (vgl. Abb. 5, in der die Flächen & = const 
und & + rm = const dargestellt sind), während & den Winkel zwischen r, und 
r, bedeutet (& > 0 für z> 0 und E< 0 für z< 0). Welche Form haben die 
Koordinatenflächen oe und £? Wie lauten die Lam&schen Koeffizienten? 
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%. STATISCHES ELEKTRISCHES FELD IM VAKUUM 


Dieses Kapitel enthält Aufgaben zur Bestimmung des Potentials p(r) und 
der Feldstärke &(r) aus einer vorgegebenen Ladungsverteilung, die durch die 
räumliche Dichte e(t), die Flächendichte o (rt) oder die Liniendichte x(r) cha- 
rakterisiert wird. Die Verteilung von Punktladungen kann durch die Raum- 


ladungsdichte 
ö er)= 3 dl — Wu) 


beschrieben werden, wobei g; die Größe der ;-ten Ladung, t; den Radius- 
vektor der ;-ten Ladung und ö(t — t,) die ö-Funktion bedeuten (s. Anhang ]). 
Die elektrische Feldstärke genügt den MAxweruschen Gleichungen 


dv&=4neo, ro&=0. (2.1) 
Die erste dieser Gleichungen lautet in integraler Form 
DE, dS = Ang (2.2) 
S 


(Gavussscher Satz der Elektrostatik), wobei $ eine geschlossene Fläche und q 
die in ihr enthaltene Gesamtladung bedeuten. Potential und elektrische Feld- 
stärke sind durch die Beziehungen 
un 2 0’ 


C= —grado, ot) - [€ dt, elt)=0 (23) 


(1) miteinander verknüpft. Das Potential o genügt der PoIssoN- 
schen Gleichung 
en | Apyg= —Ano. (2.4) 
-Das Potential ist endlich und stetig in allen Raumpunkten, in denen sich keine 
Punktladungen befinden; insbesondere gilt auf einer geladenen Oberfläche, 
die zwei Gebiete (1) und (2) voneinander trennt, 9, = 9, (Abb. 6). Die Normal- 
ableitungen von g erleiden auf der geladenen Oberfläche einen Sprung: 


_ 09, Op 
Egn — Eın=4nro oder en — Arno. (2.5) 


Die Normale n hat die Richtung von (1) nach (2). 
Auf einer Oberfläche einer elektrischen Doppelschieht vom Moment r gilt: 
(siehe z.B. [84]) 


09, . 2 m 
a on 9% — 9ı irrt (2.6) 


(die Normale nt ist von der negativen Seite der Schicht zur positiven gerichtet). 
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Enntsprechen den Ladungsverteilungen o, und 0, die Potentiale , und @,, 
so ist = 9, + 9, das Potential der Ladungsverteilung 0 = eo, + 0, (Super- 
‚positionsprinzip). Dasselbe gilt für das elektrische Feld &. Insbesondere ge- 
stattet es das Superpositionsprinzip, aus den Potentialen g/r von Elementar- 
ladungen durch Summierung die Potentiale komplizierter Ladungssysteme 
abzuleiten: 

ol) dV’ 


ee (2.7) 


Pt) = 


Im Falle einer flächen- oder linienhaften Ladungsverteilung ist das Volumen- 
integral in (2.7) durch das entsprechende Flächen- bzw. Linienintegral zu 
ersetzen, während im Falle eines Systems von 
Punktladungen über die Ladungen zu summieren 
ist. Dies gilt auch für alle im folgenden an- 
gegebenen Formeln, die Volumenintegrale von 
Ladungsverteilungen enthalten. 

In den meisten Fällen ist die direkte Be- 
rechnung des Integrals in (2.7) schwierig. Daher 
benutzt man häufig eine Darstellung des Poten- 
tials als Reihe, die sich durch Entwicklung des 
Nenners im Integranden nach Potenzen von x/r 
oder x’/r ergibt, und integriert gliedweise. Eine 


0%) solche Entwicklung kann man sowohl in kar- 
Abb. 7 tesischen als auch in Kugelkoordinaten durch- 
führen. 


Kartesische Koordinaten (Abb.7). Für r> a (a ist der größte Abstand der 
Ladungen des Systems vom Pol 0) gilt 


2,4 0 4 ab 0? 1 = 
9(%,Yy,2) = r Px Ox, r Tr 2 PEAGE? r 
Q By 0° 1 

— —_.— +... 2.8 

31° 02,02,0%, r + =), 

Die Multipolmomente q,9,,Q.g ... werden durch Volumenintegrale aus- 
gedrückt: 

g= o(v)dV’ Gesamtladung des Systems, 
p, = I o(v)aL,dV’ Komponenten des Dipolmoments, (2.8’ ) 


up = o(v) x, 5 AV’ Komponenten des Quadrupolmoments. 


Die Größen 9, p,; Qx5; ; , . transformieren sich bei einer Drehung des Ko- 
ordinatensystems wie ein Skalar, ein Vektor, ein Tensor zweiter Stufe usw. 
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Der zweite und dritte Term des Potentials (2.8) können in der Form 


pi 
— (2.9) 


ip) = 


l _ 
9 — 9,5 18° 5 r?) Orr ’= (34° — r?) Qyy + 
+ (322 — r?) Q.. + 62 4 Qay + 6% 2 Ra: + 6492 9,2] (2.9) 


geschrieben werden, wobei p = (9, ,7?,,p;) der Dipolmomentvektor des Systems 
ist. 

Kugelkoordinaten. Wir benutzen die im Anhang II angegebene Entwick- 
lung (A 11.15) von |r — r’|-!. Setzt man sie in (2.7) ein, so erhält man für 
a 


/ in _ Ammon (2.10) 


oo I 
= $' 
ot) > u 31-1 1 yi+ı 


l=0 m=-IJI 


wobei Q;„ das Multipolmoment.der Ordnung L, m ist: 


fo@ )r’ .Yin(d ‚@)ar”. (2.11) 


Für r’ > r werden in (A II.15) r und 7’ vertauscht, und es folgt 


_ 00 I Art au j 
o(t) =2 El, r m Yım(d, &) (r <r ) (2.12) 


mit 


Alm = Ver -f& Y5.(0,o') dv”. (2.13) 


Befindet sich der Aufpunkt t innerhalb der Ladungsverteilung (vgl. Abb. 7), 
so muß man das Integrationsgebiet in (2.7) mit Hilfe einer Kugel vom 
Radius r um den Ursprung 0 in zwei Teile zerlegen. Bei der Integration über 
das Innere der Kugel ist die Entwicklung (A IL.15) und bei der Integration 
über das Äußere der Kugel die inverse Entwicklung zu benutzen. 

Eine anschauliche Vorstellung über die Struktur des Feldes kann man durch 
die Einführung von Kraftlinien und Äquipotentialflächen erhalten. Die Kraft- 
linien werden durch ein System von Differentialgleichungen bestimmt, das in 
beliebigen orthogonalen Koordinaten g,, 95, 95 die Form 


h,dq, = L? dgs _ h; dg; (2.14) 
E, E, E, 
hat, wobei h, die Lam&schen Koeffizienten sind; die Äquipotentialflächen sind 
durch die Gleichung o(t) = const definiert. 

Als Gleichgewichtspunkte des Feldes bezeichnet man solche Punkte in 
einem endlichen Abstand vom Ladungssystem, in denen E = 0 ist. 


2 Batygin/Toptygin 


18 Aufgaben 
Die Energie eines elektrostatischen Feldes kann aus einer der Gleichungen 


1 [ 2 f 
zen En 2.1 
W an: E®?dV, W 5 opdV (2.15) 


berechnet werden (sie sind äquivalent, wenn sich die Ladungen in einem end- 
lichen Raumgebiet befinden und über den gesamten Raum integriert wird). 

Die Wechselwirkungsenergie zweier Ladungssysteme 1 und 2 wird durch 
die Ausdrücke 

T—_ - [a eär- Pe = tı) Oa(t) AV, dV, (2.16) 
tu — tel 

bestimmt. 

Die verallgemeinerten ponderomotorischen Kräfte erhält man durch Diffe- 
rentiation von U oder W nach den entsprechenden verallgemeinerten Ko- 
ordinaten a«;: 


oU oW 
F; = — da, oder nz = da, e (2.17) 


Die verallgemeinerte ponderomotorische Kraft ist positiv, wenn sie bestrebt 
ist, die entsprechende verallgemeinerte Koordinate zu vergrößern. 


Aufgaben: 

69. Eine unendlich ausgedehnte ebene Platte der Dicke a habe in ihrem 
gesamten Volumen die konstante Ladungsdichte o. Man bestimme das Poten- 
tial o und die Feldstärke & des elektrischen Feldes. 


70. Eine räumliche Ladungsverteilung genüge dem periodischen Gesetz 
E = 0, 6085xX cosPy cosyz und bilde ein unendlich ausgedehntes periodisches 
Raumgitter. Man bestimme das Potential » des elektrischen Feldes. 


71. Die Ladungsdichte der Ebene 2 —= 0 genüge dem periodischen Gesetz 
o=0,Singaxsinßy, wobei 0o,,&%,ß Konstanten sind. Man bestimme das 
Potential @ dieses Ladungssystems. 


72. Ein unendlich langer Kreiszylinder mit dem Radius R sei im Innern 
oder auf der Oberfläche gleichförmig geladen. Die Ladung je Längeneinheit 
sei x. Man bestimme das Potential » sowie die elektrische Feldstärke #. 


73. Man bestimme das Potential p und die elektrische Feldstärke E eines 
gleichförmig geladenen unendlich langen geraden Drahtes. 


74. Man bestimme das Potential » und die elektrische Feldstärke E eines 
gleichförmig geladenen geraden Drahtes der Länge 2a, das sich auf der z- Achse 
von —a bis +a erstreckt; seine Ladung sei g. 


75. Welche Form haben die Äquipotentialflächen des in der vorigen Aufgabe 
betrachteten gleichförmig geladenen Drahtes? 


76. Man bestimme das Potential » und die elektrische Feldstärke & einer 
Kugel, deren Volumen gleichförmig geladen ist. Der Radius der Kugel sei R, 
ihre Ladung g. 
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77. Man bestimme das Potential » und die elektrische Feldstärke & einer 
Kugel mit dem Radius R, deren Oberfläche gleichförmig geladen ist. Die 
Ladung der Kugel sei g. 


78. In einer Kugel mit dem Radius R und konstanter Raumladungs- 
dichte oe befinde sich ein ungeladener kugelförmiger Hohlraum mit dem 
Radius R,, dessen Mittelpunkt den Abstand a vom Kugelmittelpunkt habe 
(a + R),< R). Man bestimme das elektrische Feld & im Hohlraum. 


79. Der Raum zwischen zwei konzentrischen Kugeln mit den Radien A&, 
und R, (R,< R,) sei mit der räumlichen Dichte 0 = «a/r? geladen. Man be- 
stimme die Gesamtladung g, das Potential » und die elektrische Feldstärke E 
und untersuche den Grenzfall R, — AR,. 


80. Man bestimme die Energie W des elektrostatischen Feldes für die in den 
Aufgaben 76, 77 und 79 angegebenen Ladungsverteilungen. Die Rechnungen 
sind auf zwei Wegen durchzuführen [vgl. (2.15)]. 


81. Vorgegeben sei eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung 0 = o(r). 
Durch Zerlegung in Kugelschalen sind das Potential & und die elektrische 
Feldstärke & durch o(r) auszudrücken (o und & sind als einfache Integrale 
über r zu schreiben). 


82. Man löse die Aufgaben 76 und 79 mit Hilfe der Ergebnisse der Auf- 
gabe 81. 


83. Die Ladung des Elektrons ist im Wasserstoffatom (Grundzustand) mit 
der Dichte 


& e2 r/a 


oht)= — 


7 a? 


verteilt, wobei a = 0,529 - 10-8cm den BoHrschen Atomradius und e&, = 
— 4,80 - 10-10 esE die Elementarladung bedeuten. Man bestimme das Poten- 
tial o, und die elektrische Feldstärke E, der Elektronenladung sowie das 
Gesamtpotential und die elektrische Gesamtfeldstärke & im Atom unter 
der Annahme, daß die Protonenladung im Koordinatenursprung konzentriert 
ist. Man stelle die r-Abhängigkeit von & und E näherungsweise graphisch dar. 


Hinweis: Man benutze die Lösungsmethode der Aufgabe 81. 


84. Man betrachte einen. Atomkern als gleichförmig geladene Kugel und 
bestimme seine maximale elektrische Feldstärke Enax: Der Kern habe den 
Radius R = 1,5 - 10-13 4"/s [cm] und die Ladung Ze, (A ist das Atomgewicht, 
e, die Elementarladung). 


85. Die Aufgabe 77 ist mit Hilfe der Ergebnisse der Aufgabe 81 zu lösen. 


86. Die Ebenen zweier gleichförmig geladener dünner koaxialer Ringe mit 
gleichem Radius R mögen sich im Abstand « voneinander befinden. Die Arbeit, 
die aufgewendet werden muß, um eine Punktladung g aus dem Unendlichen in das 
Zentrum eines der Ringe zu bringen, sei gleich A, bzw. gleich A,. Wie groß 
sind die Ladungen g, bzw. 9, auf den Ringen? 

28% 
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87. Man bestimme das Potential » und das elektrische Feld € auf der Achse 
einer dünnen kreisförmigen Scheibe mit dem Radius R und der Ladung g. 
Man zeige, daß die Normalkomponente von & auf der Scheibenoberfläche den 
Sprung 4 0 erfährt. Das Feld ist in großem Abstand von der Scheibe zu 
betrachten. 

88. Ein dünner Kreisring mit dem Radius R bestehe aus zwei gleichförmig 
und entgegengesetzt geladenen Halbringen mit den Ladungen q und —g. 
Man bestimme das Potential & und die elektrische Feldstärke & auf der Ring- 
achse in der Nähe des Ringes. Welche Form hat das Feld in großen Abständen 
vom Ring? 

89. Man drücke das Potential » eines gleichförmig geladenen dünnen Kreis- 
rings mit der Ladung g und dem Radius R durch das vollständige elliptische 
Integral erster Gattung 

n/2 
Vi — k2sin2ß 
0 
aus. 

Hinweis: Bei der Integration über das Azimut ist X = x — 2ß zu sub- 
stituieren. 

90. Aus der allgemeinen Formel für das Potential eines dünnen Kreisrings 
(vgl. Aufgabe 89) berechne man das Potential & 

a) auf der Ringachse, 

b) in großen Abständen vom Ring, 

ce) in der Nähe des Ringes. 


Hinweis: Im Falle e) sind die Formeln 6.113 aus [72] zu benutzen. 


91. Die Oberfläche einer Kugel mit dem Radius R habe die Ladungsdichte 
o=0c,c0s®. Man bestimme das Potential @ des elektrischen Feldes unter 
Anwendung der Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten. 


92. Die Quellen eines elektrischen Feldes seien axialsymmetrisch verteilt. 
In der Nähe der Symmetrieachse des Systems gebe es keine Quellen des Fel- 
des. Man drücke das Potential & und die elektrische Feldstärke & in der Nähe 
der Symmetrieachse durch die Werte des Potentials & und seiner Ableitungen 
auf der Achse aus. 


93. Man bestimme das Potential » eines gleichförmig geladenen dünnen 
Kreisrings unter Benutzung der Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten. 
Die Ladung des Ringes sei g, der Radius R. 


94. Man bestimme die Potentiale & in großen Abständen von den folgenden 
Ladungssystemen: 

a) die Ladungen qg, —2g,g sind in den Abständen a auf der z-Achse an- 
geordnet (linearer Quadrupol) ; 
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b) die Ladungen +g sind so auf den Ecken eines Quadrates der Seiten- 
länge a angeordnet, daß benachbarte Ladungen verschiedene Vorzeichen 
haben und sich im Koordinatenursprung die Ladung + befindet. Die Seiten 
des Quadrates sollen der x- bzw. y-Achse parallel sein (ebener Quadrupol). 


95. Man bestimme die Potentiale & in großen Abständen von den folgenden 
Ladungssystemen: | 

a) linearer Oktupol (Abb. 8a), 

b) räumlicher Oktupol (Abb. 85). 


Abb. 8 


96. Eine Punktladung g befinde sich im Punkt mit den Kugelkoordinaten 
"95 Oo, &o. Man entwickle das Potential & dieser Ladung nach Multipolen. 


97. Das Volumen eines Ellipsoids mit den Halbachsen a,b,c sei gleich- 
förmig geladen; seine Gesamtladung sei q. Man bestimme das Potential p in 
großen Abständen vom Ellipsoid mit einer Genauigkeit, die den Quadrupol- 
term einschließt. Man betrachte die Spezialfälle eines Rotationsellipsoids mit 
den Halbachsen a = 5b und c!) und einer Kugel (a =b = ec). 

Hinweis: Bei der Integration über das Ellipsoidvolumen sind die ver- 
allgemeinerten Kugelkoordinaten z=arsin®cosa, y=brsindsin«, 
2=crcos® zu benutzen. 


98. Zwei gleichförmig geladene dünne koaxiale Kreisringe mit den Radien «@ 
und 5 («> b) und den Ladungen q und —g seien in einer Ebene angeordnet. 
Man bestimme das Potential » in großem Abstand von diesem Ladungssystem 
und vergleiche es mit dem Potential des linearen Quadrupols (s. Aufgabe 94). 


99*. Man zeige, daß die Ladungsverteilung o = — (p’V) ö(rt) einen ele- 
mentaren Dipol mit dem Moment p’ beschreibt, der sich im Koordinaten- 
ursprung befindet. Man erkläre das Ergebnis mit Hilfe der anschaulichen Vor- 
stellung über die ö-Funktion (s. Anhang I). 

Hinweis: Man gehe von der Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten 
aus. 


!) Atomkerne, die ein Quadrupolmoment besitzen, kann man in gewisser Näherung als 
Rotationsellipsoide ansehen. 
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100. Man zeige, daß die Ladungsverteilung 


= all (a) ö(t) 


das Potential 


f n. — 1 
ot) = gl (a; v’) — 

i=1 r 
erzeugt. 

101. Man berechne das Potential » in großem Abstand von einem linearen 
Quadrupol, dessen Achsenrichtung durch die Polarwinkel », 8 bestimmt wird, 
unter Berücksichtigung der Ergebnisse der Aufgabe 94 und der Tatsache, daß 
das Quadrupolmoment ein Tensor zweiter Stufe ist. Nach welchem Verfahren 
kann man diese Aufgabe außerdem lösen? 


192. Ein räumlicher Oktupol (Abb. 85) sei um den Winkel 8 um die z-Achse 
gedreht. Man bestimme das Potential » in großem Abstand von ihm durch 
Transformation der Komponenten des Oktupolmomentes. Man vergleiche mit 
anderen Lösungsmethoden. 


103. Man bestimme das Potential o in großen Abständen von einem ebenen 
Quadrupol, dessen Ebene die z-Achse enthält (Abb. 9). Die Komponenten 
des Quadrupolmoments lassen sich direkt 
sowie durch Drehung des in der Auf- 
gabe 94b betrachteten ebenen Quadrupols 
berechnen. 


104. Eine Kugel mit dem Radius R sei 
gleichförmig polarisiert. Das Dipolmoment 
der Volumeneinheit sei B. Man bestimme 
das Potential ©. 


105. Eine zweidimensionale Ladungsver- 
teilung wird durch eine Ladungsdichte e (tr) 
charakterisiert, die nicht von der Koordi- 
nate 2 abhängt. Ist in einem begrenzten 
Gebiet 5 der x y-Ebene o(t) = 0, so kann man das Potential @ außerhalb der 
Ladungsverteilung nach Multipolen entwickeln (zweidimensionale Multipole). 
Wie lautet diese Entwicklung? 

Hinweis: Man benutze das Ergebnis der Aufgabe 73, das Superpositions- 
prinzip sowie die Entwicklung 


In(l + u?® — 2u coso) = _2Y 


vel. [72], 1.514. 


106. Man entwickle das Potential » einer linearen Ladung x nach zwei- 
dimensionalen Multipolen. Die geladene Linie sei der z-Achse parallel und gehe 
durch den Punkt (r,, &,) der x y-Ebene. 

107. Man bestimme das Potential » in großem Abstand von zwei dicht 
benachbarten parallelen linearen Ladungen x und — x, die sich im Abstand «a 
voneinander befinden (zweidimensionaler Dipol). 


u für |ul<]; 
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108. Auf einer Scheibe mit dem Radius R befinde sich eine elektrische Doppel- 
schicht vom Moment 7 = const. Man bestimme das Potential p und die elek- 
trische Feldstärke & auf der zur Scheibenebene senkrechten Symmetrieachse. 


109. Man bestimme die elektrische Feldstärke & einer elektrischen Doppel- 
schicht vom Moment 7 = const in der Halbebene y =0,x> 0. Man ver- 
gleiche mit dem Magnetfeld eines unendlich langen geradlinigen Stromes, der 
in Richtung der z-Achse fließt. Man löse die Aufgabe durch zwei Methoden: 

a) durch direkte Summierung der Feldstärken, die durch kleine Elemente 
der Doppelschicht erzeugt werden, 

b) durch vorherige Bestimmung des elektrostatischen Potentials . 


110. Man bestimme die Gleichung der Kraftlinien eines Systems zweier 
Punktladungen, der Ladung +g im Punkt z=a und der Ladung +g im 
Punkt z = —a; man zeichne die Kraftlinien. Gibt es Gleichgewichtspunkte im 
Feld? 

Hinweis: Aus Symmetriegründen liegen die Kraftlinien in den Ebenen 
& — const, während Z, und #£, nicht von & abhängen (Zylinderkoordinaten). 
In der Differentialgleichung (2.14) der Kraftlinien werden die Variablen durch 
die Substitutionen 

za 2 —ıqa 
r eg 


separiert. 


111. Mit Hilfe der Ergebnisse der vorigen Aufgabe ist die Gleichung der 
Kraftlinien eines im Koordinatenursprung befindlichen punktförmigen Dipols 
zu bestimmen. 


112. Man bestimme die Gleichung der Kraftlinien eines linearen Quadrupols 
(s. Aufgabe 94a) und zeichne den genäherten Verlauf der Kraftlinien. 


113. Man zeige, daß der Fluß des elektrischen Feldes einer Punktladung q 
durch die Fläche 8 gleich q.2 ist. Dabei bedeutet 2 den Raumwinkel, unter 
dem die Berandung der Fläche & von dem Punkt aus, in dem sich die Ladung g 
befindet, gesehen wird (2 > 0, wenn von diesem Punkt aus die negative Seite 
der Fläche gesehen wird). 


114. Auf der Symmetrieachse einer Kreisscheibe mit dem Radius a befinde 
sich im Abstand a von der Scheibenebene die Ladung g,. Welche Ladung 9 
muß man in dem bezüglich der Scheibe symmetrischen Punkt anbringen, damit 
der Fluß des elektrischen Feldes durch die Scheibe in Richtung der Ladung 9, 
gleich ® wird? 

115*. Ohne die Differentialgleichungen der Kraftlinien zu integrieren, be- 
stimme man die Gleichung der Kraftlinien eines Systems aus ”% kollinearen 
Ladungen 9, , 9s, - - -; 9n, die sich in den Punkten 2,, 2,, - . - , 2, auf der z-Achse 
befinden. Man wende den in der Aufgabe 113 bewiesenen Satz auf die Kraft- 
röhre an, die durch Rotation einer Kraftlinie um die Symmetrieachse gebildet 
wird. 

116. Mit Hilfe des Ergebnisses der vorigen Aufgabe bestimme man die Glei- 
chung der Kraftlinien eines Systems zweier Punktladungen (s. Aufgabe 110) 
und eines linearen Quadrupols (s. Aufgabe 112). 
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117. Zwei homogen geladene parallele Drähte mit den Ladungen x, bzw. 
— x, je Längeneinheit befinden sich im Abstand A voneinander. Bei welchem 
Verhältnis x,/x, sind unter den Äquipotentialflächen dieses Systems Kreis- 
zylinder mit endlichem Radius? Man bestimme Radius und Achsenlage der 
‚Zylinder. 

118. Die Punktladungen g, und —g, befinden sich im Abstand A vonein- 
ander. Man zeige, daß es unter den Äquipotentialflächen dieses Systems eine 
Kugel mit endlichem Radius gibt und bestimme ihre Mittelpunktskoordinaten. 
sowie ihren Radius. Man bestimme den Wert des Potentials » auf der Kugel- 
oberfläche, falls @(o0) = 0 ist. 


119. Welche Ladungsverteilung erzeugt ein Potential, das in Kugelkoordi- 
naten die. Form 


hat, wobei x und q Konstanten sind? 
120. Welche Ladungsverteilung erzeugt ein Potential, das in Kugelkoordi- 
naten die Form 


= 0 „-2 ra (- 
enter +1 


hat? e, und a bedeuten Konstanten. 


121. Man bestimme die Wechselwirkungsenergie U der Elektronenwolke mit 
dem Kern eines Wasserstoffatoms. Die Ladung des Elektrons sei im Atom mit 
der räumlichen Dichte 

eo -2r/a 
en) =- er 


verteilt, wobei e, die Elementarladung ist (s. Aufgabe 83) und a eine Kon- 
stante (den BoHrschen Atomradius) bedeutet. 

122. In gewisser Näherung kann man annehmen, daß die Elektronenwolken 
der beiden Elektronen im Heliumatom von gleicher Form sind und durch die 
räumliche Dichte 

Se, 


z e-tria 
Ta 


oe= — 


beschrieben werden, wobei a der BoHzsche Atomradius und e, die Elementar- 
ladung sind. Man bestimme die Wechselwirkungsenergie U der Elektronen im 
Heliumatom in dieser Näherung (nullte Näherung der Störungstheorie). 

123. Die Mittelpunkte zweier Kugeln mit den Ladungen g, und 9, befinden 
sich im Abstand a voneinander. Die Ladungen seien kugelsymmetrisch ver- 
teilt. Man bestimme die Wechselwirkungsenergie U der Kugeln und die zwi- 
schen ihnen wirkende Kraft F. 

124. Eine Seifenblase, die an einem offenen Röhrchen hängt, zieht sich 
unter der Wirkung der Oberflächenspannung & zusammen, Unter der Annahme, 
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daß die dielektrische Festigkeit der Luft (die Feldstärke, bei der der elektrische 
‚ Durchschlag erfolgt) gleich £, ist, soll untersucht werden, ob man durch starke 
Aufladung der Seifenblase ihr Zusammenschrumpfen verhindern kann. Wie 
groß ist der minimale Gleichgewichtsradius R? 

125*. Zwei dünne parallele koaxiale Ringe mit den Radien a und 5b haben 
die gleichförmig verteilten Ladungen g, und g9,. Der Abstand zwischen den 
Ringebenen sei c. Man bestimme die Wechselwirkungsenergie U der Ringe 
und die zwischen ihnen wirkende Kraft F. 

126. Man bestimme die Kraft % und das Drehmoment %, die an einem 
elektrischen Dipol mit dem Moment p im Feld der Punktladung g angreifen. 

127. Ein Dipol mit dem Moment p, befinde sich im Koordinatenursprung 
und ein zweiter mit dem Moment p, im Punkt mit dem Radiusvektor r. Man 
bestimme die Wechselwirkungsenergie U dieser Dipole und die zwischen ihnen 
wirkende Kraft %. Bei welcher Orientierung der Dipole ist % maximal? 

128. Ein Ladungssystem werde durch die räumliche Dichte o (r) charakteri- 
siert und befinde sich in einem begrenzten Gebiet in der Umgebung des Punk- 
tes O0. Auf das System wirke ein äußeres elektrisches Feld, das in der Um- 
gebung des Punktes O in der Form 


4 
AS VaTHT 


Alm r! Yın(®; &) 

geschrieben werden kann. Man bestimme die Wechselwirkungsenergie U, mit 
dem äußeren Feld o,, indem man sie durch a,„, und die Multipolmomente Q; 
des Systems ausdrückt (s. Aufgabe 166). 
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3.  ELEKTROSTATIK DER LEITER UND DIELEKTRIKA 


3.1. Grundbegriffe und Methoden der Elektrostatik 


Das elektrostatische Feld in einem Dielektrikum wird durch den Vektor & 
der elektrischen Feldstärke und den Vektor ® der dielektrischen Verschiebung 
charakterisiert, die den Gleichungen 


$D,dS=4n4, | 


$ 
PB. dI= 0 | 
l 


genügen, wobei o die Dichte der wahren Ladungen im Dielektrikum bedeutet. 
Die Dichte der Polarisationsladungen im Dielektrikum kann man durch den 
Polarisationsvektor ® (das-durch die Polarisationsladungen erzeugte elektrische 
Dipolmoment je Volumeneinheit des Dielektrikums) beschreiben: 


div®=4no, 
ro&=0 


| bzw. (3.1) 


op= —div®. (3.2) 
Der Polarisationsvektor B kann durch & und ® ausgedrückt werden: 
D=€&+4n%. (3.3) 
Für isotrope Dielektrika in genügend schwachen Feldern gilt 
Dae®, (3.4) 


wobei e die Dielektrizitätskonstante des Mediums ist. In anisotropen Medien 
ist e ein Tensor zweiter Stufe, d.h. 
D,;, = &irEr (3.5) 
(über k wird summiert). 
Für die Beschreibung des Feldes benutzt man zweckmäßigerweise eine 
skalare Größe, das Potential o: 


to 
G= —grado, ot) - [6 dr. (3.6) 
T 


Dabei ist x der Radiusvektor des Aufpunktes, und es gilt o(t,) = 0. 
Das Potential genügt der Gleichung 


div(egrado) = —4ro, (3.7) 
die in den Gebieten, in denen das Dielektrikum homogen ist, zur Poıssonschen 
Gleichung a 

Ago=-— —- (3.8) 


führt. 
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Auf den Trennflächen von Medien mit verschiedenen Dielektrizitätskonstan- 
ten müssen die Grenzbedingungen!) 


Eı: = Es; Dan — Din — 4nc0 (3.9) 
oder 
6) Ö 
M=p, Ay - ag —4no (3.10) 


erfüllt sein. Der Normaleneinheitsvektor n zeigt vom ersten Medium in das 
zweite; t ist der Einheitsvektor auf der Trennfläche in Tangentialrichtung 
und co die Flächendichte der wahren Ladungen. Die Flächendichte op der 
Polarisationsladungen auf den Trennflächen wird durch die Gleichung 


Op = I == Pan (3.11) 
bestimmt. 

Die Grundaufgabe der Elektrostatik besteht in der Bestimmung des Poten- 
tials 9. Sie kann mit Hilfe verschiedener Methoden gelöst werden. Die Lösung 
der Differentialgleichungen (3.7) oder (3.8) mit den Grenzbedingungen (3.9) 
oder (3.10) bildet die Hauptmethode. Vielfach gelingt es aber auch, ein System 
scheinbarer Punktladungen so zu wählen, daß sein Feld im betrachteten Gebiet 
sowohl der Differentialgleichung als auch den Grenzbedingungen genügt 
(Methode der elektrischen Bilder). In einer Reihe von Fällen kann man die 
elektrischen Bilder sehr einfach finden (siehe z.B. die Aufgaben 142, 146, 
153, 155). 

Innerhalb: von Leitern, die sich in einem statischen elektrischen Feld. be- 
finden, gilt #=0. Die Grenzbedingungen auf der Oberfläche eines Leiters 
sind also 

#E,=0, = const. (3.12) 


Befindet sich in einem Raumgebiet ein Dielektrikum mit der Dielektrizitäts- 
konstanten e und ist das elektrostatische Feld im ganzen Raum bekannt, so 
nımmt das Feld für e — © die Form an, die es hätte, wenn das betrachtete 
Raumgebiet von einem Leiter eingenommen würde. 

Die Bestimmung des elektrischen Feldes, das von einem gegebenen System 
geladener, in einem Dielektrikum eingebetteter Leiter erzeugt wird, ist ein- 
deutig möglich, wenn die Gesamtladung oder das Potential jedes Leiters be- 
kannt ist. Im ersten Fall muß man neben den Bedingungen (3.12) die Rand- 
bedingung 


09 
ee Br sr as (3.13) 


benutzen, wobei g die Ladung des Leiters ist und das Integral über die Leiter- 
oberfläche erstreckt wird. 


1) Die Grenzbedingungen (3.9) gelten sowohl in isotropen als auch in anisotropen Medien. 
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Als Kapazität C eines Kondensators bezeichnet man das Verhältnis der 
Ladung auf einer (der ersten) Belegung zur Potentialdifferenz zwischen den 
Belegungen: 


ee (3.14) 
Yı 7 Pa 


Als Kapazität eines einzelnen Leiters bezeichnet man das Verhältnis seiner 
Ladung zu seinem Potential (wobei angenommen wird, daß das Potential & 
im Unendlichen gleich Null ist). 

Die Energie eines elektrostatischen Feldes im Volumen V wird durch ein 
Integral über V ausgedrückt: 


w - [% av. (3.15) 


Dabei ist w = D &/8r die Energiedichte des Feldes. 

Bringt man in ein isotropes Dielektrikum mit der Dielektrizitätskonstan- 
ten e,, in dem das elektrische Feld &, besteht, einen dielektrischen Körper 
mit dem Volumen V und der Dielektrizitätskonstanten &,, so ändert sich 
die Energie des elektrostatischen Feldes um die Größe 


1 


== Sn 
7 


(& — &)&,C,dV, (3.16) 


wobei &, das elektrische Feld nach dem Einbringen des dielektrischen Körpers 
ist (dabei bleiben die Quellen des Feldes &, ungeändert). Man kann U als 
Wechselwirkungsenergie des dielektrischen Körpers mit dem äußeren Feld 6, 
auffassen (s. [83]). 

Ist das Dielektrikum isotrop und seine Dielektrizitätskonstante eine Funk- 
tion der Massendichte 7 allein, so wirkt das elektrische Feld auf das Dielektri- 
kum mit einer Kraft, deren räumliche Dichte durch 


1 1 d 
T=086 — 3, 8 grade +3, grad er) (3.17) 


ausgedrückt wird. 

Die Volumenkräfte, die in einem Volumen V an den wahren Ladungen und 
den Polarisationsladungen angreifen, können durch ein äquivalentes System 
von Oberflächenspannungen ersetzt werden, die an der Oberfläche 8 des Volu- 
mens V wirken: 


c rg T,d8. (3.18) 


Dabei ist IT, die Oberflächenkraft, die an der Oberflächeneinheit mit der 
äußeren Normalen n angreift. 

Die Oberflächenspannungen werden durch den Spannungstensor T7',;, be- 
schrieben. Die Größe T, in (3.18) stellt die Komponente von 7',, in Rich- 
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tung der äußeren Normalen rn des Elementes dS dar: 


(In)i = Tir Rx; 
SEI ,, RE. m BR )öi (3.19) 
ik —7 Am ik 87x € a ik» o 


Der Term in (3.17) oder (3.19) mit 7 0e/dr (Striktionsterm) ist im allgemei- 
nen nicht klein. Bei der Berechnung der resultierenden Kraft im dielektrischen 
Körper liefert er jedoch keinen Beitrag und kann vernachlässigt werden (siehe 
z.B. [84], $ 34, und die Aufgaben 140, 141). In diesem Fall kann man an Stelle 
des (vollständigen) Spannungstensors (3.19) den einfacheren MAxweLuschen 
Spannungstensor 

€ 


I 
ı.=7, 


(2.6 = nB?) (3.20) 


benutzen. 
An der Oberflächeneinheit eines Leiters greift im elektrostatischen Feld die 

Kraft 

eE? 06 

sn 2 


a-hen (3.21) 


an. 
In einer dielektrischen Flüssigkeit, die sich mit dem elektrischen Feld im 
Gleichgewicht befindet, wird die elektrische Spannung durch den hydro- 
statischen Druck im Gleichgewicht gehalten. Bezeichnet man mit p(r) den 
Druck in der Flüssigkeit — er wird durch ihre Dichte 7 bestimmt —, so erhält 
man die Gleichgewichtsbedingung 


pn-+ I, = const. (3.22) 


Insbesondere ist der Druck p(r) in der Flüssigkeit an der Grenze zwischen 
Flüssigkeit und der Luft (e = 1) um den Betrag 


tE? de e—|]1 s 
== Se nen 3 .2 
PLE) — Pain = a 5 — 5 (HR + EN) (3.23) 


größer als der Atmosphärendruck. Dabei ist & die elektrische Feldstärke in der 
Flüssigkeit (Z, bedeutet die Normal- und Z, die Tangentialkomponente von €). 
Die Gleichung (3.23) bestimmt die Flüssigkeitsdichte in der Nähe ihrer Ober- 
fläche in. Abhängigkeit von der elektrischen Feldstärke. Der Druck in der 
Flüssigkeit (im Gas) wird durch die Gleichung 


pP 


dp _ ER? de 
IKT ro u 


Po 
ausgedrückt (p, ist der Druck im Punkt mit & = 0). 
Ist die Flüssigkeit inkompressibel, so folgt 


tE? 0e 
p— EEE 3.25 
Po Sn Or 2) 
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Aufgaben: 


129. Die Punktladung g befinde sich in der Trennebene zweier homogener 
unendlich ausgedehnter Dielektrika mit den Dielektrizitätskonstanten e, und &,. 
Man bestimme das Potential », die elektrische Feldstärke & und die dielek- 
trische Verschiebung ® des elektrischen Feldes. 


130. Von einer Geraden, auf der sich die Punktladung g befindet, gehen 
fächerförmig drei Halbebenen aus, die die Winkel a, , &,, &, miteinander bil- 
den (& + &g, + & = 2r). In den Räumen, die durch die Winkel bestimmt 
werden, befinden sich homogene Dielektrika mit den Dielektrizitätskonstan- 
ten &), &,&3. Man bestimme das Potential », das elektrische Feld & und die 
dielektrische Verschiebung ®D des elektrischen Feldes. 


131. Der Mittelpunkt einer leitenden Kugel mit der Ladung g befinde sich 
in der Trennebene zweier unendlich ausgedehnter homogener Dielektrika mit 
den Dielektrizitätskonstanten &, und &,. Man .bestimme das elektrische Feld 
sowie die Ladungsverteilung o auf der Kugel. | 


132. Der Raum zwischen den Belegungen eines Kugelkondensators sei zum 
Teil mit einem Dielektrikum gefüllt, das sich innerhalb des Raumwinkels 2 mit 
dem Mittelpunkt der Belegungen als Scheitel befindet. Die Radien der Be- 
legungen seien a und 5b, und die Dielektrizitätskonstante des Mediums sei e. 
Man bestimme die Kapazität Ü des Kondensators. 


133. Innerhalb eines Kugelkondensators mit den Radien a und 5b der Be- 
legungen ändere sich die Dielektrizitätskonstante nach dem Gesetz 
& = cont für asr<e, 
er) = nn 
wobeia<c<b ist. Sn 
Man bestimme die Kapazität Ü des Kondensators, die Verteilung op der. 
Polarisationsladungen und die gesamte Polarisationsladung im Dielektrikum. 


134. Ein Kugelkondensator mit den Radien a und b der Belegungen sei mit 
einem Dielektrikum gefüllt, dessen Dielektrizitätskonstante nach dem Gesetz 
e(r) = e,a?/r” von dem Abstand vom Mittelpunkt abhängt. Man zeige, daß 
die Kapazität dieses Kondensators gleich der Kapazität eines Plattenkonden- 
sators ist, der ein homogenes Dielektrikum mit der Dielektrizitätskonstanten &, 
enthält, wobei die Fläche einer Belegung gleich 4rr a? und der Abstand zwi- 
schen den Belegungen gleich 5b — a ist (Randeffekte sind zu vernachlässigen). 

135. Ein Plattenkondensator sei mit einem Medium der Dielektrizitätskon- 
stanten e = &,(2 + a)/a gefüllt, wobei a der Abstand zwischen den Belegungen 
ist und die x-Achse senkrecht auf den Belegungen steht, deren Flächeninhalt 
gleich S sein soll. Unter Vernachlässigung des Randeffektes bestimme man 
die Kapazität U dieses Kondensators und die Verteilung der Polarisations- 
ladungen in ihm, wenn an den Belegungen die Potentialdifferenz V liegt. 

136. 

a) Mit welcher Kraft f, je Flächeneinheit ziehen sich im Vakuum die Be- 
legungen eines Plattenkondensators an, wenn der Abstand zwischen ihnen 
gleich a ist und die Potentialdifferenz V besteht? 
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b) Welchen neuen Wert f nimmt diese Kraft an, wenn der geladene Kon- 
densator von der Batterie getrennt und danach entweder mit einem flüssigen 
Dielektrikum der Dielektrizitätskonstanten e gefüllt oder in ihn eine Platte 
eines festen Dielektrikums derselben Dielektrizitätskonstanten e gebracht wird, 
deren Dicke ein wenig kleiner als «a ist, damit sie nicht die Belegungen berührt? 


c) Wie groß ist die Anziehungskraft f zwischen, den Belegungen, wenn man 
den Kondensator zunächst mit einem flüssigen Dielektrikum übergießt bzw. 
in ihn eine Platte eines Dielektrikums einführt und danach auflädt? 


137. Die Belegungen eines Plattenkondensators befinden sich im Abstand A, 
voneinander und haben beide die Form eines Rechtecks mit den Seitenlängen a 
und 5b. Zwischen den Belegungen befinde sich parallel zu ihnen eine Platte 
eines Dielektrikums mit der Dielektrizitätskonstanten e in Form eines Par- 
allelepipeds der Dicke kh, und der Grundfläche ab, die mit dem Teil x der 
Seite a außerhalb des Kondensators liege. Man bestimme die Kraft F, mit der 
die Platte in den Kondensator hineingezogen wird, in den folgenden beiden 
Fällen: 


a) Auf den Belegungen werde die Potentialdifferenz V aufrechterhalten. 


b) Die Ladung q der Belegungen sei konstant. 
Randeffekte werden nicht berücksichtigt. 


138*. Ein Plattenkondensator sei in einer inkompressiblen Flüssigkeit mit 
der Dielektrizitätskonstanten e und der Dichte 7 derart angeordnet, daß seine 
Belegungen senkrecht stehen. Der Abstand zwischen den Belegungen sei d, die 
Potentialdifferenz sei V. Man bestimme die Höhe Ah, auf die die Flüssigkeit im 
Kondensator emporgehoben wird. 

Hinweis: Man benutze die Beziehungen (3.23) und (3.25). 


139. Welche Richtung hat die MAxwerrsche Spannung T,, die an einer 
Fläche dS angreift, deren Normale n mit der Richtung des Feldes & den Win- 
kel # bildet? Wie groß ist Ti}? Welche Richtung hat die Striktionsspannung T’’? 


140. Zwei gleiche Punktladungen g befinden sich in einem homogenen flüssi- 
gen Dielektrikum e im Abstand a voneinander. Man berechne mit Hilfe des 
Maxweuuschen oder des vollständigen Spannungstensors die Kraft 5, die an 
jeder der Ladungen angreift. Aus welchen Komponenten setzt sich die elek- 
trische Wechselwirkungskraft g?/a? e der Ladungen zusammen? Zum Vergleich 
berechne man die Kraft, die 

a) an der senkrecht auf der Verbindungsgeraden stehenden Symmetrie- 
ebene, 

b) an der Oberfläche einer Kugel, in deren Mittelpunkt sich eine der Ladun- 
sen befindet, 
angreift. 


141. Eine ungeladene leitende Kugel mit dem Radius R und der Masse m 
schwimme in einer Flüssigkeit mit der Dielektrizitätskonstanten e und der 
Dichte 7 und tauche in sie mit einem Viertel ihres Volumens ein. Auf welches 
Potential @, muß man die Kugel aufladen, damit sie zur Hälfte eintaucht? 
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Man löse die Aufgabe mit Hilfe 
a) des MAxweuuschen Spannungstensors, 
b) des vollständigen Spannungstensors, der den Striktionsterm enthält. 


142. Die Ladung g befinde sich im Punkt A im Abstand a von der Trenn- 
ebene zweier unendlich ausgedehnter homogener Medien mit den Dielek- 
trizitätskonstanten e, und &, (Abb. 10). Man 
bestimme das Potential & des elektrischen 
z-3 \*9(9) Feldes mit der Methode der elektrischen 


! & N Bilder. en 
N 1 x N N Hinweis: Die un ist in der Form 
IL N‘ = —--—<.I- für 220, 


97, % x & . &ı Ta 
EL 0] Y, = Sn für 2<0O 


2 
0, / p: N anzusetzen, wobei — g’ und g” die gesuchten 
EINE effektiven Ladungen sind, die sich in den 
Abb. 10 Punkten B’ und A befinden; zur Bedeutung 
von r, und r, vgl. Abb. 10. 


143. Man bestimme die Dichte op der Oberflächen-Polarisationsladungen, 
die an der Trennebene zweier homogener Dielektrika mit der Dielektrizitäts- 
konstanten e, und g, durch die Punktladung g induziert werden (s. Aufgabe 142). 
Welches Ergebnis erhält man für &, > ©, und was ist seine physikalische 
Bedeutung? 


144. Man bestimme die Kraft F‘, die in Aufgabe 142 an der Punktladung an- 
greift (elektrische Bildkraft). Man löse das Problem mit Hilfe mehrerer Metho- 
den, insbesondere mit dem MAxweruschen Spannungstensor. Kann sich die 
Ladung durch das Dielektrikum hindurchbewegen, so ist diese Bewegung 
qualitativ zu beschreiben. 


145*. Zwei homogene Medien mit den Dielektrizitätskonstanten &e, und &, 
sollen den ganzen Raum erfüllen und sich auf einer unendlich ausgedehnten 
Ebene berühren. Beiderseits der Trennebene befinden sich auf einer Geraden, . 
die auf ihr senkrecht steht, im Abstand a von der Trennebene die Ladungen g, 
und g,. Man bestimme die Kräfte F, und F,, die an jeder der Ladungen an- 
greifen. Wodurch ist die Ungleichheit dieser Kräfte zu erklären? 


146. Die Punktladung g befinde sich in einem homogenen Dielektrikum im 
Abstand a von der Trennebene eines unendlich ausgedehnten Leiters. Man be- 
stimme das elektrische Feld @ im Dielektrikum, die Verteilung o der im Metall 
induzierten Ladungen und die Kraft F, die an der Ladung g angreift. 


147. Der Winkel zwischen zwei geerdeten leitenden Ebenen sei &,. Innerhalb 
des Winkels befinde sich die Ladung g. Man bestimme das elektrische Feld mit 
der Methode der elektrischen Bilder. Man betrachte die Fälle x, = M°, 
“= 60° und, = 45°. 
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148. Ein elektrischer Dipol mit dem Moment p befinde sich in einem homo- 
genen Dielektrikum in der Nähe der Trennebene eines unendlich ausgedehnten 
Leiters. Man bestimme die potentielle Wechselwirkungsenergie U zwischen dem 
Dipol und den induzierten Ladungen sowie die Kraft % und das Drehmoment %, 
die am Dipol angreifen. 


149*. Eine homogene Kugel mit dem Radius a und der Dielektrizitäts- 
konstanten e, befinde sich in einem homogenen unbegrenzten Dielektrikum 
mit der Dielektrizitätskonstanten &,. In großem Abstand von der Kugel be- 
stehe im Dielektrikum ein homogenes elektrisches Feld mit der Feldstärke &,. 
Man bestimme das Potentialfeld im ganzen Raum, zeichne die Kraftlinien 
für die beiden Fälle e, > &, und &,<&, und berechne die Verteilung der Polari- 
sationsladungen. 


150. Ein unbegrenztes Dielektrikum sei homogen und gleichmäßig polari- 
siert (Polarisationsvektor B —= const). Nun werde ein kugelförmiger Hohl- 
raum ausgeschnitten. Man bestimme das elektrische Feld & im Hohlraum für 
die beiden Fälle, daß 

a) sich bei der Bildung des Hohlraums die Polarisation im umgebenden 
Dielektrikum nicht ändert, !) 

b) sich die Polarisation infolge der Änderung des Feldes ändert [B = 
— (e — 1) &/47]. 

151. Eine ungeladene Metallkugel mit dem Radius R werde in ein elektrisches 
Feld gebracht, das bei Abwesenheit der Kugel homogen und gleich €, sei. Die 
Dielektrizitätskonstante des umgebenden Mediums sei &, = const. Man be- 
stimme das resultierende Potential » und die Flächenladungsdichte o auf der 
Kugel. 


152*. Zwei gleiche Punktladungen g, = 93 = g befinden sich im Abstand a 
voneinander in einem festen Dielektrikum mit der Dielektrizitätskonstanten e;. 
Die Ladungen seien in den Mittelpunkten kleiner kugelförmiger Hohlräume 
mit dem Radius R angeordnet. Wie groß sind die Kräfte, die an den Ladungen 
angreifen? Man vergleiche mit den elektrischen Spannungen, die an der senk- 
recht auf der Verbindungsgeraden zwischen den Ladungen stehenden Sym- 
metrieebene angreifen. 


153*. Eine. leitende Kugel mit dem Radius R befinde sich im Feld der Punkt- 
ladung g, deren Abstand vom Kugelmittelpunkt «a > R sei. Das System sei in 
ein homogenes Dielektrikum mit der Dielektrizitätskonstanten & eingebettet. 
Man bestimme das Potential @ des Feldes und die Verteilung o der induzierten 
Ladungen auf der Kugel, falls 

a) das Potential V der Kugel (im Unendlichen ist © = 0), 

b) die Ladung Q der Kugel 
vorgegeben ist. Das Potential ist als Summe von Potentialen gewisser Punkt- 
ladungen (Bildladungen) darzustellen. 


t) Das ist der Fall, wenn das Dielektrikum aus polaren Molekülen mit fester Orientie- 
rung besteht (,,Elektret‘“). 


3  Batyein/Toptygin 
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Hinweis: Man benutze die Lösung der LarLAczschen Gleichung in Form 
einer Reihe nach Kugelfunktionen (Anhang II) und die in der Aufgabe 96 
erhaltene Entwicklung des Feldes einer Punktladung. 

154. In einem Leiter mit dem Potential V gebe es einen kugelförmigen Hohl- 
raum mit dem Radius R, in dem sich ein Dielektrikum mit der Dielektrizitäts- 
konstanten e befinde. Im Abstand a vom Hohlraummittelpunkt (a > R) be- 
finde sich die Punktladung g. Man bestimme das Feld im Hohlraum und das 
äquivalente System von Bildladungen. 


155. Eine geerdete leitende Ebene besitze eine Ausbeulung in Form einer 
Halbkugel mit dem Radius @. Der Kugelmittelpunkt liege in der Ebene. Auf 
der Symmetrieachse des Systems befinde sich im Abstand 5b > a von der 
Ebene die Punktladung g. Mit der Methode der elektrischen Bilder bestimme 
man das Potential @ sowie die Ladung g’, die auf der Halbkugel induziert wird. 


156. Eine leitende Kugel mit dem Radius AR, befinde sich in einem homogenen 
Dielektrikum mit der Dielektrizitätskonstanten &,. Innerhalb der Kugel sei 
ein kugelförmiger Hohlraum mit dem Radius &, mit einem homogenen Di- 
elektrikum der Dielektrizitätskonstanten &, gefüllt. Im Hohlraum sei im Ab- 
stand a von seinem Mittelpunkt (a < R,) die Punktladung g angeordnet. Man 
bestimme das Potential » im ganzen Raum. 


157*. Eine dielektrische Kugel mit dem Radius R und der Dielektrizitäts- 
konstanten &, befinde sich in einem homogenen Dielektrikum mit der Di- 
elektrizitätskonstanten &,. Im Abstand «> R vom Kugelmittelpunkt sei die 
Punktladung gq angeordnet. Man bestimme das Potential im ganzen Raum. 
Erhält man durch einen geeigneten Grenzübergang das Potential einer leiten- 
den Kugel? 

158. Man löse die vorige Aufgabe für den Fall, daß sich die Punktladung g 
innerhalb der dielektrischen Kugel befindet (a < R). Insbesondere soll der 
Fall a = 0 (Ladung im Kugelmittelpunkt) betrachtet werden. 


159*. Eine isolierte Metallkugel mit dem Radius a befinde sich in einer 
metallischen Hohlkugel mit dem Radius 5b. Der Abstand zwischen den Kugel- 
mittelpunkten sei gleich ce mit c<a,c<<b. Die Gesamtladung der inneren 
Kugel sei g. Man bestimme die Ladungsverteilung o auf der inneren Kugel 
und die auf sie wirkende Kraft F bis auf lineare Terme in c genau. 

160. Ein Kugelkondensator werde durch zwei nichtkonzentrische Kugeln 
gebildet (vgl. die vorige Aufgabe). Man berechne die Korrektion AC zur Kapa- 
zität, die durch die Abweichung vom konzentrischen Fall hervorgerufen wird, 
in der ersten nichtverschwindenden Näherung. 

161. Man bestimme die Energie U und die Kraft F der Wechselwirkung 
zwischen der Punktladung g und einer geerdeten leitenden Kugel mit dem 
Radius R. Die Ladung befinde sich im Abstand a vom Kugelmittelpunkt. Das 
System sei in ein homogenes Dielektrikum mit der Dielektrizitätskonstanten & 
eingebettet. 

162. Die Punktladung g befinde sich in einem Dielektrikum im Abstand a 
vom Mittelpunkt einer leitenden isolierten Kugel mit dem Radius R. Die 
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Ladung der Kugel sei Q. Man bestimme die Energie U und die Kraft F der 
Wechselwirkung zwischen Ladung und Kugel. 

163. Welcher Bedingung muß eine Probeladung q genügen (im Sinne ihrer 
Größe und räumlichen Lage), damit man mit ihrer Hilfe das Feld eines Systems 
von Ladungen untersuchen kann, die sich auf leitenden und dielektrischen 
Körpern befinden, insbesondere das Feld einer geladenen Kugel in einem homo- 
genen Dielektrikum? 


164*. Der elektrische Dipol p befinde sich in einem homogenen Dielektrikum 
im Abstand r vom Mittelpunkt einer geerdeten leitenden Kugel mit dem Ra- 
dius R. Man bestimme das System von Bildladungen, das den induzierten 
Ladungen äquivalent ist, die Wechselwirkungsenergie U des Dipols mit der 
Kugel sowie die Kraft F und das Drehmoment N, die am Dipol angreifen. Man 
untersuche den Grenzübergang r >R (r> R). 


165. Im Mittelpunkt eines kugelförmigen Hohlraums mit dem Radius R in 
einem Leiter befinde sich der elektrische Dipol p. Man bestimme die Ver- 
teilung o der Ladungen, die auf der. Hohlraumoberfläche induziert werden. 
Welches Feld & wird im Hohlraum durch diese Ladungen erzeugt? 


166*. In einem homogenen Dielektrikum mit der Dielektrizitätskonstanten & 
existiere ein elektrisches Feld, dessen Potential in der Umgebung eines Punk- 


tes O in der Form | 
Art 
Fan ] 
9 v= z\5 22] A,mTY I (9, &) 


dargestellt werden kann. 

In der Umgebung des Punktes O werde nun die Homogenität und Neutrali- 
tät des Dielektrikums gestört (indem man z.B. dort einen im allgemeinen ge- 
ladenen Leiter oder ein Dielektrikum mit der Dielektrizitätskonstanten 
&, =" e anbringt). Infolgedessen erhält das Potential des elektrischen Feldes 
außerhalb des Gebietes der Inhomogenität die Form » = o, + @,, wobei 


4 
Fam 2 21 a er QunYım(d, 6) 


das Potential des Feldes bedeutet, das durch die wahren und die Polarisations- 
ladungen im Gebiet der Inhomogenität erzeugt wird (der Faktor e wurde aus 
Zweckmäßigkeitsgründen eingeführt). Man bestimme die potentielle Energie U 
der Wechselwirkung des Inhomogenitätsgebietes mit dem äußeren Potential o;. 

Hinweis: Man betrachte die elektrischen Spannungen, die an der geschlos- 
senen Oberfläche um das Inhomogenitätsgebiet angreifen, und benutze das 
Ergebnis der Aufgabe 128. 


167. Man bestimme die Wechselwirkungsenergie U, des in der vorigen Auf- 
gabe betrachteten Inhomogenitätsgebietes mit dem äußeren Potential für den 
Fall, daß es infolge starker Konvergenz genügt, die Terme mit = 0 und 
= 1 zu berücksichtigen (schwach veränderliches äußeres Feld). Das Ergebnis 
ist in vektorieller Form darzustellen. Man bestimme in dieser Näherung die 
Kraft % und das Drehmoment %, die am Inhomogenitätsgebiet angreifen. 


3* 
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168. Man zeige, daß ein ungeladener dielektrischer Körper mit der Dielek- 
trizitätskonstänten &,, der sich in einem Dielektrikum mit der Dielektrizitäts- 
konstanten e befindet, in das Gebiet mit der größeren elektrischen Feldstärke 
hineingezogen wird, falls e,> e ist, und aus diesem Gebiet hinausgestoßen 
wird, falls &, <e gilt. 

Hinweis: Man benutze die Formel (3.16). 

169. Im allgemeinen kann man die Komponenten des Dipolmomentes p, 
das ein dielektrischer Körper im äußeren homogenen Feld & erhält, in der 
Form 9, = ßirE, darstellen, wobei ß;, der symmetrische Polarisierbarkeits- 
tensor des Körpers ist. Welche Orientierung nimmt der Körper im äußeren 
homogenen Feld ein? Der Körper sei ungeladen, der Tensor ß;, definit 
[Pir&i %& > 0, {x} (= 1,2,3) ist ein beliebiger Vektor]. 


170. Ein Stab aus einem Dielektrikum mit der Dielektrizitätskonstanten e, 
befinde sich in einem homogenen flüssigen Dielektrikum mit der Dielektri- 
zitätskonstanten e,. Welche Orientierung nimmt der Stab in einem homogenen 
äußeren Feld ein? Welche Orientierung erhält eine dünne Scheibe im flüssigen 
Dielektrikum? 


171. Man bestimme die Kraft F, die eine Punktladung g auf eine dielektrische 
Kugel ausübt (s. die Bedingung der Aufgabe 157). 

Man untersuche den Grenzfall einer leitenden Kugel und löse die Aufgabe 
mit Hilfe der Methode der Aufgabe 166 sowie der Gleichung (3.16). 


172. Ein elektrostatisches Feld werde durch zwei leitende Zylinder mit 
parallelen Achsen, den Radien R, und R, und den Ladungen +x je Längen- 
einheit erzeugt. Der Abstand der Zylinderachsen sei a> R, + R,. Man be- 
stimme die gegenseitige Kapazität C', der Zylinder je Längeneinheit [C, = 
— x/(9ı — 95), wobei 9, und @, die Zylinderpotentiale sind]. 

Hinweis: Man benutze das Ergebnis der Aufgabe 117. 


173. Die Achsen zweier gleicher leitender Zylinder mit den Radien R be- 
finden sich im Abstand a voneinander. Die Zylinder haben die Ladungen +% 
je Längeneinheit. Man bestimme die Ladungsverteilung o auf den Zylinder- 
oberflächen. 


174. Zwei zylinderförmige leitende Flächen mit den Radien R, und R, > AR, 
bilden einen Kondensator. Der Abstand der Zylinderachsen sei a< Rh, — R.. 
Man bestimme die Kapazität C dieses Kondensators. 


175. Man bestimme das Potential @ einer Punktladung im homogenen aniso- 
tropen Medium, das durch den dielektrischen Tensor e;, charakterisiert wird. 


176. Im Vakuum befinde sich ein Plättchen mit parallelen Ebenen aus 
einem anisotropen homogenen Dielektrikum mit dem dielektrischen Ten- 
sor &;. Außerhalb des Plättchens bestehe ein homogenes elektrisches Feld €, 
Mit Hilfe der Randbedingungen für den Feldvektor ist das Feld & innerhalb 
des Plättchens.zu bestimmen. 


177. Man bestimme die Kapazität C eines Plattenkondensators mit den Be- 
legungsflächen 5 und dem Abstand a zwischen ihnen, wenn sich zwischen den 
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Belegungen ein anisotropes Dielektrikum mit den Dielektrizitätskonstanten &;; 
befindet. Der Randeffekt ist zu vernachlässigen. 


178. Man bestimme die Änderung der Richtung der Vektorlinien von & beim 
Übergang vom Vakuum in ein anisotropes Dielektrikum. Dabei ist das Ergeb- 
nis der Aufgabe 176 zu benutzen. 


3.2. Potential- und Kapazitätskoeffizienten 


Die Potentiale V; eines Systems aus n Leitern sind lineare homogene Funk- 
tionen der Ladungen g, auf den Leitern: 


[2 I G (=1,2,...,n). (3.26) 
k=1 2 


Die s;. bezeichnet man als Potentialkoeffizienten. Sie hängen von. der gegen- 
seitigen Lage, der Form und den geometrischen Abmessungen der Leiter sowie 
von der Dielektrizitätskonstanten. des umgebenden Mediums ab. Die Matrix s 
ist symmetrisch: Be (3.27) 


Ss; ist das Potential, das der :-te Leiter erhält, wenn dem k-ten Leiter die 
Ladung g, zugeführt wird und die übrigen Leiter ungeladen bleiben. Alle s;;. 
sind positiv. 

Offensichtlich sind auch die Ladungen der Leiter lineare homogene Funk- 
tionen ihrer Potentiale: 


= 2, CirVr (? = L, 2, oo N). (3.28) 
k=-1 


Die Größen c;, bezeichnet man als Kapazitätskoeffizienten. Dabei gilt 
C;;> 0 (eigentliche Kapazitätskoeffizienten oder kurz eigentliche Kapazitä- 
ten) und c;x = ki <0O für i == k (Influenzierungskoeffizienten, Koeffizienten 
der gegenseitigen Kapazität oder kurz gegenseitige Kapazitäten). c;. ist die 
Ladung, die der :-te Leiter erhält, wenn alle Leiter außer dem k-ten geerdet 
sind und der %k-te Leiter das Potential V, = 1 hat. Die Matrizen s;, und c;; 
sind zueinander invers. 

Im Falle eines homogenen Leiters gibt es nur einen einzigen Kapazitäts- 
koeffizienten c,,, den man kurz als die Kapazität des Leiters bezeichnet. Die 
Kapazität eines Kondensators (3.14) kann durch die Kapazitätskoeffizienten 
seiner Belegungen ausgedrückt werden (s. Aufgabe 180). 

Die Energie eines Leitersystems ist 


1 | l 
Ve > GV. Vı =z > Sir Ti Ir- (8.29) 
Die verallgemeinerte Kraft F,. die der Peer REN Koordinate a ‚ent- 
spricht, wird durch die Gleichungen 


ei vv. (3.30) 


= G:94r = 5X 
bestimmt. 2;,r 0a i,k 
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Bei der Lösung elektrostatischer Probleme ist es günstig, das GREENsche 
Reziprozitätstheorem zu benutzen: Sind die Potentiale von » Leitern mit den 


Ladungen 91,99; -- -,Qn gleich V,, Ve,..., V„ und mit den Ladungen gi, 
9». +, gleich Vi, Va,..., V/, so gilt die Beziehung 
HUEPIAR (3.31) 
= i=1 
Aufgaben: 


179. Man beweise das GREEnsche Reziprozitätstheorem (3.31). 


180. Ein System bestehe aus zwei Leitern, die von allen anderen Leitern 
sehr weit entfernt sind. Der Leiter 7 befinde sich innerhalb des Hohblleiters 2. 
Man drücke die Kapazitäten C und C’ des Kondensators und des weit ent- 
fernten Leiters, die dieses System bilden, durch seine Kapazitätskoeffizienten 
aus. 


181. Für den Fall eines aus zwei Leitern bestehenden Systems drücke man 
die Potentialkoeffizienten s;;, durch die Kapazitätskoeffizienten c;, aus. 


182. Die Kapazitäten zweier im Vakuum befindlicher, weit voneinander ent- 
fernter Leiter seien C, und Ü,. Ihr Abstand r sei groß gegen ihre Abmessungen. 
Man zeige, daß die Kapazitätskoeffizienten des Systems 


a 


r 


Ge BER IE 

cl! +). (1a = ’ = (14) 
sind. 

Hinweis: Zunächst bestimme man die Potentialkoeffizienten mit einer Ge- 


nauigkeit bis auf Terme der Ordnung I/r. 


183. Die Kapazitätskoeffizienten eines Systems zweier Leiter seien c,ı; Ca: 
C12a = Caı- Man bestimme die Kapazität Ü des Kondensators, dessen Belegun- 
gen durch diese beiden Leiter gebildet werden. 


184. Vier gleiche leitende Kugeln seien an den Ecken eines Quadrats an- 
geordnet. Die Kugel 7 habe die Ladung g, und werde nacheinander mit Hilfe 
eines dünnen Drahtes jeweils nach einer Zeit, in der sich Gleichgewicht ein- 
gestellt hat, mit den. Kugeln 2, 3 und £ verbunden (zyklische Numerierung;). 
Man bestimme die Ladungsverteilung auf den Kugeln nach Ausführung 
aller Operationen. Die Potentialkoeffizienten des Systems seien vorgegeben. 

185. Drei gleiche leitende Kugeln mit den Radien a befinden sich in den Eck- 
punkten eines gleichseitigen Dreiecks der Seitenlänge b>a. Anfangs habe 
jede Kugel die Ladung gq. Die Kugeln werden nun der Reihe nach jeweils nach 
Einstellung des Gleichgewichts geerdet. Welche Ladung hat jede Kugel nach 
der Ausführung aller Operationen? 

186. Zwei Leiter, die sich in einem homogenen Dielektrikum befinden, haben 
die eigentlichen Kapazitäten C, und (©, und die Potentiale V, und V,; ihr 
gegenseitiger Abstand r sei groß gegen ihre Abmessungen. Man bestimme die 
zwischen ihnen wirkende Kraft F. 

187. Innerhalb einer geschlossenen leitenden Oberfläche mit dem Poten- 
tial V, befinde sich ein Leiter mit dem Potential V,. Dabei sei das Potential 
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in einem Punkt P zwischen den leitenden Flächen gleich V p. Welche Ladun- 
gen werden auf den Leitern induziert, wenn diese geerdet werden und im 
Punkt die Ladung g angebracht wird? 


188. Man zeige, daß bei Abwesenheit einer Punktladung der geometrische 
Ort aller Punkte, von denen aus eine Einheitsladung in einem geerdeten Leiter 
dieselbe Ladung induziert, mit einer Äquipotentialfläche des Feldes dieses Lei- 
ters übereinstimmt. 


189. Zwei Leiter mit den eigentlichen Kapazitäten c,, und c,, und der gegen- 
seitigen Kapazität c,,, die zu einem System isolierter Leiter gehören, seien 
durch einen dünnen Draht miteinander verbunden. Wie groß sind die eigent- 
liche Kapazität des vereinigten Leiters sowie seine gegenseitigen Kapazitäten 
gegen die übrigen Leiter des Systems? 


190. Zwei gleiche Kugelkondensatoren, deren innere und äußere Belegungen 
die Radien a bzw. b,haben, seien isoliert und weit voneinander entfernt. Auf 
die inneren Kugeln werden die Ladungen g und g, gebracht, danach werden 
die äußeren Kugeln durch einen Draht miteinander verbunden. Man bestimme 
(näherungsweise) die Energieänderung AW im System. 


191. Die geerdete äußere Belegung eines Kugelkondensators sei dünn. Ein 
isolierter Leiter, der durch eine kleine Öffnung in der äußeren Belegung führt, 
verbinde die innere Kondensatorbelegung mit einem dritten Leiter, der weit 
vom Kondensator entfernt sei. Dieser Leiter habe die eigentliche Kapazität C 
und trage zusammen mit der inneren Kondensatorbelegung die Ladung q. Der 
Radius der äußeren bzw. inneren Kondensatorbelegung sei b bzw. a. Man 
bestimme die Kraft F, die am dritten Leiter angreift. 


192*. Ein Leiter werde durch aufeinanderfolgende Kontakte mit der ge- 
ladenen Kugel eines Elektrophors aufgeladen. Die Kugel des Elektrophors 
werde nach jedem Kontakt erneut aufgeladen und erhalte dabei die Ladung ©. 
Beim ersten Kontakt werde die Ladung g von der Kugel auf den Leiter über- 
tragen. Welche Ladung erhält der Leiter nach sehr vielen Kontakten? 


3.3. Spezielle Methoden der Elektrostatik 


Die Aufgaben dieses Abschnitts beziehen sich auf verschiedene Gebiete der 
Elektrostatik, die in mathematischer Hinsicht schwierig zu behandeln sind. 
In der Literatur findet man zahlreiche Lösungsmethoden elektrostatischer 
Probleme (siehe z.B. [40], [55], [58], [78], [83]). In der vorliegenden Aufgaben- 
sammlung können nur einige dieser Methoden veranschaulicht werden: die 
Methode der krummlinigen Koordinaten (für elliptische Flächen und die Ober- 
flächen zweier Kugeln), die Methode der elektrischen Bilder, die Methode der 
Integraltransformationen und die Methode der Inversion. Ihre Anwendung 
wird unmittelbar bei der Lösung der Aufgaben erläutert (Näheres findet man 
z.B. in den Aufgaben 193, 195, 205, 209, 211, 215). Wir beschreiben hier nur 
kurz die Inversionsmethode. 


40 Aufgaben 


Als Inversion bezeichnet man die Transformation des Raumes, bei der jeder 
Raumpunkt in einen Punkt abgebildet wird, der konjugiert zu einer geeignet 
gewählten Inversionskugel vom Radius R liegt. Sind r, %, & die Kugelkoordi- 
naten des ursprünglichen Punktes (wobei der Ursprung im Mittelpunkt der 
Inversionskugel, dem sogenannten Inversionszentrum, liegt), so sind r’ = R?/r, 
»,c& die Kugelkoordinaten des gespiegelten Punktes. In Vektorschreibweise 
gilt 

2 nl 
ae ee (3.32) 
: Ä 


Die Inversion ist eine konforme Transformation, bei der eine Kugel in eine 
Kugel übergeht. Liegt das Inversionszentrum insbesondere auf der zu trans- 
formierenden Kugel, so transformiert sie sich in eine Ebene (und umgekehrt). 

Die LarLAczsche Gleichung ist gegen Inversion invariant: Ist die Funktion 
o(x) Lösung der LarLAaczschen Gleichung im ursprünglichen AU so ist die 
Funktion 


R /R 
Pr) = pl) = Felt) (3.33) 


Lösung der LarrAczschen Gleichung im gespiegelten Raum. 

Die Hauptaufgabe, die sich mit Hilfe der Inversionsmethode lösen läßt, be- 
steht darin, das Feld eines Systems geerdeter Leiter und Punktladungen g; zu 
bestimmen, die sich in den Punkten r; befinden. Das Potential im Unendlichen 
ist V=const. Zur Lösung dieser Aufgabe sucht man eine Inversion, die die 
Leiteroberflächen in eine einfachere Form überführt. 

Die Punktladungen g; werden dabei durch die Ladungen 


R 
= a (3.34) 


ersetzt, die sich an den Orten ı: = R?t;/r? befinden. 
Außerdem erscheint im Punkt ı’ = 0 die Punktladung 


= —RV. (3.35) 


Man löst das elektrostatische Problem, d.h. bestimmt das Potential 9’ (r’), 
im gespiegelten System. Das Potential p(r) erhält man dann durch die inverse 
Transformation. Natürlich kann man auch bei bekanntem & das Potential 9’ 
bestimmen. 


Aufgaben: 


193*. Ein leitendes Ellipsoid mit der Ladung g und den Halbachsen «a,b, c 
befinde sich in einem homogenen Dielektrikum mit der Dielektrizitätskonstan- 
ten e. Man bestimme das Potential 9, die Kapazität CO sowie die Flächen- 
ladungsdichte o des Ellipsoids. 

Hinweis: Man benutze elliptische Koordinaten (s. Aufgabe 64) und bestimme 
das Potential in der Form o (8). 


3. Elektrostatik der Leiter und Dielektrika 41 


194. Mit Hilfe der Ergebnisse der vorigen Aufgabe sind die Potentiale eines 
gestreckten und eines abgeplatteten Rotationsellipsoids zu bestimmen. Man 
untersuche die Spezialfälle eines langen dünnen Stabes und einer dünnen 
Scheibe. Die Kapazität C und das Potential @ eines gestreckten Rotations- 
ellipsoids sind auch mit Hilfe der Ergebnisse der Aufgabe 75 zu bestimmen, 


195*. Im Vakuum befinde sich ein leitendes Ellipsoid mit der Ladung g in 
einem homogenen äußeren Feld, dessen Feldstärke &, einer Achse des Ellipsoids 
parallel ist. Man bestimme das Potential o des elektrischen Gesamtf£eldes. 

Hinweis: Man benutze die elliptischen Koordinaten der Aufgabe 64. Die 
Randbedingungen auf der Oberfläche des Ellipsoids (£ = 0) können nur dann 
erfüllt werden, wenn das Potential @, das durch die induzierten Ladungen 
hervorgerufen wird, in derseiben Weise wie das äußere Feld von n und £ ab- 
hängt: 9 = (8,1, £) Fi). 

196. Die Feldstärke in einem Plattenkondensator sei Z,. Die geerdete Be- 
legung habe eine leitende Ausbeulung in der Form eines halben gestreckten 
Rotationsellipsoids, dessen Symmetrieachse senkrecht auf den Belegungen 
stehe. Der Abstand zwischen den Belegungen sei groß gegen die Abmessungen 
des Ellipsoids. Um wieviel ist die maximale Feldstärke Enax größer als #,?') 

197. Ein leitendes ungeladenes Ellipsoid befinde sich in einem äußeren homo- 
genen Feld &,, das bezüglich der Achsen des Ellipsoids beliebig orientiert sei. 
Man bestimme das elektrische Gesamtpotential &. Das Feld ist in großen Ab- 
ständen vom Ellipsoid zu betrachten und dabei durch die Depolarisations- 


koeffizienten 
oo oo 


abc ds abc ds 
2 ag: 2 I (s+HbY)R,’ 
0 0 
abc ds ———— 
(2) — em Men ee = 2 2 2 
n 5 ren (R,= V(s + a2) (s + 2) (s + )) 
auszudrücken. 


198. Man bestimme die Ausdrücke für die in der vorigen Aufgabe eingeführ- 
ten Depolarisationskoeffizienten im Falle eines gestreckten. Rotationsellipsoids 
(a >b = c) und untersuche die Spezialfälle eines stark gestreckten (Stab) und 
eines nahezu kugelförmigen Ellipsoids. 

199. Man bestimme die Depolarisationskoeffizienten für ein abgeplattetes 
leitendes Ellipsoid (a = b> c) und untersuche insbesondere den Fall einer 
Scheibe. 

200*. Ein dielektrisches Ellipsoid mit den Halbachsen a, b,c befinde sich 
in einem homogenen äußeren Feld der Stärke &,. Die Dielektrizitätskonstante 
des Ellipsoids sei &, und die des ihn umgebenden homogenen Dielektrikums g,. 
Man bestimme das Potential @ des resultierenden elektrischen Feldes (s. den 
Hinweis zur Aufgabe 195). Außerdem sind die elektrische Feldstärke & im 


!) Das Resultat der Aufgabe erklärt das Arbeitsprinzip des Blitzableiters. 
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Ellipsoid und das Potential o, in großem Abstand vom Ellipsoid zu berechnen, 
das durch die Komponenten der Polarisierbarkeit des Ellipsoids in den Haupt- 
achsenrichtungen ausgedrückt werden soll. 


201. Ein Rotationsellipsoid mit der Dielektrizitätskonstanten e, befinde sich 
in einem äußeren homogenen Feld &, innerhalb eines homogenen dielektrischen 
Mediums &,. Man bestimme die Energie U des Ellipsoids in diesem Feld und 
das an ihm angreifende Drehmoment N. Man untersuche außerdem den Fall 
eines leitenden Rotationsellipsoids. 


202*. Man zeige, daß ein leitender kugelförmiger Flüssigkeitstropfen bei Zu- 
führung einer genügend großen Ladung seine Stabilität verliert. Man bestimme 
die kritische Ladung g,r. Der Radius des Tropfens sei R, seine Oberflächen- 
spannung &. 

Hinweis: Man vergleiche die Energien eines kugelförmigen Tropfens und 
eines deformierten Tropfens, der die Form eines gestreckten Rotations- 
ellipsoids hat. Die Oberfläche dieses Ellipsoids ist 


2 
en arccos _ ö (a>b=c). 


mr a 


203*. Ein zur 2-Achse paralleles homogenes elektrisches Feld &, im Halb- 
raum 2 < 0 werde durch die leitende geerdete Ebene z = 0 mit einer Öffnung 
vom Radius a begrenzt. Man bestimme das Potential im ganzen Raum und 
untersuche insbesondere das Potential in großen Abständen von der Öffnung 
(im Halbraum z > 0). 

Hinweis: Man benutze die Koordinaten des abgeplatteten Rotations- 
ellipsoids (s. Aufgabe 65) mit c=0. Die Lösung im ganzen Raum ist in der 
Form 9 = —E,2F(£8) anzusetzen. M 

204. Man bestimme die Ladungs- B 
verteilung co auf der leitenden " Fi 
Ebene der vorigen Aufgabe. 


205*. Innerhalb eines keilför- / G 
migen Raumgebietes, das durch "9 B & zeN 
zwei sich unter dem Winkel 
schneidende geerdete Be oT \ en N 
Halbebenen OA und OB begrenzt dh 
wird, befinde sich im Punkt X (t,) Abb. 11 
die Punktladung q (Abb. 11). Die 
Zylinderkoordinaten der Ladung seien (r,, y, 0); die 2-Achse habe die Richtung 
einer Winkelkante, und der Azimutwinkel & werde von der Grenzebene OA aus 
gerechnet. Man zeige, daß das Potential o(r, &,2z) in der Form 


S = 2n b? + ——— 


00 


o(r,&,2) RG a) coskz dk 


0 
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geschrieben werden kann, wobei 


NIY. NT 


> Kna(kr,) Ina (kr) sin sin für r<r,, 
_ 8) 9 BB ß ß 
Warn n NT NTK 
| > Inn (kr) Knn (kr) sin 7 sin fir 77: 
nl TB > P ß 


ist (/, und X, sind Zylinderfunktionen). 

Hinweis: Man benutze die Formel (A I.11) und Anhang Ill. 

206. Man zeige, daß man das in der vorigen Aufgabe bestimmte Potential 
einer Punktladung, die sich in einem keilförmigen Raumgebiet befindet, in der 
Forr 


2 
PP SEE (Eee | VEREENEENEDNEE : SOEEEEBEREENE 
BV2rro cosh en ler ei 
Ss ß P 
LE de 
cosh TE Ziege n(&+Y) | Yeosh& — coshn 
B ß 
schreiben kann, wobei 
2 2 2 
2. Kerl 
a 2 1 
ist. 
Hinweis: Man benutze die Beziehungen 
{ee} i oo 2 
[En I,(kr,) coskz dk ie BEE 1 We 
5 3 V2r 79 Veosh & — coshn 
N 
und 
oo 1 1 en 9° 
y’ pr — — (7 —]|, 
er eng | 1 — 2p cosa + p? 


207. Man bestimme das Potential » einer Ladung g, die sich in der Nähe 
der leitenden Halbebene x = 0 im Punkt tr, mit den Zylinderkoordinaten 
195%, 2 = 0 befindet. 

Hinweis: Man benutze das Ergebnis der Aufgabe 206. Bei der Berechnung 
des Integrals ist die Variable cosh (2/2) = cosh (n/2) coshu mit Oo <u< © zu 
substituieren. | 

208. Man bestimme die Flächenladungsdichte o der in der Nähe der Kante 
eines Keils mit dem Winkel ß (der Winkel wird außerhalb des Leiters 
gezählt). Der Keil befinde sich im Feld einer beliebig verteilten Ladung. 

Hinweis: Zunächst betrachte man den Fall, daß sich in der Nähe des Keils 
eine Punktladung befindet, und benutze das Ergebnis der Aufgabe 205, die 


44 Aufgaben 


Entwicklungen (A 111.6) und die Beziehung 


Se 1 0” 
v — 97-1]. et Fre rat Sy 
Ic, 0) k” coskz dk = 27-1 m r(» + 5) Fa 


209°. Im Abstand a von einer homogenen dielektrischen Platte der Dicke c 
mit parallelen Begrenzungsebenen befinde sich die Punktladung g. Man be- 
stimme das elektrische Feld unter Berücksichtigung der Tatsache, daß sowohl 
das Produkt J,(k r,) e®** (r,,z sind die Zylinderkoordinaten des Aufpunktes 
und J, die BESSEL-Funktion) als auch 


| A(k) Jy(kr,) et": dk 
0 


[A (k) ist eine beliebige Funktion von k] der LarLAczschen Gleichung genügen. 
Hinweis: Man benutze die im Anhang III angegebene Entwicklung 


Erg ern er meer e-*121,J,(k r,) dk. 
Vr} + 2? s 


210. In einem Plattenkondensator mit dem Abstand a der Belegungen 
befinde sich eine Platte der Dicke a/2 mit parallelen Begrenzungsebenen, die 
aus einem Dielektrikum der Dielektrizitätskonstanten e bestehe. Die Platte 
berühre eine der Belegungen. Beide Belegungen seien geerdet. Auf der Ober- 
fläche des Dielektrikums befinde sich eine Ladung g, die man als punktförmig 
ansehen kann. Man bestimme das Potential © im Kondensator und unter- 
suche insbesondere, welche Form es in der Nähe der Ladung besitzt. Das 
Potential ist als Superposition von elektrischen Bildern darzustellen. 


211*. Die Radien der Belegungen eines nichtkonzentrischen Kugelkonden- 
sators seien a, und a,, ihre Mittelpunkte sollen den Abstand 5 (a, +5 <a,) 
haben. Die äußere Belegung sei geerdet, die innere werde auf dem Potential V 
gehalten. Man bestimme das Potential @ innerhalb des Kondensators und seine 
Kapazität Ü. 

Hinweis: Man löse die Aufgabe mit Hilfe von räumlichen Bipolarkoordina- 
ten (s. Aufgabe 67), führe die Substitution 


o= V2cosh € — 2c08n y 
durch, separiere in der Gleichung für y die Variablen und benutze den An- 
hang II, insbesondere die Formel (A II.16). 

212. Vom Ergebnis der vorigen Aufgabe ausgehend, ist die Kapazität eines 
schwach nichtkonzentrischen Kugelkondensators (b <a,,a,) bis auf Terme 
zweiter Ordnung in b genau zu bestimmen (s. Aufgabe 160). 

213. Der Abstand zwischen den Mittelpunkten zweier leitender Kugeln mit 


den Radien a, und a, sei 5b (b>.a,-+ a,). Man bestimme die Kapazitäts- 
koeffizienten c;, des Systems mit Hilfe räumlicher Bipolarkoordinaten. 
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214. Der Abstand zwischen den beiden leitenden Kugeln, die in der vorigen 
Aufgabe betrachtet wurden, sei sehr groß (b>a,,a,). Man bestimme die 
Kapazitätskoeffizienten c;, bis auf Terme mit 1/b* genau. 


215*. Zwei leitende Kugeln mit gleichem Radius a berühren sich. Man be- 
stimme die Kapazität C' des Systems mit der Methode der Inversion sowie das 
elektrische Potential » des Systems, wenn die Kugeln die Ladung g haben. 

Hinweis: Man benutze das Ergebnis der Aufgabe 210. 


216. Mit der Inversionsmethode berechne man das Feld einer geerdeten 
Kugel mit dem Radius R, in deren Nähe sich im Abstand a (a > R) vom Kugel- 
mittelpunkt die Punktladung g befinde (s. Aufgabe 153). 

Hinweis: Das Potential einer gleichförmig geladenen Kugel bei Abwesen- 
heit der Punktladung ist als bekannt anzunehmen. 


217*. Die Oberfläche eines Leiters werde durch zwei Kugelschalen mit den 
Radien R, und A, gebildet, die sich auf einem Kreis mit dem Radius a 
schneiden. Man bestimme die Kapazität C dieses Leiters. Dabei ist von der 
Lösung der Aufgabe 206 (keilförmiger Leiter im Felde einer Punktladung) aus- 
zugehen und die Inversionsmethode anzuwenden. 

Hinweis: Die Oberfläche des betrachteten Leiters wird in Ringkoordinaten 
(s. Aufgabe 68) durch die Gleichungen | 


g=&, = oonstt, = &, = const (sind, + an oo 2 
1 2 


beschrieben. Es genügt, eine Koordinatentransformation in der Ebene zu be- 
trachten, die auf einer Kante des Keils senkrecht steht und durch das In- 
versionszentrum hindurchgeht, das auf der Schnittlinie der Kugeln zu wählen 
ist. Zur Bestimmung der Ladung g des Leiters bei vorgegebenem Leiterpoten- 
tial berücksichtigt man, daß das Feld in großen Abständen vom Leiter die 
Form © = g/r — V hat, wobei V das Potential im Unendlichen ist. 


218. Man bestimme die Kapazitäten der folgenden Leiter: 
a) Hohlkugelsegment mit dem Radius R und dem Offnungswinkel 29, 
b) Halbkugel mit dem Radius R. 


219. Ein Leiter werde durch zwei Kugeln mit gleichem Radius a gebildet, 
deren Oberflächen sich unter dem Winkel x/3 schneiden. Man bestimme die 
Kapazität ( des Leiters. 
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4.  STATIONÄRER STROM 


Die Verteilung stationärer Ströme in einem leitenden Medium mit der spezi- 
fischen Leitfähigkeit «(r) wird durch die räumliche Stromdichte |(r) beschrie- 
ben, die der Gleichung 

divj= 0 (4.1) 


genügt. Die Gleichung (4.1) ist eine Folgerung aus dem Ladungserhaltungs- 
satz. Die Stromdichte in einem Medium ist der Summe aus der elektrischen 
Feldstärke € und der elektrischen Feldstärke &, der äußeren elektromotori- 
schen Kräfte (EMK) proportional (Onmsches Gesetz): 


j=rl&E+ 6). (4.2) 


Das Feld der äußeren elektromotorischen Kräfte &, berücksichtigt die Wirkung 
der Kräfte nichtelektrischen Ursprungs auf die Ladungen des Mediums. 

Zur Beschreibung des elektrischen Feldes & und der Verteilung j der Ströme 
in einem Leiter führt man wie in der Elektrostatik das skalare Potential o ein, 
das mit der elektrischen Feldstärke durch die Beziehung & = — grady zu- 
sammenhängt. Mit Hilfe dieser Definition und der Gleichungen (4.1) und (4.2) 
ergibt sich die fundamentale Differentialgleichung für o: 


div(x gradp) = divx &,. (4.3) 


Auf den Sprungflächen von x oder , =x6&, wird die Gleichung (4.3) durch 
die Randbedingungen 


%Ean — KıEın = Jain — Jarn; (4.4) 

Yı = Pa (4.5) 

ersetzt. Auf den Oberflächen von Isolatoren (x = 0) lautet die Bedingung (4.4) 
In=0 oder «En + Ian =0. (4.6) 


Besteht ein Medium aus einer Reihe homogener Gebiete und enthält es keine 
äußeren elektromotorischen Kräfte, so gilt innerhalb jedes homogenen Gebietes 


Ay = 0 (4.7) 
und an den Grenzen zwischen dem :-ten und dem %k-ten Gebiet 
Oo; 09% 
= Mi nr — % (4.8) 


Die Gleichungen (4.3) bis (4.8) zeigen, daß zwischen der Grundaufgabe bei 
Anwesenheit eines Stromes — der Bestimmung des Potentials  — und der 
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analogen Aufgabe der Elektrostatik bei Vorhandensein eines Mediums ein 
enger Zusammenhang besteht. Man kann die Lösungen der beiden Probleme 
auseinander ableiten, indem man die folgenden Substitutionen vornimmt: 


Elektrostatische Größe Stromgröße 
€ > %, 
Dd — —xgrado, 
En ” (4.9) 
Arno > — divj,, 
40 = a ER 


Die elektrostatischen Methoden (s. Kap. 3) können also auch benutzt wer- 
den, um die Grundaufgabe bei Anwesenheit eines Stromes zu lösen. 

Enthält ein Medium mit endlicher Leitfähigkeit x (tr) ideale Leiter (x — &), 
z.B. Elektroden, so gilt auf ihren Randflächen die Bedingung 


OD. = const. (4.10) 


Die Aufgabe, die bei Anwesenheit eines Stromes zu lösen ist, ist dann also 
dem elektrostatischen Problem analog, das Potential eines Leitersystems zu 
bestimmen, das sich in einem dielektrischen Medium befindet. Wie im elektro- 
statischen Fall gibt es bei idealen. Leitern auch bei Anwesenheit eines Stromes 
zwei Hauptvarianten: «) Vorgabe der Elektrodenpotentiale 9, = V, und 
b) Vorgabe der aus den Elektroden fließenden Ströme 


J 9) 
= Pinds = — Prz-dS,. @.1l) 


Nach (4.11) sind im Sinne von (4.9) die Ladung g, des k-ten Leiters (elektro- 
statische Größe) und der Strom /,/4r der k-ten Elektrode (Stromgröße) analog. 

Die Potentiale V,, der Elektroden sind Linearkombinationen der Ströme /,, 
die von den Elektroden wegfließen: 


v, — Rıı/ı —+ Rıela — ... + Aındas | 
V, — Raılı + Ray la — ... gi Randn; 


(4.12) 
VER: 1 EB RT, 


Die Proportionalitätsfaktoren R;, werden als Widerstandskoeffizienten be- 
zeichnet. Sie hängen nicht von V,, und /, ab und werden ausschließlich durch 
die Geometrie der Elektroden und die Verteilung der Leitfähigkeit x bestimmt. 
Die Koeffizienten R;, sind den Potentialkoeffizienten s;, des elektrostatischen 
Problems analog (s. Kap. 3, Abschnitt 2). 
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Bei den in der Praxis häufig vorkommenden Systemen quasilinearer Leiter 
wird die Stromverteilung durch die KırcHHorrschen Regeln bestimmt (siehe 
z.B. [84]). Für die Berechnung komplizierter Kreise quasilinearer Leiter ist die 
Methode der Ringströme bequem (siehe z.B. [78]; in Kap. 6 findet man 
mehrere Aufgaben zu diesem Problem). 


Aufgaben: 

220. Eine Akkumulatorenbatterie mit kleinem innerem Widerstand und der 
elektromotorischen Kraft Ve) kann ein Gerät nicht längere Zeit hindurch mit 
einem Strom ? versorgen. Um die Lebensdauer der Batterie zu verlängern, 
schaltet man Gerät und Batterie über einen Widerstand R parallel in einen 
stationären Stromkreis. Die Spannung V im Kreis ist instabil und ändert sich 
von V,bis V,(V,> V,> V‘®). Der Widerstand R wird so gewählt, daß die 
Batterie für V = V, keinen Strom abgibt. Welchen Strom liefert die Batterie 
bei V= V,! | 

221. Welche Parameter muß die Wicklung eines Drehspulgalvanometers 
haben, damit der Ausschlag bei vorgegebener elektromotorischer Kraft des 
Kreises und dem Außenwiderstand % (Reihenschaltung) maximal ist? Der 
Ausschlagwinkel des Galvanometerzeigers ist der Zahl n der Windungen in der 
Spule und dem Strom I des Kreises proportional. Wegen der Begrenztheit des 
Volumens, das die Spule im Gehäuse des Gerätes einnimmt, ist das Produkt 28 
angenähert konstant (S bedeutet den Querschnitt des Leiters in der Spule). 


222. Ein quadratisches Netz aus homogenem Draht bestehe aus n? gleichen 
quadratischen Zellen. Der Widerstand einer Zelle sei r. Der Strom fließe an 
einer Ecke in das Netz hinein und aus der entgegengesetzten Ecke heraus. Man 
bestimme den Gesamtwiderstand R des Netzes für die Fälle nr = 2, 3,4. 

Hinweis: Zur Reduzierung der Zahl der Ringströme ist die Symmetrie des 
Netzes zu benutzen. 

223*. Eine Telegraphenleitung (Abb. 12) seiin den Punkten A,, 4A,,.--, An 
mit n Isolatoren verbunden (der zweite Leiter ist die Erde). Die Abschnitte 


Arı R AR Awı R Arız Anı R An R Ans 
D—p4 


> 
Abb. 12 


AA,,A,4s;,--., AnAn,ı sollen alle denselben Widerstand A besitzen. Bei 
trockener Isolation ist der Widerstand der Isolatoren unendlich groß. Bei 
feuchter Isolation fließt ein Strom über die Isolatoren in die Erde. Dabei wird 
der Widerstand jedes Isolators gleich r. Zwischen den Anfang A der Leitung 
und Erde werde eine Batterie mit der elektromotorischen Kraft V(® und dem 


4 Batygin/Toptygin 
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inneren Widerstand R, geschaltet. Das Ende A„,, sei über einen Lastwider- 
stand R,„ ebenfalls mit Erde verbunden. Man bestimme den Strom in jedem 
Abschnitt der Leitung und den Strom durch den Lastwiderstand. Um das 
Wievielfache muß die elektromotorische Kraft der Batterie bei feuchter Isola- 
tion größer sein als bei trockener Isolation, damit der Strom durch den Last- 
widerstand in beiden Fällen gleich groß ist? Man untersuche insbesondere den 
Fall R,=0. | 

Hinweis: Man betrachte die Ringströme in den von den Abschnitten A,_,,Ax 
der Leitung und den Ableitungen über die Isolatoren A,_, und A, gebildeten 
Stromkreisen. Die sich ergebende Differenzengleichung zweiter Ordnung wird 
durch den hyperbolischen Kosinus gelöst. 


224*. Ein unterirdisches Kabel habe je Längeneinheit den konstanten Wider- 
stand o. Die Isolation des Kabels sei unvollständig, es fließe ein Strom in die 
Erde ab. Die Leitfähigkeit je Längeneinheit des Kabels, mit der dieser Abfluß 
erfolgt, sei 1/0’ = const. Die Rolle der Rückleitung spielt die Erde. Wie lautet 
die Differentialgleichung für die Verteilung des stationären Stromes im Kabel? 
Man bestimme den Zusammenhang zwischen dem Strom /(x) im Kabel und 
der Potentialdifferenz p(x) zwischen Kabelader und Erde. 

Hinweis: Man benutze die in der Lösung der Aufgabe 223 angegebene Glei- 
chung (1). 

225*. Das eine Ende eines Kabels mit der Länge a und dem Widerstand o 
je Längeneinheit, das eine Ableitung mit der Leitfähigkeit 1/o’ je Längen- 
einheit habe, sei mit einer Batterie mit der elektromotorischen Kraft Ve und 
dem inneren Widerstand £; verbunden, deren einer Pol geerdet sei. Das zweite 
Kabelende sei an einen geerdeten Lastwiderstand A, angeschlossen. Man be- 
stimme die Stromverteilung / (x) über der Kabellänge. Insbesondere betrachte 
man den Fall R;, = R,„=0. Zur Prüfung des Ergebnisses ist zum Grenzfall 
eines Kabels ohne Ableitung überzugehen. 

Hinweis: Man gehe entweder von der Differentialgleichung der Aufgabe 224 
oder von der Gleichung (7) der Lösung von Aufgabe 223 aus. 


226. Zwischen den Belegungen eines Plattenkondensators befinden sich 
parallel zueinander zwei ebene leitende Platten, die einander und den Konden- 
satorbelegungen dicht benachbart sind. Die Platten sollen die Dicken A,, Aa, 
die Leitfähigkeiten x,,x, und die Dielektrizitätskonstanten e,,&, haben. An 
den Kondensatorbelegungen, die aus einem Material mit einer Leitfähigkeit 
*>%],X%, bestehen sollen, wird eine Potentialdifferenz V erzeugt. Man be- 
stimme die elektrische Feldstärke E, die dielektrische Verschiebung D und die 
'Stromdichte 7 in den Platten sowie die Dichten o der wahren und op der 
Polarisationsladungen auf alien drei Trennebenen. 


227. Wie lautet das Brechungsgesetz für die Stromlinien an der glatten 
Trennfläche zweier Medien mit den Leitfähigkeiten x, und x,? 


228*. In einem unendlich langen geradlinigen Leiter mit dem Radius a und 
der Leitfähigkeit x fließe ein Strom I. Der Leiter sei von einem dicken, mit 
ihm koaxialen leitenden Zylindermantel mit dem inneren Radius 5 und dem 
äußeren Radius ce > oo umgeben, der als Rückleitung dient. Man bestimme 
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das elektrische Potential & und das Magnetfeld 7 im ganzen Raum sowie die 
Verteilung co der Oberflächenladungen. Die Dielektrizitätskonstante des 
Mediums zwischen den Leitern sei e. 

929. Drei Leiter der Längen I,,1,,1,> r und der Leitfähigkeiten x,, %ı, X 
mit kreisförmigem Querschnitt vom Radius r seien zu einem geschlossenen 
Stromkreis hintereinandergeschaltet. Im Leiter mit der Leitfähigkeit x, 
sei gleichförmig die von der Zeit unabhängige äußere elektromotorische 
Kraft V® verteilt. Man bestimme das elektrische Feld Z, und die Verteilung 
der elektrischen Ladungen im Kreis. 


230. Man bestimme die Energieflüsse S durch die Oberflächen der drei in 
der Aufgabe 229 betrachteten Leiter. Davon ausgehend, ist lie Lenzsche Regel 
abzuleiten. 


231. Die Stromverteilung in einem dreidimensionalen Leiter mit der Leit- 
fähigkeit x besitze eine solche Symmetrie, daß die elektrische Feldstärke und 
folglich auch die Stromdichte in allen Punkten jeder seiner Äquipotential- 
flächen denselben Wert hat. Man zeige, daß dann der Widerstand des Leiters 
durch dieselbe Formel ausgedrückt wird wie der Widerstand eines quasilinearen 
Leiters mit veränderlichem Querschnitt.!) 


232. Mit Hilfe der Ergebnisse der vorigen Aufgabe bestimme man den 
Widerstand AR folgender Kondensatoren: 

a) Kugelkondensator mit den Radien a und 5 (a << 5b) der Belegungen, ge- 
füllt mit einem homogenen Medium der Leitfähigkeit x, 

b) derselbe Kondensator, gefüllt mit zwei homogenen Schichten der Leit- 
fähigkeiten x, und x, (die Schicht mit x, befinde sich an der inneren Belegung), 
deren Trennfläche eine Kugelfläche mit dem Radius c sei, 

c) Zylinderkondensator mit den Radien a und 5 der Belegungen (a < b) 
und der Länge !, gefüllt mit einem Medium der Leitfähigkeit x (der Rand. 
effekt wird nicht berücksichtigt). 


233. Über eine ideal leitende Kugel mit dem Radius «a, die zur Hälfte in die 
Erde versenkt sei, erfolge eine Erdung. Die Leitfähigkeit der Erde seix, = const. 
Die mit der Kugel konzentrische und ihr unmittelbar anliegende Erdschicht 
vom Radius b habe die künstlich erhöhte Leitfähigkeit x,. Man bestimme den 
Widerstand R dieser Erdung. 

234*. Ein System idealer Leiter (Elektroden) befinde sich in einem Medium 
mit der Leitfähigkeit x(t) und der Dielektrizitätskonstanten e (tr), die die Eigen- 
schaft besitzen, daß in allen Raumpunkten x(t)/e(t) = const ist.?) Welcher 
Zusammenhang besteht zwischen den Potentialkoeffizienten s;. und den 
Widerstandskoeffizienten R;, dieses Leitersystems? Wie sind die Ladungen g; 


!) Die angegebenen Voraussetzungen sind dieselben, unter denen man beim ent- 
sprechenden elektrostatischen Problem den GAaussschen Satz der Elektrostatik verwenden 
kann. 

2) Das kann man auch so formulieren: An Stelle des Mediums mit der Leitfähigkeit x 
enthält der Raum ein Dielektrikum zwischen den idealen Leitern, dessen Dielektrizitäts- 
konstante e in jedem Raumpunkt proportional x ist, so daß &/x = const gilt. 
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der Elektroden und die von ihnen ausgehenden Ströme /, miteinander ver- 
knüpft? 

235. In einem Kondensator beliebiger Form befinde sich ein homogenes 
Medium mit der Dielektrizitätskonstanten e. Man bestimme die Kapazität 
dieses Kondensators, wenn bekannt ist, daß er bei einer Füllung mit einem 
homogenen Leiter der Leitfähigkeit x im Falle eines stationären Stromes den 
Widerstand R hat. 


236. Ein System von Elektroden sei durch die Widerstandskoeffizienten R;x 
charakterisiert. Bei bekannten, von den Elektroden ausgehenden Strömen I, 
bestimme man die Wärmemenge @Q, die von den Strömen im Raum zwischen 
den Elektroden in-der Zeiteinheit abgegeben wird. 


237. Zwei ideal leitende Kugeln mit den Radien a und b befinden sich in 
einem homogenen Medium mit der Leitfähigkeit x und der Dielektrizitäts- 
konstanten e. Der Abstand zwischen den Kugelmittelpunkten sei l. Der 
Strom I werde einer der Kugeln zugeführt und von der anderen Kugel ab- 
genommen. Man bestimme den Widerstand R = (V,„ — V,)/I des Mediums 
zwischen den Kugeln, wobei V,„ und V, die Potentiale der Kugeln und I den 
von der Kugel mit dem Radius a ausgehenden Strom bedeuten. 

Hinweis: Man drücke R,, durch die Kapazitätskoeffizienten c;, eines Sy- 
stems zweier Kugeln aus (s. Aufgabe 213). 


238. Die Enden einer Leitung seien mit Hilfe zweier ideal leitender, zur 
Hälfte in die Erde versenkter Kugeln mit den Radien a, und a, geerdet. 
Als zweiter Leiter dient die Erde. Der Abstand zwischen den Kugeln sei 
!>a,,4,, und die Leitfähigkeit der Erde sei x. Man bestimme den Wider- 
stand R zwischen den Erdungen. 


239. Man löse die vorige Aufgabe für den Fall, daß die Erdung durch zwei 
gleiche Rotationsellipsoide mit dem Volumen V und der Exzentrizität e, erfolgt. 
Die Rotationsachsen der Ellipsoide sollen senkrecht auf der Erdoberfläche 
stehen und die Mittelpunkte der Ellipsoide in der Erdoberfläche liegen. Welche 
Form der Erdung ist günstiger (entspricht dem kleineren Widerstand)? 


240*. Unter dem Einfluß eines elektrischen Feldes kann eine ebene Elek- 
trode x = 0 unbegrenzt viele Teilchen der Ladung e und der Masse m emittie- 
ren. Die mit der Geschwindigkeit Null emittierten Teilchen sollen in Richtung 
auf eine zweite ebene Elektrode beschleunigt werden, die der ersten parallel 
sei und sich im Abstand a von ihr befinde. Die Potentialdifferenz zwischen 
den Elektroden sei &,. Die Emission aus der ersten Elektrode dauert an, bis 
das Feld der zwischen den Elektroden entstehenden Raumladung mit der 
Dichte o das äußere Feld an der Oberfläche der ersten Elektrode kompensiert, 
so daß die Spannung des resultierenden Feldes —Oo/dx|.-. = 0 ist. Wie 
hängt die Dichte j des stationären Stromes zwischen den Elektroden von der 
Potentialdifferenz ab? 

Hinweis: Das Potential im Raum zwischen den Elektroden wird durch die 
Poıssonsche Gleichung Ae = —4r o mit e = j/v bestimmt, wobei v die Ge- 
schwindigkeit der Teilchen im Aufpunkt bedeutet. 
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5. STATISCHES MAGNETFELD 


Die MAxweLtschen Gleichungen lauten im Falle eines statischen Magnet- 
feldes 
4m, 
rot $ — — |, div®=0, (5.1) 
wobei ® die magnetische Induktion, 9 die magnetische Feldstärke, j die 
Volumenstromdichte und c »= 3 : 101% cm/s die elektrodynamische Konstante 
(Vakuumlichtgeschwindigkeit) bedeuten. 
In isotropen Dia- und Paramagnetika sind B und 9 durch die Beziehung 


B=u9 (5.2) 


miteinander verknüpft, wobei u die magnetische Permeabilität des Stoffes be- 
zeichnet (Skalar); im Falle anisotroper Medien ist u ein Tensor zweiter Stufe. 
Die Dichte ju.ı der Molekularströme in einem Stoff, der sich in einem statischen 
Magnetfeld befindet, hängt durch die Beziehung 


IMmor = Ce TOotM (5.3) 
mit dem Magnetisierungsvektor I zusammen. M ist mit B und 9 durch 
B=-H+mM (5.4) 


verknüpft. 

Zur Bestimmung des Magnetfeldes in einem nichtferromagnetischen Medium 
werden hauptsächlich die folgenden Methoden benutzt: 

a) Anwendung des BioT-Savartschen Gesetzes. Das Stromelement Tdl er- 
zeugt im Vakuum oder in einem homogenen Medium das Magnetfeld 


I 


Auf Grund des Superpositionsprinzips erhält man das Gesamtfeld in einem 
vorgegebenen Punkt durch Integration von (5.5) über alle Stromelemente dl. 

b) Unmittelbare Integration des Gleichungssystems (5.1), (5.2) mit den 
Grenzbedingungen 


45 
8-0, 1x -8)-—i, (5.6) 


De 


wobei i die Dichte des Oberflächenstromes bedeutet und die Normale n aus 
dem ersten in das zweite Gebiet gerichtet ist. Ist die Stromverteilung axial- 
symmetrisch, so benutzt man am günstigsten die erste der Gleichungen (5.1) 
in integraler Form: 


DH: di ı. (5.7) 
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Dabei wird das Integral längs einer beliebigen geschlossenen Linie genommen; 
.] bedeutet den Gesamtstrom, der durch eine beliebige, von der geschlossenen 
Linie umrandete Fläche fließt. 
c\) Methode des Vektorpotentials. Das Vektorpotential X wird durch die Be- 

ziehung 

B = rot (5.8) 
mit der Zusätzbedingung 

divi = 0 (5.9) 


definiert. In den Gebieten, in denen das Magnetikum homogen ist, genügt A 
der Gleichung 
As. 


C 


14 = — (5.10) 


‘Die Grenzbedingungen, denen das Vektorpotential genügen muß, ergeben sich 
aus den Grenzbedingungen (5.6) für d und 9. 

Das Vektorpotential, das durch eine vorgegebene Stromverteilung erzeugt 
wird, kann (für ein homogenes Medium mit der magnetischen Permeabilität u) 
als Integral über das vom Strom eingenommene Volumen geschrieben werden: 

I(v)dV’ 
er La (5.11) 

C IN 
Der entsprechende Ausdruck für einen linearen Strom ergibt sich durch die 
Substitution jdV’— I dl. In großen Abständen vom System geht (5.11) in 


(5.12) 


über, wobei 


1 
m =, [Yx idV’ (5.13) 


das magnetische Dipolmoment bedeutet (es wurde u = 1 gesetzt). 
d) Methode des skalaren Potentials. In den Raumgebieten, in denen | = 0 ist, 
gilt rot 9 = 0, so daß man 
9 = — grady (5.14) 


setzen kann, wobei y ein skalares Potential ist, das bei u = const der LAPLACE- 
schen Gleichung genügt. Das so eingeführte skalare Potential ist jedoch im 
allgemeinen keine eindeutige Funktion des Ortes.!) Das skalare Potential wird 
u.a. in den Aufgaben 254, 255 benutzt. 

Die Energie eines innerhalb des Volumens V lokalisierten Magnetfeldes wird 
durch ein Volumenintegral ausgedrückt: 


1 
W= | Bar. (5.15) 


1) Näheres hierzu siehe in [84]. 
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Hat das Stromsystem endliche Abmessungen, so kann seine Gesamtenergie auch 
mit Hilfe der Beziehung 


01 
— — !YVı 
2 „vier (5.16) 


berechnet werden, in der über das von den Strömen eingenommene Volumen 
zu integrieren ist. 

Die magnetische Energie eines quasilinearen Leiters, durch den der Strom I 
fließt, wird durch den Selbstinduktionskoeffizienten (Induktivität) L des Lei- 
ters ausgedrückt: | 


1 
W=-,LR. (5.17) 


Man kann die Induktivität auch durch ein Doppelintegral über das Leiter- 
volumen darstellen: | 


l I) ie) 
L=-—- I ———-dV/ dV". .18 
ee (5.18) 
Die Wechselwirkungsenergie zweier stromdurchflossener Leiter ist durch 


1 1 nn ee 
Was, | 9 8,d07-— fh U,aV, (W.=MW;1) (5.19 


gegeben. Das erste Integral wird über den gesamten Raum und das zweite über 
das Volumen eines der Leiter genommen. Im Falle quasilinearer Ströme kann 
die Energie durch den Wechselinduktionskoeffizienten (Gegeninduktivität) Z, , 
ausgedrückt werden: 


1 
Wis = bulıle- (5.20) 
Man kann diese Gleichung auch in der Form 
1 
Wi: = IP; (5.21) 


schreiben, wobei ®,, den durch den zweiten Strom erzeugten magnetischen 
Induktionsfluß im ersten Stromkreis bedeutet: 


1 
Be [% a = Ma =— Inala. (5.22) 
Der Wechselinduktionskoeffizient kann aus dem Ausdruck (5.20) für die 


Energie, der Beziehung (5.22) für den magnetischen Induktionsfluß oder im 
Falle linearer Ströme mit Hilfe der Gleichung 


Aldi 
Du 99 (5.23) 


berechnet werden. 
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Die verallgemeinerten Kräfte F,;, die zwischen zwei nichtbewegten Strömen 
wirken, können durch Differentiation der Wechselwirkungsenergie W.,, (oder 


der Potentialfunktion U,z = —W,,) nach den entsprechenden verallgemei- 
nerten Koordinaten erhalten werden: 
IR | 
F; = Man... (5.24) 
og; gi 


Zur Berechnung der Kräfte kann auch die Amperesche Formel 
I 


benutzt werden, in der d! ein Element der von dem Strom J durchflossenen 
Schleife bedeutet und di% die Kraft ist, die vom äußeren Feld © an dl an- 
greift. 

Die Kräfte, die an den Strömen und Magnetika angreifen, kann man mit 
Hilfe des MAxweuıschen Spannungstensors des Magnetieldes 


RE ER (HH _Im öun) (5.26) 
476 3 | 


berechnen, ähnlich wie in Kap. 3 mit Hilfe des Spannungstensors des elek- 
trischen Feldes. 

In Raumgebieten, in denen sich Ferromagnetika befinden, ist der Zusammen- 
hang zwischen B und 9 nichtlinear und nichteindeutig (Hysteresis), so daß 
die Lösung magnetostatischer Probleme außerordentlich kompliziert wird. Bei 
der Betrachtung von permanenten Magneten wird jedoch oft angenommen, 
daß der Zusammenhang zwischen 8 und 9 von vornherein linear ist: 


B=-HnH+EnMo- (5.27) 


Dabei ist M, die „permanente‘ (d.h.nicht von 9 abhängige) Magnetisierung, 
die als bekannte Ortsfunktion anzusehen ist. Ferromagnetika, die der Be- 
ziehung (5.27) genügen, bezeichnet man als ideal (s. [84], $ 73). 


Aufgaben: 


241. Innerhalb eines dünnen leitenden Zylindermantels mit dem Radius 5b 
befinde sich ein mit ihm koaxialer Leiter mit dem Radius «a. Beide Leiter sollen 
in entgegengesetzten Richtungen von stationären Strömen derselben Stärke I 
durchflossen werden. Man bestimme das Magnetfeld 9, das von diesem System 
in allen Raumpunkten erzeugt wird. Die Aufgabe ist 

a) durch Integration der Maxweuıschen Differentialgleichungen, 

b) mit Hilfe der Maxwerıschen Gleichungen in der integralen Form (5.7) 
zu lösen. 


242. Man bestimme die magnetische Feldstärke 9 und die magnetische 
Induktion Ö, die von einem stationären Strom durch einen unendlich langen 
kreiszylinderförmigen Leiter mit dem Radius a erzeugt werden. Die Perme- 
abilität des Leiters sei u, und die des umgebenden Mediums u. Man löse die 
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Aufgabe nach dem einfachsten Verfahren, d.h. mit Hilfe der Maxweuuschen 
Gleichungen in der integralen Form (5.7) sowie durch Einführung des Vektor- 
potentials Y. 


243. Man löse die vorige Aufgabe für einen hohlzylinderförmigen Leiter 
(Innenradius a, Außenradius D). 


244. Durch einen geradlinigen, unendlich langen Streifen der Breite a fließe 
gleichmäßig über die Breite verteilt ein Strom I. Man bestimme das Magnet- 
feld 9 und kontrolliere das Ergebnis durch Betrachtung des Feldes im Grenz- 
fall großer Abstände. 


245. Durch zwei dünne, unendlich lange, parallele Platten, die mit den bei- 
den Seiten eines unendlich langen Prismas mit rechteckförmigem Querschnitt 
übereinstimmen, sollen entgegengesetzt zueinander Ströme derselben Stärke I 
fließen. Die Breite der Platten sei a, ihr gegenseitiger Abstand b. Man be- 
stimme die Wechselwirkungskraft f je Längeneinheit. 


246. Welches Vektorpotential 9{ und Magnetfeld 9 erzeugen zwei geradlinige 
parallele Ströme /, die in entgegengesetzten Richtungen fließen? Der Abstand 
zwischen den Strömen sei 2a. 


247. Wie groß ist das Magnetfeld 9, das durch Ströme erzeugt wird, die in 
zwei parallelen Ebenen fließen und dieselben Flächendichten ? = const haben? 
Man untersuche zwei Fälle: 

a) Die Ströme fließen in entgegengesetzten Richtungen. 

b) Die Ströme haben gleiche Richtung. 


248. Man bestimme das Magnetfeld 9 in einem zylinderförmigen Hohlraum, 
der aus einem unendlich langen zylindrischen Leiter herausgesehnitten wurde. 
Hohlraum und Leiter haben den Radius a bzw. b, der Abstand zwischen ihren 
Achsen, die zueinander parallel sein sollen, seid (b>a--.d). Der Strom / sei 
gleichmäßig über den Querschnitt verteilt. 

Hinweis: Man benutze das Superpositionsprinzip für die Felder. 


249*. Man bestimme das Vektorpotential A und das Magnetfeld 9, die in 
einem beliebigen Punkt durch einen Strom / erzeugt werden, der in einem 
dünnen Ring mit dem Radius a fließt. Das umgebende Medium sei homogen, 
die Permeabilität sei w. W und 9 sind durch elliptische Integrale auszudrücken. 

Hinweis: Man benutze die bei der Lösung der Aufgabe 89 angewandte 
Lösungsmethode: 

250*. Wird ein axialsymmetrisches Magnetfeld in Zylinderkoordinaten durch 
ein Vektorpotential mit den Komponenten A,(r,2), A.,—= A, =0 beschrie- 
ben, so lautet die Gleichung der magnetischen Induktionslinien 


rA,„(r,2) = const. 


Man beweise diese Gleichung. | 

Hinweis: Man betrachte den magnetischen Induktionsfluß in das Innere der 
Röhre, die durch Rotation einer der Induktionslinien um die Symmetrieachse 
entsteht (vgl. mit der Lösung der Aufgabe 115). 


5. Statisches Magnetfeld 59 


251. Man drücke die magnetische Feldstärke 9 und das Vektorpotential U 
eines axialsymmetrischen Magnetfeldes außerhalb seiner Quellen durch die 
‚magnetische Feldstärke 7 (z) auf. der Symmetrieachse aus. 


252. Man bestimme das Magnetfeld 9 auf der Achse einer dicht gewickelten 
Zylinderspule mit der Höhe k und dem Radius a. Die Windungszahl je Längen- 
einheit sei 2 und die Stromstärke I. 


253*. Auf der Oberfläche einer Kugel mit dem Radius a sei die Ladung e 


gleichmäßig verteilt. Die Kugel rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit © um 
einen ihrer Durchmesser. Man bestimme das Magnetfeld innerhalb und außer- 
halb der Kugel. Die magnetische Feldstärke 9 im Außengebiet ist durch das 
magnetische Moment m der Kugel auszudrücken. 


254. Man bestimme das skalare Potential y des Magnetfeldes, das der 
Strom J in einem unendlich langen geradlinigen Leiter erzeugt, und berechne 
die Komponenten des Magnetfeldes. 


255*. Man bestimme das skalare Potential » des Magnetfeldes einer ge- 
schlossenen stromdurchflossenen Leitung. Das Problem ist 

a) durch Integration der LarLAczschen Gleichung für das Potential, 

b) durch Benutzung des bekannten Ausdrucks für das magnetische Vektor- 
potential 

u_igd 
c r 

zu lösen. 

Hinweis: Bei der ersten Lösung ist die Darstellung der Lösung der LAPLACE- 
schen Gleichung als Integral über eine geschlossene Fläche zu benutzen (s. [84], 
$ 12). 


256. Man bestimme die Kraft % und das Drehmoment %, die an einem 
geschlossenen, dünnen, stromdurchflossenen Leiter im homogenen Magnet- 
feld 59 angreifen. Die Form des Leiters sei beliebig. Man löse die Aufgabe 


a) durch unmittelbare Summierung der Kräfte und Drehmomente, die an 
den Stromelementen angreifen, 


b) mit Hilfe der Potentialfunktion. 
5 und X sind durch das magnetische Moment m auszudrücken. 


257. Man bestimme die Potentialfunktion U zweier kleiner Ströme mit den 
magnetischen Momenten m, und m,. Wie groß sind die Wechselwirkungs- 
kraft % dieser Ströme und die an ihnen angreifenden Drehmomente %? Man 
untersuche den Spezialfall m, || m;. 


258. Man zeige, daß die Kräfte, die zwischen kleinen Strömen wirken, be- 
strebt sind, die magnetischen Momente der Ströme parallel zueinander und 
zur Verbindungslinie zwischen den Zentren einzustellen. 


259. Man bestimme die Potentialfunktion u,, (je Längeneinheit) zweier 
paralleler, unendlich langer, geradliniger Ströme J, und /, sowie die Wechsel- 
wirkungskraft f zwischen ihnen. 
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260. Ein vom Strom /, durchflossener quadratischer Rahmen der Seiten- 
länge a sei so angeordnet, daß zwei seiner Seiten einem langen, geradlinigen, 
vom Strom /, durchflossenen Leiter parallel sind (Abb. 13). Man bestimme die 
am Rahmen angreifende Kraft % und das Drehmoment. % in bezug auf die 
Achse 00’. 


261. Ein vom Strom /, durchflossener Rahmen bestehe aus einem Kreis- 
bogen mit dem Winkel 2(n — ») und einer Sehne zwischen seinen beiden 
Enden (Abb. 14). Der Radius des Kreis- 
bogens seia. Senkrecht zur Rahmenebene 
führe durch den Kreismittelpunkt ein lan- 
ger geradliniger Leiter mit dem Strom /,. 
Man bestimme das Drehmoment ®%, das 
am Rahmen angreift. 


Abk. 13 Abb. 14 


262. Innerhalb eines dünnen leitenden Zylindermantels mit dem Radius 5 
befinde sich ein koaxialer Leiter mit dem Radius a und der Permeabilität u,. 
Im Raum zwischen Leiter und Zylindermantel befinde sich Materie mit der 
Permeabilität u. Man bestimme den Selbstinduktionskoeffizienten L je Längen- 
einheit dieser Leitung. 


263. Eine Leitung bestehe aus zwei koaxialen dünnen Zylindermänteln mit 
den Radien a und 5 (a<- b). Im Raum zwischen ihnen befinde sich ein Stoff 
mit der Permeabilität #. Man bestimme den Selbstinduktionskoeffizienten Z 
je Längeneinheit. 


264. Ein langer geradliniger Leiter und ein Ring mit dem Radius «a liegen in 
einer Ebene. Der Abstand zwischen dem Ringmittelpunkt und dem Leiter 
seib. Man bestimme den Wechselinduktionskoeffizienten Z, , und die Wechsel- 
wirkungskraft F, wenn die Stromstärke im Leiter /, und im Ring 7, ist. 


265*. Zwei dünne Ringe mit den Radien «a und b seien so angeordnet, daß 
ihre Ebenen senkrecht auf der Verbindungslinie der Ringmittelpunkte mit der 
Länge ! stehen. Man bestimme den Wechselinduktionskoeffizienten L,, und 
drücke ihn durch elliptische Integrale aus. Man untersuche insbesondere den 
Grenzfalll>a,b. 


266. Man bestimme die Wechselwirkungskraft F zwischen den beiden Ring- 
strömen der vorigen Aufgabe. 
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267. Man bestimme den Selbstinduktionskoeffizienten L je Längeneinheit 
einer unendlich langen, dicht gewickelten Zylinderspule mit beliebigem (nicht 
unbedingt kreisförmigem) Querschnitt. Die Querschnittsfläche sei 8, die Win- 
dungszahl je Längeneinheit n. 

268. Man bestimme den Selbstinduktionskoeffizienten L einer Spule end- 
licher Länge A mit dem Radius a (k > a) bis auf Terme a/h genau. Der in der 
Wicklung fließende Strom ist durch den äquivalenten Oberflächenstrom zu 
ersetzen. 

269. Man berechne den Selbstinduktionskoeffizienten Z einer Toroidspule. 
Der Radius des Toroids sei db, die Windungszahl N, und der Querschnitt des 
'Toroids sei ein Kreis mit dem Radius a. Wie groß ist der Selbstinduktions- 
koeffizient je Längeneinheit der Spule im Grenzfall b — oo(N/b = const)? Man 
löse dieselbe Aufgabe für eine Toroidspule, deren: Querschnitt ein Rechteck 
mit den Seitenlängen a und # ist. 


270. Man bestimme den Selbstinduktionskoeffizienten L einer Doppel- 
leitung, die aus zwei geradlinigen parallelen Leitern mit den Radien a und 5 
im Abstand A besteht. In den Leitern sollen Ströme derselben Größe / in ent- 
gegengesetzten Richtungen fließen. 


271”. Man zeige, daß der Selbstinduktionskoeffizient eines dünnen geschlos- 
senen Leiters mit kreisförmigem Quer- 
schnitt näherungsweise in der Form!) 


Kol 
2 


geschrieben werden kann, wobei u, die 
Permeabilität des Leiters, ! seine Länge 
und 2’ den Wechselinduktionskoeffi- Abb. 15 

zienten zweier linearer Kreise bedeuten. 

Einer der Kreise stimmt mit der Achse des betrachteten quasilinearen Leiters 
und der andere mit der Linie überein, auf der sich eine beliebige, von der Achse 
ausgehende geschlossene Fläche S mit der Leiteroberfläche schneidet (Abb. 15). 


272. Man bestimme den Selbstinduktionskoeffizienten Z eines dünnen Draht- 
rings mit dem Radius b. Der Radius des Leiters sei a <b. 
Hinweis: Man benutze die in der vorigen Aufgabe bestimmte Formel. 


273. Man bestimme den Wechselinduktionskoeffizienten Z, , zweier paralleler 
Strecken der Länge a, die sich im Abstand 7 voneinander befinden und zwei 
Seiten eines Rechtecks darstellen.?) 


u REDE, 


!) Man kann den ersten und den zweiten Term des Ausdrucks für L als inneren bzw. 
äußeren Selbstinduktionskoeffizienten bezeichnen, da diese Terme die innerhalb bzw. 
außerhalb des Leiters enthaltene magnetische Energie bestimmen. 

2) Der gesuchte Wechselinduktionskoeffizient hat hier keine unmittelbare physikalische 
Bedeutung, da die Ströme nicht geschlossen sein können. Mit seiner Hilfe kann man jedoch 
leicht die Induktivität geschlossener Kreise ausdrücken, die parallele geradlinige Teile 
enthalten (vgl. die Aufgaben 274 und 275). 
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274. Man bestimme den Wechselinduktionskoeffizienten L,, zweier gleicher 
Quadrate der Seitenlänge «a, die sich im Abstand: ! voneinander befinden und 
mit zwei gegenüberliegenden Begrenzungsflächen eines rechtwinkligen Parallel- 
epipeds übereinstimmen. Wie groß ist die Wechselwirkungskraft F zwischen 
ihnen, wenn im ganzen Raum u = 1 gesetzt wird? 


275. Man bestimme den Selbstinduktionskoeffizienten ZL eines Drahtes in 
Form eines Quadrates der Seitenlänge b. Der Radius des Leiters sei a <b5, 
die Permeabilität im umgebenden Raum u, und im Leiter sei w„=1. 

Hinweis: Man benutze die Gleichungen der Aufgaben 271 und 273. 


276. Man bestimme das magnetische Moment m einer geladenen Kugel, die 
um einen ihrer Durchmesser rotiert. Zu untersuchen sind die Fälle homogener 
Volumen- und homogener Oberflächenladung. 


277*. Die Stromdichte, die im Wasserstoffatom durch das magnetische 
Moment des Elektronenspins hervorgerufen wird, wird durch die Funktion 


| = erot[g(r) a] 


bestimmt, wobei a einen konstanten Vektor, c die Lichtgeschwindigkeit und o 

die räumliche Dichte der Ladungsverteilung im Atom bedeuten; o hängt nur 

vom Absolutbetrag des Radiusvektors t ab und wird für r — oo Null. Man 

zeige, daß das Magnetfeld im Koordinatenursprung gleich —®/,rr o(0) a ist. 
Hinweis: Man benutze die Ergebnisse der Aufgabe 32. 


278. Die magnetostatische Aufgabe der Bestimmung eines Feldes, das in 
einem inhomogenen nichtferromagnetischen Medium durch vorgegebene Ströme 
hervorgerufen wird, ist auf ein elektrostatisches Problem zurückzuführen. Dazu 
ist das Magnetfeld als Summe zweier Felder darzustellen: 


9=-r9 
wobei 9, das ‚primäre‘ Feld, das dieselbe Stromverteilung im Vakuum hervor- 
rufen würde, und 9’ das Feld, das durch die Anwesenheit von Magnetika ver- 
ursacht wird, bedeuten. Für 9’ ist das skalare Potential y einzuführen. Die 
Bestimmungsgleichung sowie die Grenzbedingungen für y sind anzugeben. 


279. Ein Stromkreis liege in der Trennebene zweier Medien mit den Perme- 
abilitäten u, und u4,. Man bestimme die magnetische Feldstärke im ganzen Raum 
unter der Annahme, daß das Feld, welches der Kreis im Vakuum hervorruft, 
bekannt ist. 


280. Ein unendlich langer geradliniger Leiter mit dem Strom I sei parallel 
zur Trennebene zweier Medien mit den Permeabilitäten u, und u, angeordnet. 
Der Abstand zwischen Leiter und Trennebene seia@. Man bestimme das Magnet- 
feld. 

Hinweis: Man benutze die bereits bei elektrostatischen Problemen an- 
gewandte Methode der elektrischen ‚Bilder (Kap. 3). 

281. In ein homogenes Magnetfeld 9, werde eine Kugel mit dem Radius a 
und der Permeabilität u gebracht. Man berechne das resultierende Feld 9, das 
induzierte magnetische Moment m und die Stromdichte iy.ı, die der Magneti- 
sierung der Kugel äquivalent sind. 
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282*. Eine anisotrope nichtferromagnetische Kugel werde in ein homogenes 
Magnetfeld gebracht. Man bestimme das resultierende Feld 9 und das an der 
Kugel angreifende Drehmoment N. 


283. Ein unendlich langer Hohlzylinder mit dem Innenradius a und dem 
Außenradius 5 befinde sich in einem äußeren homogenen Magnetfeld 9,, das 
auf seiner Achse senkrecht stehe. Die Permeabilität des Zylinders sei u, und 
die des umgebenden Raumes u,. Man bestimme die magnetische Feldstärke 7 
im Hohlraum. Insbesondere ist der Fall u, > u, zu untersuchen. 


284. Eine Hohlkugel mit dem Innenradius «a und dem Außenradius 5b be- 
finde sich in einem äußeren homogenen Magnetfeld 9,. Die Permeabilität der 
Hohlkugel sei u, und die des umgebenden Raumes u,. Man berechne das 
Feld Z im Hohlraum und betrachte insbesondere den Fall u, > Us- 


285. Ein unendlich langer Leiter mit dem Radius a und der Permeabilität u, 
befinde sich in einem äußeren homogenen transversalen Feld 9, in einem 
Medium mit der Permeabilität u,. Im Leiter fließe der Gleichstrom /. Man 
bestimme das resultierende Magnetfeld innerhalb und außerhalb des Leiters. 


286. In einem begrenzten Gebiet sei die Magnetisierungsverteilung M (rt) vor- 
gegeben. Man bestimme das skalare Potential y und das Vektorpotential U, 
die von dieser Verteilung hervorgerufen werden. Durch direkte Rechnung ist 
zu zeigen, daß die Vektoren 8 = rot 9 und 9 = — grad y durch die Beziehung 
BB = H-+4nrM miteinander zusammenhängen. 


287. Ein Körper beliebiger Form sei gleichmäßig magnetisiert. Man zeige, 
daß das skalare Potential des Magnetfeldes, das durch diesen Körper erzeugt 
wird, in der Form y = — WI gradgp geschrieben werden kann, wobei DW die 
Magnetisierung und @ das elektrostatische Potential eines gleichmäßig (mit 
der Dichte o = 1) geladenen Körpers derselben Form und Größe bedeuten. 


288. Ein geradliniger Leiter mit dem Strom I! sei im Abstand 5 parallel zu 
einem unendlich langen Kreiszylinder angeordnet. Der Radius des Zylinders 
seia << b, die Permeabilität sei u. Man bestimme die Wechselwirkungskraft f 
je Längeneinheit.?) 

Hinweis: Man wende die Methode der Bilder an. 

289. Ein geradliniger Leiter mit dem Strom / sei in einem unendlich langen 
zylinderförmigen Hohlraum vom Radius a angeordnet, der von einem homo- 
genen Magnetikum umgeben sei. Der Leiter sei der Zylinderachse parallel und 
besitze den Abstand 5 von ihr. Die Permeabilität des Magnetikums sei u. Man 
bestimme die Wechselwirkungskraft f je Längeneinheit. 

290. Der Strom J/ fließe durch einen geradlinigen Leiter, der auf der 2-Achse 
liege. Von dieser Achse gehen fächerförmig drei Halbebenen aus, die die Win- 
kel &,, &, & miteinander einschließen (&) +& 4%, =2n). Die Räume 
zwischen den Halbebenen seien mit homogenen Magnetika der Permeabili- 
täten u], Ua bzw. u; ausgefüllt. Man berechne das Magnetfeld 9; =1,2,3) 
für jedes Raumgebiet. 


!) Aus den Ergebnissen der Aufgaben 280 und 288 erhält man leicht die Lösung elektro- 
statischer Probleme zur Bestimmung des von einem geladenen Draht erzeugten Feldes. 
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291*. Man bestimme das Feld eines gleichförmig magnetisierten permanenten 
Kugelmagneten. Die Permeabilität des Magneten sei u, und die des umgeben- 
den Mediums us. 

292*,. Man berechne das Feld, das durch einen unendlich langen Zylinder mit 
dem Radius a bei homogener Magnetisierung erzeugt wird. Der Magneti- 
sierungsvektor I, stehe senkrecht auf der Zylinderachse. Die Permeabilität 
des Zylinders sei u, und die des umgebenden Mediums uz. 


293. Eine gleichmäßig magnetisierte Kugel (idealisiertes Ferromagnetikum) 
werde in ein äußeres homogenes Magnetfeld 9, gebracht. Man bestimme das 
resultierende Feld und das Drehmoment X, das an der Kugel angreift. Die 
Permeabilität der Kugel sei u, die des Außengebietes u =1. 


294. Ein kleiner permanenter Magnet mit dem Moment m befinde sich im 
Vakuum in der Nähe der Grenzebene eines Stoffes mit der Permeabilität u. 
Man bestimme die an dem Magneten angreifende Kraft F und das Dreh- 
moment N. 

Hinweis: Man wende die Methode der Bilder an. 


295. Ein Ellipsoid aus einem magnetischen Material mit der Permeabilität u 
werde in ein homogenes Magnetfeld 9, gebracht. Man berechne das innere Feld 
und das magnetische Moment des Ellipsoids. 


296*. Ein Ellipsoid aus einem anisotropen Material mit der Permeabilität u;x 
werde in ein äußeres homogenes Magnetfeld 9, gebracht. Man bestimme das 
innere Magnetfeld 9, im Ellipsoid. 
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6. ELEKTRISCHE UND MAGNETISCHE .EIGENSCHAFTEN 
DER MATERIE 


6.1. Polarisation im statischen Feld 


Der Polarisationsvektor ® (elektrisches Dipolmoment der Volumeneinheit) 
ist im allgemeinen eine nichtlineare Funktion des elektrischen Feldes &. Für 
die Mehrzahl der isotropen Dielektrika ist ® in schwachen Feldern der Feld- 
stärke proportional: Ba. 6) 


Die dielektrische Suszeptibilität x, auch Polarisierbarkeit genannt, wird durch. 
die Eigenschaften der Dielektrika bestimmt und hängt im allgemeinen von 
der Temperatur ab. Die Dielektrizitätskonstante hängt mit der dielektrischen 
Suszeptibilität durch die Beziehung 


e=1+4na (6.2) 
zusammen. Für alle Stoffe in einem statischen elektrischen Feld gilt x > 0, 
d.h. e> 1. Für anisotrope Dielektrika sind e und & Tensoren zweiter Stufe. 


Im Falle genügend verdünnter Stoffe (Gase) ist die Polarisierbarkeit x des 
Dielektrikums der Teilchenzahl N in der Volumeneinheit proportional: 


«=Nß, e=1+4nNß. (6.3) 
Dabei bedeutet ß die mittlere Polarisierbarkeit eines Moleküls. Dieses Ergebnis 
folgt unter der Annahme, daß das auf ein Molekül wirkende Feld & gleich dem. 


mittleren Feld & ist. Im Falle dichter Materie muß man den Unterschied dieser 
Felder berücksichtigen. Für Dielektrika, deren Moleküle nichtpolar sind (d.h., 
die bei Abwesenheit eines äußeren Feldes kein konstantes Dipolmoment be- 
sitzen), gilt 


— 4 
E=6&+ — B. (6.4) 
Das hat zur Folge, daß die Gleichungen (6.3) durch 
N — 1 
zZ E ’ 12: T e N‘ 
een 


ersetzt werden. Die letzte Beziehung und die Gleichung (6.4) werden als LORENZ- 
LoRENTZsche Gleichungen bezeichnet. 

Der Magnetisierungsvektor M (magnetisches Dipolmoment der Volumen- 
einheit) ist bei vielen Stoffen der magnetischen Feldstärke proportional: 


| 
M=r15- 8. (6.5) 
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Die magnetische Permeabilität u und die magnetische Suszeptibilität x wer- 
den durch die Eigenschaften der Stoffe und die Temperatur bestimmt. Zum 
Unterschied von der dielektrischen Suszeptibilität kann die magnetische 
Suszeptibilität sowohl positiv als auch negativ sein. Stoffe mit y > 0 bezeich- 
net man als Paramagnetika, solche mit y< 0 als Diamagnetika. Für Ferro- 
magnetika ist der Zusammenhang zwischen Wt und 9 nichtlinear und nicht 
eindeutig. 

Bei der Lösung einiger Aufgaben dieses Abschnitts muß neben Gleichungen 
der Mechanik und Elektrodynamik die BOLTZMAnNsche Formel benutzt wer- 
den, deren Herleitung in den Lehrbüchern über statistische Physik zu finden 
ist. Sie beschreibt die Verteilung der Konzentration nichtwechselwirkender 
Teilchen, die sich in einem äußeren Potentialfeld befinden: 


AN (q) = Ce-U@pIkT Ay. (6.6) 


Dabei bedeuten U (g;) die potentielle Energie eines Teilchens im äußeren Feld, 
g; die verallgemeinerten Koordinaten, die die Lage und Orientierung der Teil- 
chen charakterisieren, dV das Volumenelement im Raum der entsprechenden 
verallgemeinerten Koordinaten, AN (g;) die Teilchenzahlim Volumenelement dV, 
k = 1,38 - 10-!° erg grd-! die BoOLTZMANN-Konstante, 7 die absolute Tempe- 
ratur und (Ü eine Normierungskonstante, die durch die Normierungsbedingung 


[ar 2. (6.7) 


bestimmt wird, wobei N, die Gesamtzahl der Teilchen im System ist und das 
Integral über das vom System eingenommene Volumen zu erstrecken ist. 

Wählt man als verallgemeinerte Koordinaten die Polarwinkel 9, zur 
Orientierung der Molekülachse, so lautet das Volumenelement 


da =sin®ddda. 


Aufgaben: 


297. Die Dichte der Elektronenwolke im Wasserstoffatom wird durch die 
Funktion 
ey 


m -2 7/0 
e(r) a 
beschrieben, wobei e, die Elementarladung und a, eine Konstante bedeuten. 
Man berechne die Polarisierbarkeit 8 des Atoms im schwachen Magnetfeld 
unter Vernachlässigung der Deformation der Elektronenwolke. Wie ändert sich 
die Polarisierbarkeit, wenn man annimmt, daß die Elektronenwolke innerhalb 
der Kugel mit dem Radius a, konstante Dichte besitzt? 

298. Ein Atom mit kugelsymmetrischer Ladungsverteilung befinde sich im 
homogenen Magnetfeld 9. Man zeige, daß das durch den diamagnetischen 
Strom hervorgerufene Zusatzfeld in der Nähe des Kerns 


419-2, 90) 


3m c? 2 


5* 
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ist, wobei g(0) das elektrostatische Potential bedeutet, das durch die Elek- 
tronen des Atoms in der Nähe des Kerns erzeugt wird, und e und m Ladung 
bzw. Masse des Elektrons sind. 


299*,. Ein Molekül bestehe aus zwei kugelsymmetrischen Atomen mit den 
Polarisierbarkeiten B’ und P’” im Abstand a voneinander. Man bestimme den 
Polarisierbarkeitstensor für das Molekül unter der Annahme, daß die Atom- 
radien klein gegen «a sind. Insbesondere ist der Fall 8° = ß’’ zu untersuchen. 


300. Vom Energieerhaltungssatz ausgehend, ist zu zeigen, daß der Polarisier- 
barkeitstensor eines Moleküls in einem konstanten Feld symmetrisch ist. 


301. Ein Dielektrikum bestehe aus gleichen Molekülen, die bei Abwesenheit 
eines äußeren Feldes keine Dipolmomente besitzen. Der Polarisierbarkeits- 
tensor ß;, eines einzelnen Moleküls sei bekannt. Man bestimme die dielek- 
trische Suszeptibilität & des Dielektrikums und untersuche zwei Fälle: 

a) alle Moleküle haben gleiche Orientierung, 

b) die Molekülorientierungen seien ungeordnet.!) 

Die Abweichung des auf das Molekül wirkenden Feldes vom mittleren Feld 
ist mit Hilfe der LORENZ-LORENTzZschen Gleichung zu berücksichtigen. 


302*. Ist die Polarisierbarkeit eines Moleküls in verschiedenen Richtungen 
unterschiedlich, so hängt die Wechselwirkungsenergie des Moleküls mit einem 
äußeren Feld von seiner Orientierung ab. Daher wird neben dem Deforma- 
tionsmechanismus der Polarisation der Orientierungsmechanismus wirksam, 
obwohl das Molekül kein permanentes elektrisches Moment besitzt. Das hat 
zur Folge, daß die Dielektrizitätskonstante eines Stoffes, der aus ungeordnet 
orientierten, nichtpolaren Molekülen besteht, von der Temperatur abhängt. 
Man untersuche diesen Effekt am Beispiel eines zweiatomigen Gases, das sich 
in einem schwachen konstanten elektrischen Feld befindet. Man berechne die 
dielektrische Suszeptibilität x des Dielektrikums. Die longitudinale Polari- 
sierbarkeit eines Gasmoleküls sei ß,, die transversale ß,. 


303. Zwei Moleküle in einem Gas sollen die Dipolmomente 7, und », be- 
sitzen und den gegenseitigen Abstand R haben. Ihre Orientierungen ändern 
sich durch Stöße mit anderen Molekülen; die Wahrscheinlichkeit einer vor- 
gegebenen gegenseitigen Orientierung wird durch die BoLTzmAannsche Formel 
(6.6) bestimmt, in der U die Wechselwirkungsenergie der beiden Dipole be- 
deutet. Nimmt man die Bedingung U < kT als erfüllt an, so kann man zeigen, 
daß die Energie U, über die BoLTzMAnNN-Verteilung gemittelt,?) die Form 


2p1 P3 
De 
a 3ETRS 


!t) Der Falla) kann nur in amorphen und kristallinen Festkörpern, der Fall b) in Gasen, 
Flüssigkeiten und Festkörpern vorliegen. Man muß jedoch beachten, daß ein Festkörper 
im Unterschied zu einem Gas ein einheitliches System stark miteinander wechselwirken- 
der Teilchen darstellt. Die Vorstellung einzelner Moleküle innerhalb eines Festkörpers wird 
sich. deshalb häufig als sinnlos erweisen. 

2) Bei der Mittelung über die Richtungen der Dipolmomente in den Aufgaben 303 
und 304 benutze man die Gleichungen, die in der Lösung zu Aufgabe 32 angegeben sind. 
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304. Ein Molekül mit dem elektrischen Dipolmoment p stehe mit einem 
nichtpolaren Molekül der Polarisierbarkeit ß in Wechselwirkung. Man zeige, 
daß die Wechselwirkungsenergie, über die möglichen Orientierungen des Di- 
polmoments gemittelt,!) die Form 


UR) = — = 


hat, wobei R den Abstand zwischen den Molekülen bedeutet. 


305°. In einem Dielektrikum, das sich in einem statischen elektrischen Feld 
befindet, gibt es im allgemeinen neben dem Dipolmoment (dem Polarisations- 
vektor %) auch Momente höherer Ordnung. Man bestimme die Dichte der 
Volumen- und Oberflächenladungen, die der Quadrupolpolarisation Q;, äqui- 
valent sind (9; sind die Komponenten des Quadrupolmoments je Volumen- 
einheit des Dielektrikums). 


306. Die Dielektrizitätskonstante polarer Stoffe, für die die LORENZ-LORENTZ- 
sche Gleichung nicht gilt, kann mit Hilfe der folgenden, auf OnsAGER zurück- 
gehenden Näherungsmethode berechnet werden. 

Wir betrachten eine kleine Kugel, in der nur ein Molekül Platz findet. Es 
wird angenommen, daß sich außerhalb dieser Kugel ein homogenes Dielektri- 
kum mit der Dielektrizitätskonstanten e befindet, innerhalb der Kugel Vakuum 
herrscht und das Feld hier mit dem effektiven Feld übereinstimmt, das auf 
das Molekül wirkt. Dieses Feld wird durch Lösung der makroskopischen elektro- 
statischen Gleichungen bestimmt. Man berechne nach dem angegebenen Ver- 
fahren den Zusammenhang zwischen der Dielektrizitätskonstanten e des Stoffes 
und der Polarisierbarkeit ß seiner Moleküle. 


307*. Ein System bestehe aus Teilchen der Ladung e und der Masse m, von 
denen sich jedes in festem Abstand a von einem bestimmten (seinem eigenen) 
Zentrum bewegt. Das System befinde sich in einem Magnetfeld im Zustand 
des statistischen Gleichgewichts. Man zeige, daß die gesamte magnetische 
Suszeptibilität dieses Systems Null ist. 


308*. Ein ionisiertes Gas besteht aus Ionen (Ladung Ze, mittlere Konzen- 
tration N,) und Elektronen (Ladung — e, mittlere Konzentration n,). Das Gas 
sei insgesamt elektrisch neutral, d.h., es gelte ZN, = n,, und befinde sich im 
Zustand des statistischen Gleichgewichts mit der Temperatur 7. Unter der 
Annahme, daß das Gas durch die klassische Statistik beschrieben werden kann 
und daß die Wechselwirkungsenergie der Teilchen klein gegen die thermische 
Energie kT ist, bestimme man die Verteilung der Ladungsdichte in der Nähe 
eines einzelnen Ions. 

309. Eine unendlich ausgedehnte, durch die Ebenen z=hunde= —h 
begrenzte leitende Platte befinde sich in einem statischen homogenen trans- 
versalen elektrischen Feld Z,. Die Platte sei insgesamt elektrisch neutral, die 
mittlere Konzentration der ‚freien‘ Ladungen sei N,, und die Dielektrizitäts- 
konstante sei. 2. Unter der Annahme, daß die Könzentrationsänderung unter 


2 


1) Bei der Mittelung über die Richtungen der Dipolmomente in den Aufgaben 303 
und 304 benutze man die Gleichungen, die in der Lösung zu Aufgabe 32 angegeben sind. 
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der Wirkung eines angelegten Feldes klein ist (IN — N,| < N,), bestimme 
man die Feldverteilung innerhalb der Platte und die Dicke der Schicht, in der 
die ‚„Oberflächen‘ladung konzentriert ist. 


310. Zwischen zwei bei x —=h und <= —h befindlichen unendlich aus- 
gedehnten Elektroden, an denen die Potentialdifferenz 2, liege, befinde sich 
eine Elektrolytschicht. Der Elektrolyt bestehe aus zwei Sorten von. Ionen mit 
den Ladungen —+e und —e, deren mittlere Konzentration bei Abwesenheit 
eines äußeren Feldes N, sei. Die Dielektrizitätskonstante des Elektrolyten 
seie. Man bestimme die Potentialverteilung zwischen den Elektroden. 

Hinweis: Man benutze den Lösungsweg der Aufgabe 308. 


6.2. Polarisation im zeitlich veränderlichen Feld 


Im Falle eines zeitlich veränderlichen elektromagnetischen Feldes hängt die 
dielektrische Verschiebung zur Zeit t von den Feldgrößen zu allen vorher- 
gehenden Zeitpunkten ab: 


a)= EM + [ie -w sw den (6.8) 


Dabei ist f(£ — u) eine Funktion, die durch die Eigenschaften des Mediums 
bestimmt werden kann. (Eine ähnliche Gleichung gilt für die magnetischen 
Größen.) Die direkte Proportionalität zwischen Induktion und Feldstärke bleibt 
nur für die FOURIER-Komponenten dieser Vektoren erhalten (d.h. für die Fel- 
der, die harmonisch von der Zeit abhängen): 


2,=e(0) &,; Bu = lo) Do- (6.9) 


Die Dielektrizitätskonstante e und die Permeabilität u werden Funktionen 
der Feldfrequenz. Um die Frequenzabhängigkeit dieser Größen berechnen zu 
können, muß man bestimmte Voraussetzungen über die Elektronenstruktur 
der Materie, vor allem der Atome und Moleküle, machen. Eine strenge Theorie 
der Polarisation kann nur auf der Grundlage der Quantenmechanik entwickelt 
werden, da die klassische Mechanik und die Elektrodynamik nicht in der Lage 
sind, den Aufbau der Materie zu erklären. Die klassische Theorie gestattet es 
jedoch, mit dem Oszillatormodell des Atoms eine Reihe wichtiger qualitativer 
Schlußfolgerungen über das Verhalten der Materie in einem zeitlich veränder- 
lichen Feld zu erhalten. Nach diesem Modell befindet sich ein Elektron im 
Atom unter der Wirkung der elastischen Kraft 


= —kr, (6.10) 


wobei ı den Abstand zum Anziehungszentrum (Kern) und k eine Konstante 
bedeuten. Um die Dissipation der elektromagnetischen Energie zu berück- 
sichtigen, muß man auch die am Elektron angreifende ‚„Beibungskraft‘“ ein- 
führen, die der Geschwindigkeit des Elektrons proportional ist: 


nt. (6.11) 
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Die Dielektrizitätskonstante eines aus Oszillatoratomen bestehenden Stoffes 
ist [9] 
@p 


less en 6.12 
mit 
Are: N P N 
ee 


wobei N die Zahl der Atome je Volumeneinheit und e und m Ladung bzw. 
Masse des Elektrons bedeuten. 

Abb. 16 zeigt qualitativ die Abhängigkeit des Realteils e’ und des Imaginär- 
teils &’’ der Dielektrizitätskonstanten e von w. Der Imaginärteil e”, der die 
Absorption der elektromagnetischen Energie bestimmt, ist nur in der Nähe der 
Eigenfrequenz ®, der Oszillatorschwingungen 
im Medium merklich von Null verschieden. Im 
Gebiet der Frequenzen in der Nähe von w, 
nimmt &’ mit wachsendem & ab (anomale Di- 
spersion). Im übrigen Frequenzbereich nimmt e’ 
mit wachsendem & zu (normale Dispersion). 

Die quantenmechanische Betrachtung führt 
zu einer ähnlichen Beziehung: 


E(®) =1+0 3; fi 


WR — 1y@ 


& € u 


(6.13) 


Abb. 16 Dabei bedeuten w,, f;, w; und y; Konstanten. 


Aufgaben: 

3ll. Ein künstliches Dielektrikum bestehe aus gleichen, ungeordnet im 
Vakuum verteilten, ideal leitenden Metallkugeln mit dem Radius a. Die mitt- 
lere Zahl der Kugeln in der Volumeneinheit sei N. In diesem Medium breite 
sich eine elektromagnetische Welle aus. Unter Vernachlässigung des Unter- 
schiedes zwischen dem Feld, das auf jede Kugel wirkt, und dem mittleren 
Feld sind die Dielektrizitätskonstante e und die magnetische Permeabilität u 
dieses künstlichen Dielektrikums zu bestimmen. Unter welchen Bedingungen 
kann man es als dichtes Medium auffassen? 

Hinweis: Die elektrische und die magnetische Polarisierbarkeit einer ideal 
leitenden Kugel werden in den Aufgaben 151 und 377 berechnet. 

312*,. Man bestimme die Dielektrizitätskonstante eines leitenden Mediums 
unter der Annahme, daß die Ionen nicht beweglich sind und der Einfluß der 
gebundenen Elektronen vernachlässigbar klein ist. Die Energiedissipation ist 
durch Einführung der ‚Reibungskraft“ — nt, die auf die Elektronen der Kon- 
zentration N wirkt, zu berücksichtigen. Wie lautet die Beziehung zwischen 
dem Koeffizienten n und der spezifischen Leitfähigkeit? 


313*. Ein gasförmiges Dielektrikum, das sich im Zustand des statistischen 
Gleichgewichts mit der Temperatur 7 befinde, bestehe aus Molekülen der 
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Konzentration N; die Hauptwerte des Polarisierbarkeitstensors seien B® —= ß 
und $® = $® = ß’ (ß und ß’ hängen von der Frequenz w ab). Es unterliege 
dem Einfluß eines statischen homogenen elektrischen Feldes &,. Man bestimme 
den dielektrischen Tensor des Dielektrikums für das harmonisch von der Zeit 
abhängende elektrische Feld €(t) = E,e”'®! unter der Annahme 4, <#.- 


314. Ein gasförmiges Dielektrikum bestehe aus polaren Molekülen, deren 
elektrisches Dipolmoment bei Abwesenheit eines äußeren Feldes gleich 9, sei. 
Die Hauptwerte des Polarisierbarkeitstensors des Moleküls im zeitlich ver- 
änderlichen Feld seien ß® = ß und P® = $ß® = ß’, wobei die x,-Achse die 
Richtung von p, habe. Am Dielektrikum greifen ein konstantes elektrisches 
Feld &, und ein zeitlich veränderliches Feld &(t) = E,e”!*! an. Unter Ver- 
nachlässigung der orientierenden Wirkung des veränderlichen Feldes und des 
Orientierungseffektes, der mit der anisotropen Polarisierbarkeit eines Moleküls 
im konstanten Feld zusammenhängt, bestimme man den dielektrischen Tensor 
für veränderliches Feld. Die Temperatur sei T und die Konzentration der 
Teilchen N. 


315*. Ein System von Ladungen (Molekülen) befinde sich in einem Magnet- 
feld, das sich nach einem harmonischen Gesetz ändert. Man zeige, daß sein 
Polarisierbarkeitstensor der Bedingung ß;r = Pr; genügt, wenn im System 
keine Dissipation elektromagnetischer Energie stattfindet. 

Hinweis: Bei der Berechnung der infinitesimalen Arbeit ist die Formel (7.7) 
zu benutzen. | 


316. Man zeige: Ist der Tensor ß;, hermitesch, so kann er bei geeigneter 
Wahl der Koordinatenachsen in der Form 


Bir = PV dir + Fein 9ı 


geschrieben werden, wobei e;,, der antisymmetrische Einheitstensor dritter 
Stufe ist (zu seiner Definition s. Aufgabe 24) und g einen reellen Vektor be- 
deutet (Gyrationsvektor).!) | 


317. Man bestimme die Polarisierbarkeit ß;, eines Atoms im Feld einer 
ebenen monochromatischen Welle bei Anwesenheit eines schwachen äußeren 
konstanten Magnetfeldes S,. Vom Modell des elastisch gebundenen Elektrons 
ausgehend, wende man die Methode der sukzessiven Näherungen an. Die 
Wirkung des Magnetfeldes der ebenen Welle und die Verluste elektromagneti- 
scher Energie sind zu vernachlässigen. Man gebe den Gyrationsvektor g an. 


318. Mit dem Oszillatormodell des Atoms bestimme man den dielektrischen 
Tensor &;.(®) eines Dielektrikums, das in der Volumeneinheit N Atome ent- 
hält und sich in einem konstanten Magnetfeld 9, beliebiger Größe befindet. 
Die Dissipation elektromagnetischer Energie und die Wirkung des Magnet- 
feldes der ebenen Welle sind zu vernachlässigen. Unter welcher Bedingung geht 
die exakte Lösung in die Näherungslösung der vorigen Aufgabe über? 


!) Medien, in denen der Gyrationsvektor von Null verschieden ist, bezeichnet man als: 
gyrotrop. Die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in gyrotropen Medien wird im Ab- 
schnitt 8.3. betrachtet. 
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Hinweis: Bei der Integration der Bewegungsgleichung des Elektrons gehe 
man zu den zyklischen Koordinaten 


1 
an =? 


über. 


319*. Man bestimme den dielektrischen Tensor eines Plasmas, das sich in 
einem äußeren konstanten Magnetfeld A, befindet. Die mittlere Konzentration 
‘der Elektronen sei N. Die positiven Ionen sind als unbeweglich anzunehmen 
und die Energieverluste durch Einführung der ‚„Reibungskraft‘‘ —ni zu be- 
rücksichtigen. 


320. In dem in der vorigen Aufgabe beschriebenen Plasma bestehe ein sta- 
tisches elektrisches Feld &. Man bestimme den Zusammenhang zwischen der 
Stromdichte | und & in der bezüglich 7, linearen Näherung. Wie lautet der 
Tensor der elektrischen Leitfähigkeit? 

Hinweis: Die Bewegungsgleichung des Elektrons ist mit der Methode der 
sukzessiven Näherungen zu lösen. 


321*. Man bestimme die Dielektrizitätskonstante eines ionisierten Gases in 
einem konstanten Magnetfeld unter Berücksichtigung der Bewegung der 
positiven Ionen und unter der Annahme, daß die Masse des lons groß gegen 
die Masse des Elektrons ist. Die Abhängigkeit der Dielektrizitätskonstanten 
von w ist zu untersuchen und mit dem Fall zu vergleichen, daß die Ionen als 
unbeweglich angenommen werden. Die Konzentration der Ionen und Elek- 
tronen sei N. 

Hinweis: Man betrachte das System der Bewegungsgleichungen von Elek- 
tron und Ion und berücksichtige, daß am Elektron die ‚„Reibungskraft‘ 


—n(E— NR) und am Ion die ‚„Reibungskraft“ —n(R — ti) angreift, wobei ı 
und A die Radiusvektoren von Elektron bzw. Ion sind. 

322. In einem unbegrenzten homogenen Medium existiere nur eine aus- 
gezeichnete Richtung (z.B. die eines äußeren Feldes). Ferner sei 7‘, irgendein 
tensorieller Parameter dieses Mediums, z.B. die Dielektrizitätskonstante oder 
die Permeabilität. Die Tensorkomponenten 7',, müssen offenbar gegenüber 
beliebigen Drehungen des Koordinatensystems um die ausgezeichnete Rich- 
tung invariant sein. Welche Einschränkungen ergeben sich aus dieser In- 
varianzbedingung für die Form des Tensors T';,? 


323. In einigen Fällen kann die Funktion f(t), die den Zusammenhang zwi- 
schen ® und & bestimmt [s. Gleichung (6.8)], in der Form f({t) = f, e”'!” ge- 
schrieben werden, wobei f, und r Konstanten bedeuten. Man zeige, daß dann 
die Beziehung | 
u | 


e(w)=1+ 


1 —- tor 


gilt, wobei &, die statische Dielektrizitätskonstante ist. 


324°. Ausgehend von der Kausalitätsbedingung, nach der in einem Medium 
erst nach Beginn der Einwirkung eines elektrischen Feldes eine Polarisation 
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entstehen kann, ist zu zeigen, daß zwischen dem Real- und Imaginärteil der 
Dielektrizitätskonstanten e(w) = E’(®) + E’”’(®) der Zusammenhang 


1 N 4 1 / ı —_] 
ee f Se (0) = — FW 
IT :& 0 IT W — 0 


besteht (KRAMERS-KronIGsche Dispersionsbeziehungen).!) Das Symbol f be- 
zeichnet den Hauptwert des Integrals. 

Hinweis: Man betrachte die Polarisation PB(f), die im Medium unter dem 
Einfluß des Feldes &(t) = &, öft) entsteht, und benutze die Formel (A 1.17). 


325. Mit Hilfe der Kramers-Kroniıgschen Dispersionsbeziehungen (s. Auf- 
gabe 324) bestimme man den Realteil der Dielektrizitätskonstanten e’(w) aus 
dem bekannten Imaginärteil 
(, - )wr 
„ Eye 
AO) a a? 


wobei ge, und 7 Konstanten sind. 


6.3. Ferromagnetische Resonanz 


Der Ferromagnetismus kann im Rahmen klassischer Vorstellungen nicht 
konsequent erklärt werden. Die Hauptrolle spielen bei ihm die magnetischen 
Eigen- (Spin-) Momente der Elektronen und die spezifischen Wechselwirkungs- 
kräfte zwischen ihnen, die quantentheoretischen Ursprungs sind. Man kann 
jedoch einige auf den Ferromagnetismus bezügliche. Erscheinungen hinreichend 
genau auf Grund einer klassischen (genauer: quasiklassischen) "Theorie be- 
trachten. Dazu gehört auch die ferromagnetische Resonanz, die in folgendem 
besteht: 

Ein konstantes Magnetfeld, das das magnetische Moment eines Atoms oder 
einzelnen Elektrons beeinflußt, hat zur Folge, daß das magnetische Moment 
um die Feldrichtung eine LARMOR-Präzession ausführt (s. [84], 8 68 und 71). 
Diese Bewegung wird im Laufe der Zeit gedämpft, da die Energie der LARMOR- 
Präzession in Wärmeenergie übergeht. Ist das äußere Feld genügend stark, so 
orientieren sich alle elementaren magnetischen Momente in Richtung des 
äußeren Feldes. Man bezeichnet ein solches Ferromagnetikum als gesättigt und 
das magnetische Moment der Volumeneinheit als Sättigungsmagnetisierung. 
In diesem Abschnitt werden wir immer annehmen, daß das Ferromagnetikum 
bis zur Sättigung magnetisiert ist. Wirkt auf das Ferromagnetikum außer dem 


!) Für Metalle, bei denen e(w) bei = 0 einen Pol hat, lautet die zweite Beziehung 


oo 
’ 


+ 
, ı few) -1l,,. 4no 
"(W=-—t ww „ ao in 
es 


Tt 


wobei o die statische Leitfähigkeit des Metalls bedeutet. 
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konstanten ein zeitlich veränderliches Magnetfeld, das auf dem konstanten 
Feld senkrecht steht, so spielt das veränderliche Feld die Rolle einer erzwingen- 
den Kraft, die die Präzessionsbewegung aufrechterhält. Bei übereinstimmenden 
Frequenzen des äußeren Feldes und der Präzessionsbewegung kommt es zur 
ferromagnetischen Resonanz. 

Die Bewegung des Magnetisierungsvektors im Ferromagnetikum wird durch 
die LAnpAv-LirscHizsche Gleichung beschrieben [56], die mit Hilfe der fol- 
genden Überlegungen abgeleitet werden kann. Auf das magnetische Mo- 
ment m eines Teilchens (eines Atoms oder einzelnen Elektrons), das sich im 
Magnetfeld 9. befindet, wirkt das Drehmoment WR = mx Der. Dadurch 
ändert sich das mechanische Moment (der Drehimpuls) X des Teilchens nach 
dem Gesetz a8 


de 


Wie die Quantenmechanik zeigt, hängen magnetisches und mechanisches 
Moment durch die Beziehung 


—N_MX Her. (6.14) 


& 
nm=—yt, y= Be 
miteinander zusammen, wobei e, die Elementarladung, m die Masse des Elek- 
trons und ce die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bedeuten. Mit Hilfe dieser 
Beziehung erhält man durch Mittelung beider Seiten der Gleichung (6.14) über 
ein im physikalischen ’Sinne unendlich kleines Volumen die LANDAU-LirscHIz- 
sche Gleichung AM 


A — PM X Der) - (6.15) 


Dabei bedeuten M den Magnetisierungsvektor und H.r das mittlere Magnet- 
feld, das auf ein einzelnes elementares magnetisches Moment wirkt. In einem 
unbegrenzten, bis zur Sättigung magnetisierten isotropen Medium gilt [42] 


Hr = H- AM HAM, (6.16) 


wobei 9 das mittlere Magnetfeld im Medium bezeichnet und },g Konstanten 
sind. Der zweite Term (molekulares Weısssches Feld) liefert keinen Beitrag 
zur Gleichung (6.15), da M x M = 0 ist. Der dritte Term ist bei sehr starken 
räumlichen Änderungen von M von Bedeutung. In diesem Abschnitt betrach- 
ten wir keine solchen Änderungen von M und setzen daher Her = 9. 

Wenn die Verluste elektromagnetischer Energie im Medium berücksichtigt 
werden sollen, muß die Gleichung (6.15) durch einen Dissipationsterm ergänzt 
werden. Gewöhnlich wird angenommen, daßin Her ein gewisses Feld —p dM/dt 
der „‚Reibungskräfte‘‘ eingeht, das der Änderungsgeschwindigkeit der Magneti- 
sierung proportional ist. Dann lautet die Gleichung (6.15) 


AM AM 


rmx E -P (6.17) 


wobei p ein Parameter (Verlustparameter) ist. Sind die Verluste klein und das 
magnetische Gesamtfeld als Summe des konstanten Feldes 9, und des zeitlich 
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veränderlichen Feldes h(£) darstellbar, d.h. $5= 9 +h(), wobei | <ZH, 
ist, so nimmt die Gleichung (6.17) die einfachere Form [42] 


d 
HR HRME-M (6.18) 
an. Dabei gilt x, = M,/H,, ®, = py?M%lx,, während M, = |M| die Sätti- 
gungsmagnetisierung bedeutet. Die LanpAav-LirscHizsche Gleichung ist die 
Grundgleichung für alle Untersuchungen über die ferromagnetische Resonanz. 

In der Höchstfrequenztechnik finden in letzter Zeit Ferromagnetika mit 
sehr kleiner Leitfähigkeit (Ferrodielektrika, Ferrite) Anwendung. Die Aus- 
breitung elektromagnetischer Wellen in Ferriten wird in den Kapiteln 8 und 9 
betrachtet. 

Aufgaben: 

325. Wie lautet das Bewegungsgesetz für den Magnetisierungsvektor M bei 
Abwesenheit von Verlusten in einem unbegrenzten Ferritmedium, das bis zur 
Sättigung magnetisiert ist? Das Magnetfeld 9 im Medium sei statisch und 
homogen. 


327. Ausgehend von der LAnDAv-LirscHızschen Gleichung in der Form (6.18), 
löse man die vorige Aufgabe unter Berücksichtigung von Verlusten. Es wird 
angenommen, daß die Richtung von N wenig von der Richtung von 9 ver- 
schieden ist und ©, < wo, = YA, gilt. 

328*. Ein unbegrenztes ferromagnetisches Medium stehe unter dem Einfluß 
eines homogenen konstanten Feldes 9, sowie eines hochfrequenten Feldesh e-?®! 
mit d = const. Unter der Annahme A < HZ, und unter Vernachlässigung der 
Verluste bestimme man die erzwungenen Schwinsansen des Magnetisierungs- 
vektors M in der bezüglich A linearen Näherung. (Die Eigenschwingungen, d.h. 
die LARMOR-Präzession unter dem Einfluß des konstanten Feldes 9,, werden 
durch die Verluste gedämpft, die für alle realen Systeme existieren.) 


329. Mit Hilfe des Ergebnisses der vorigen Aufgabe bestimme man den Tensor 
der magnetischen Suszeptibilität y;, und der magnetischen Permeabilität u;x 
für ein HF-Feld. Die Tensorkomponenten w;, sind in Abhängigkeit vom kon- 
stanten Magnetfeld 7, für M, = 160 G = 1,6 - 10°% Vs/cm? und » = w/2r = 
— 9375 MHz (A = 3,2 . Srarhisch darzustellen. Man verfolge die Resonanzen 
in der Änderung dieser Größen und bestimme (H,)res- 


330 *. In einem unbegrenzten, bis zur Sättigung magnetisierten Ferritmedium 
gebe es außer dem konstanten Magnetfeld 7, = H, ein veränderliches, zirkular 
polarisiertes Feld (7,=hcoswt, H,=hsinwt, h = const). Man bestimme 
die exakte Lösung der LAnDAv-LirscHizschen Gleichung, die der erzwungenen 
Präzession des Vektors M mit der Frequenz w des äußeren Feldes entspricht. 
Die Energiedissipation ist zu vernachlässigen. 


331. Die Aufgabe 328 über die erzwungenen Schwingungen des Magneti- 
sierungsvektors ist unter Berücksichtigung der Verluste zu lösen. Man benutze 
die LAnpAv-LirscHizsche Gleichung in der Form (6.18). 
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332. Mit Hilfe des Ergebnisses der vorigen Aufgabe berechne man den 
Tensor w;, der magnetischen Permeabilität für ein HF-Feld und gebe die Aus- 
drücke für die Real- und Imaginärteile der Komponenten dieser Tensoren an. 
Man stelle den Real- und Imaginärteil der Tensorkomponenten der ma- 
gnetischen Permeabilität in Abhängigkeit vom konstanten Magnetfeld für 
M, = 1,86 - 10° Vs/cm?, v = o/2rn = 9375 MHz und w, = 3 - 10° s-! graphisch 
dar und bestimme das Resonanzfeld (Z,)res (d.h. die Werte von Z7,, für die die 
Imaginärteile der Komponenten des Tensors u;, maximal sind). 


333. Man bestimme die Halbwertsbreite AH, der Resonanzkurve für die 
Imaginärteile der Tensorkomponenten der Permeabilität unter der Annahme 
®.,< w. Als Halbwertsbreite der Resonanzkurve bezeichnet man den Abstand 
zwischen den beiden Ordinaten u” = Ures und u” = Uglkres- 


334*. Die Frequenz w, der LARMOR-Präzession in einer begrenzten ferro- 
magnetischen Probe in Form eines Ellipsoids ist ohne Berücksichtigung der 
Verluste zu bestimmen. Die Probe befinde sich in einem homogenen äußeren 
Feld 9,, das längs einer der Ellipsoidachsen angelegt sei. Die Abweichung des 
Magnetisierungsvektors M von der Gleichgewichtslage wird als klein angenom- 
‚men. 

Hinweis: In die LANnpAU-LirscHizsche Gleichung geht hier das innere Feld 9, 
ein, das infolge der entmagnetisierenden Wirkung der Körperform vom äußeren 
Feld 9, verschieden ist: 


Do = NEN Hyentwagn — 4nN, 1 Mı. 


Dabei beschreibt der Tensor N,, die entmagnetisierende Wirkung der Form 
(s. Aufgabe 295). 


335. Man löse die vorige Aufgabe unter Berücksichtigung der Verluste. (Es 
sind nur die Terme zu berücksichtigen, die linear bezüglich w, sind.) 


336*. Man untersuche die erzwungenen Schwingungen bei Anwesenheit von 
Verlusten in einer ellipsoidförmigen Probe. Man bestimme die Komponenteny; x 
des Tensors der magnetischen Suszeptibilität für ein HF-Feld unter der An- 
nahme, daß dessen Amplitude h klein gegen das konstante Feld 7, ist. 


337. In einigen ferromagnetischen Medien (Antiferromagnetika) setzt sich 
die resultierende Magnetisierung M aus zwei Teilen zusammen: M = WM, + M;; 
M, und M, werden durch verschiedenartige Ionen erzeugt, die im Kristall- 
gitter zwei magnetische Untergitter bilden. Im Gleichgewichtszustand sind die 
Magnetisierungsvektoren M, und M, antiparallel orientiert, so dB M = 
= |M, — M;,| gilt. Bei der Präzession im äußeren Magnetfeld wird die Anti- 
parallelität der Vektoren M, und M, gestört. Dadurch beginnt auf jeden der 
Vektoren ein molekulares Waisssches Feld zu wirken [s. Gleichung (6.16)]. 
Man bestimme die Frequenz der Eigenpräzession unter der Annahme 
A|M, — M,|> H,, wobei H, das äußere Feld und A die Konstante des. mole- 
kularen Weıssschen Feldes ist. Die Abweichungen der Vektoren WM, und M, 
von der Gleichgewichtslage werden als klein angesehen. 
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7.  QUASISTATIONÄRES ELEKTROMAGNETISCHES FELD 


7.1. Quasistationäre Erscheinungen in linearen Leitern 


Ist die Schwingungsperiode des elektromagnetischen Feldes groß gegen die 
Zeit, in der sich das Feld durch das System hindurch ausbreitet, d.h. 


T>_. o<-. (7.4) 
wobei c die Lichtgeschwindigkeit und / die lineare Ausdehnung des Systems 
bedeuten, so kann man die Endlichkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeit 
elektromagnetischer Störungen innerhalb des Systems vernachlässigen. Man 
bezeichnet diese Näherung als quasistationär.!) 

Der Strom in einem geschlossenen Kreis mit der elektromotorischen Kraft 
V‘9(t), der Kapazität C', der Induktivität Z und dem Widerstand R genügt in 
der quasistationären Näherung der Differentialgleichung 


2 
I dq 1 d’g dq 1 g = vet), (7.2) 


Zt Bere tıe 


wobei g die Ladung auf der Kondensatorbelegung bezeichnet. 
Bei harmonischer Zeitabhängigkeit der elektromotorischen Kraft, d.h. 


vol) = voe- i@t, 


und stationärem Betrieb ist der Strom der elektromotorischen Kraft pro- 
portional: 


(7.3) 


ve AH oL 
T= zZ’ Z=R+il— 7) 
Die Größe Z wird als komplexer Widerstand (Impedanz) des Kreises bezeichnet. 

Für einen verzweigten Kreis können die Differentialgleichungen, die die 
Ströme in den einzelnen Teilen bestimmen, mit Hilfe der KıircHHorrschen 
Gesetze aufgestellt werden. 

Wird in einem linearen Kreis als Ergebnis einer elektromagnetischen Induk- 
tion eine elektromotorische Kraft induziert, so kann sie mit Hilfe der FARADAY- 
schen Formel 

| SEN 2 do (7.4) 
ind — ce dt : 


!) Manchmal ergibt die quasistationäre Näherung gute Resultate, auch wenn die Be- 
dingungen (7.1) verletzt sind, z.B. in der Theorie der langen Leitungen. Näheres dazu 
findet man in [84], $ 107. | 
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berechnet werden, wobei ® den Induktionsfluß durch dsn Kreis bedeutet. 
® kann sich sowohl infolge einer Änderung des Magnetfeldes als auch durch 
Bewegung oder Deformation des Kreises ändern. Gibt es mehrere induktiv 
gekoppelte Kreise, so wird der Gesamtfluß ®; durch den :-ten Kreis durch 
die Beziehung 


l 
8; =— N Lulı (7.5) 
Ck 


ausgedrückt. Dabei bedeuten /, den Strom im k-ten Kreis, L,;, mit i =F k den 
Wechselinduktionskoeffizienten zwischen dem :-ten und dem k-ten Kreis und 
L;; = L; den Selbstinduktionskoeffizienten des :-ten Kreises. (Die Induktions- 
koeffizienten werden im Kapitel 5 behandelt.) 

Die verallgemeinerte Kraft, die an einem stromführenden Leiter im quasi- 
stationären Feld angreift, kann mit Hilfe der Gleichung 


ne) » 


berechnet werden, wobei W die magnetische Energie des Systems und g; die 
verallgemeinerte Koordinate bedeuten und die Ableitung bei festen Leiter- 
strömen genommen wird. Die magnetische Energie wird wie im statischen 
Fall durch die Ströme und die Induktionskoeffizienten ausgedrückt [s. die 
Gleichungen (5.17), (5.20)]. 

Bei der Zeitmittelung der Produkte von Größen, die sich nach dem harmo- 
nischen Gesetz | 


aea,e®: 


ändern, kann man die Beziehungen 
a2(t) = |aß, a(t) b(t) = Re(a b*) (7.7) 


benutzen. Zum Beispiel läßt sich die mittlere Wärmeabgabe in einem Strom- 
kreis mit Hilfe der Gleichung 


Q = —Re(Vo7M) =; |TPRez (7.8) 


berechnen. 


Aufgaben: 

338. Eine kreisförmige Drahtschleife mit dem Radius a befinde sich in einem 
konstanten Magnetfeld 7, und rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit © um 
den Durchmesser senkrecht zu 7,. Man bestimme die Stromstärke / (t) in der 
Schleife sowie das Bremsmoment N (t) und die mittlere Leistung P, die zur 
Aufrechterhaltung der Rotation erforderlich ist. 

339. Ein ebener Stromkreis: mit den elektrischen:'Parametern: R, L,.C und 
der Fläche $ rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit ® im konstanten Magnet- 
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feld 7, um eine Achse, die in seiner Ebene liege und senkrecht auf 7, stehe. 
Man bestimme das auf den Kreis wirkende mittlere Bremsmoment N. 


340. In einem von zwei induktiv gekoppelten Kreisen fließe der Strom 
I(t) = I,e”'*!. Die Induktivitäten und Widerstände der Kreise seien vor- 
gegeben. Man drücke die mittlere verallgemeinerte Wechselwirkungskraft zwi- 
schen den Kreisen durch die Ableitung des Wechselinduktionskoeffizienten 
nach der verallgemeinerten Koordinate g; aus. 


341. In einen von zwei gleichen Kreisen, von denen j&ler den Widerstand R 
und die Induktivität Z hat, sei die elektromotorische Kraft Vo dt) = Vi eriet 
eingeschaltet. Der Wechselinduktionskoeffizient der Kreise sei L,». Man be- 
stimme die mittlere Wechselwirkungskraft F zwischen den Kreisen und drücke 
sie durch die Ableitung des Wechselinduktionskoeffizienten nach der ent- 
sprechenden Koordinate aus. 


342. Man bestimme die Eigenfrequenzen w, , ®, der elektrischen Schwingun- 
gen eo Kreise (Abb. 17), die durch die Kapazität C' miteinander gekoppelt 
sind Z=1t/o(0). 

Hi a Tan bilde das System algebraischer Gleichungen zur Bestimmung 
der Ströme und setze die Systemdeterminante Null. 


343. Man löse die vorige Aufgabe für den Fall, daß die Kreise induktiv ge- 
koppelt sind (s. Abb. 17, 2 = —iwL/e). 


344. Man bestimme die Eigenfrequenzen w,, win zweiinduktiv gekoppelten 
Kreisen mit den Kapazitäten C,,C,, den Induktivitäten L,,Z, und dem 
Wechselinduktionskoeffizienten L, ,. 


345. Zwei Kreise seien durch einen Wirkwiderstand miteinander gekoppelt 
(s. Abb. 17, Z= R). Man bestimme die Eigenfrequenzen der Schwingungen 
unter der Annahme, daß die Kopplung schwach ist (R>]). 


Abb. 17 Abb. 18 


346. In einen Kreis mit der Induktivität L,, der Kapazität C, und dem 
Widerstand R, sei die äußere elektromotorische Kraft V'® (t) = Vie e-iet ein- 
geschaltet. Mit diesem Kreis sei ein zweiter induktiv gekoppelt, dessen Para- 
meter L,,C,, R, seien. Der Wechselinduktionskoeffizient sei L,,. Man be- 
stimme die Ströme J, und /, in beiden Kreisen. Insbesondere ist der Fall zu 
untersuchen, daß der zweite Kreis nur eine Induktivität enthält (d.h. R, = 0, 
Ü; > 00); wie groß ist die Frequenz w, bei der der Strom I, maximal wird? 

847. Man bestimme den komplexen Widerstand Z des in Abb. 18 dar- 
gestellten Teiles (Zweipol) eines Stromkreises. 


6 Batygin/Toptygin 
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348. Ein Kondensator enthalte Materie mit der Dielektrizitätskonstanten 


LM 
o(®-+ ty) 
(ionisiertes Gas, s. Aufgabe 312). Die Kapazität des leeren Kondensators sei C,. 
Man zeige, daß der komplexe Widerstand des Teiles eines Stromkreises, der 
diesen Kondensator enthält, gleich dem Widerstand des in Abb. 18 gezeigten 
Zweipols ist, wenn seine Parameter in geeigneter Weise gewählt werden. Man 
bestimme R, Lund ©. 


349. Man bestimme den mittleren Energieinhalt W und die Wärmeverluste & 
je Zeiteinheit in dem in der vorigen Aufgabe beschriebenen Kondensator und 
drücke diese Größen durch die Spannung U = U,e-!®! an den Kondensator- 
belegungen aus. | 


350. Ein Kondensator sei mit einem Stoff mit der Dielektrizitätskonstanten 


S 2 
Man 2 ORION 
oo —-iIyw — w 

gefüllt [Dielektrikum mit Verlusten, s. (6.12)]. 
Die Kapazität des dislektrikumfreien Konden- 
sators sei Cu. Welche Parameter C, C,,L,R 
Abb. 19 muß der in Abb. 19 dargestellte Zweipol haben, 
damit sein Wechselstromwiderstand genauso groß 

ist wie der Widerstand des Kondensators? 

351. Man berechne den mittleren Energievorrat W und die mittleren Wärme- 
verluste Q je Zeiteinheit in dem in der Aufgabe 350 betrachteten. Kondensator. 
Die Spannung an den Belegungen sei U = U, e-!®t. 

352. Ein Schwingkreis bestehe aus der Kapazität C und der Induktivität ZL. 
In einem bestimmten Zeitpunkt werde an die Kondensatorbelegungen eine 
Batterie mit der konstanten elektromotorischen Kraft V(® und dem inneren 
Widerstand R angeschlossen. Wie hängt der Strom, der durch die Induktivität 
fließt, von der Zeit ab? Man untersuche die Abhängigkeit dieses Stromes von 
den Größen R, Lund ©. 

353. Auf einen Stromkreis, der aus hintereinandergeschaltetem R und C 
besteht, werde der Rechteckspannungsimpuls 


: 0, We OeEISP. 
U, () = . | 
0 für I<0,t>T 
gegeben. Man bestimme die Spannung U,(t) am Widerstand. 


354. Auf einen Stromkreis, der aus hintereinandergeschaltetem R und Z be- 
steht, werde der Rechteckspannungsimpuls 


U, für 0O<SI<T, 
Be 

0° für t<O0,t>T 
gegeben. Man bestimme die Spannung U,(f) an der Induktivität. 
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355. Ein Stromkreis bestehe aus einem Plattenkondensator mit der Kapazi- 
tät C und einem Widerstand R (Abb. 20). Zwischen den Kondensatorplatten 
(Abstand 7) soll ein Feld erzeugt werden, das in der Zeit T linear von Null 
auf Z, anwächst und anschließend in der Zeit 7 linear wieder auf Null ab- 
sinkt. Man bestimme die Form des Impulses, der dazu auf 


den Eingang des Kreises gegeben werden muß. : C | 
356. In einen Stromkreis, der aus hintereinander- 
geschaltetem R und ZL besteht, werde im Zeitpunkt t = 0 R 


die elektromotorische Kraft 

vol) = Vie cos(wt + 9.) 
eingeschaltet. Man berechne die Stromstärke /(f) im Kreis. Bei Abb. 20 
welcher Phase o, treten keine Einschwingerscheinungen auf? 


357*. Eine künstliche lange Leitung (elektrische Kette) bestehe aus N gleich- 
artigen Gliedern (N > 1) und sei an den Enden offen (Abb. 21). Man bestimme 
die Frequenzen der Eigenschwingungen dieses Systems. 


1 n-1 n n+1 
T L L L L L 
a C } C 1 C ; [M ) C % ) 
I In In In I N 
Abb. 21 


358. Unter der Annahme, daß die Zahl der Eigenfrequenzen in der in Auf- 
gabe 357 beschriebenen langen Leitung groß ist, bestimme man die Zahl Ar 
der Schwingungen im Frequenzintervall Aw. 


359*. Eine lange Leitung, die aus 2N Gliedern abwechselnd mit den Para- 


metern L,,C und L,, € besteht, sei an den Enden offen (Abb. 22). Man be- 
stimme das Spektrum der Eigenschwingungen dieses Systems. 


Lz L} La L} 
C } E } C ) E ) C 
Ing I; I, Ip] 
Abb. 22 


860*. Eine lange Leitung (Abb. 23) bestehe aus N gleichartigen Gliedern 
mit den Impedanzen 


.[® l 0) 1 
Z I — — — Ser vg FREE ENER m ae en 
- (Gl 6) 2; (a ec: 


6* 
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An der Leitung liege die Spannung U,, das Ende der Leitung sei offen. Man 
bestimme die Spannung U, zwischen den Punkten a und 5. 

Hinweis: Man setze die Lösung 
der Differenzengleichung für den 
Strom /„im n-ten Glied der Leitung 
in der Form /,„ = const - q” an. 

361. Mit den Ergebnissen der 
vorigen Aufgabe bestimme man 
unter der Annahme N>]1 die 
Frequenzabhängigkeit des Über- 
tragungskoeffizienten X = U, /U,. 
Man berechne das Frequenzintervall, in dem X merklich von Null verschieden ist. 

362. Aus der Betrachtung einer langen Leitung mit diskreten Parametern 
(Aufgabe 357) bestimme man durch Grenzübergang die Differentialgleichung 
für den Strom in einer langen Leitung mit gleichförmig verteilten (stetigen) 
Parametern. 

363. Eine ideale lange Leitung der Länge ! mit verteilten Parametern sei an 
den Enden offen. Man bestimme das Spektrum der Eigenschwingungen dieses 
Systems und vergleiche es mit demjenigen des in der Aufgabe 357 untersuchten 
Systems mit diskreten Parametern. 

364*. Eine elektromotorische Kraft, die in einen geschlossenen Kreis ein- 
geschaltet wird, rufe in ihm den Strom /(t) = I, e”'®! hervor. Man bestimme 
den allgemeinen Ausdruck für den komplexen Widerstand des Kreises, ohne 
die Retardierung innerhalb des Systems zu vernachlässigen. 

365. Für einen Stromkreis in Form eines Kreises mit dem Radius a bestimme 
man die Korrektion an der Induktivität sowie den Widerstand R,(w) in der 
ersten nichtverschwindenden Näherung (s. die vorige Aufgabe). Man zeige, daß 
R,(o) gleich dem Proportionalitätsfaktor zwischen der mittleren, in der Zeit- 
einheit ausgestrahlten Energie und dem mittleren Quadrat der Stromstärke 
im Stromkreis ist. 


71.2. Wirbelströme und Skineffekt 


Befindet sich ein Leiter in einem äußeren Magnetfeld, das der Bedingung (7.1) 
der Quasistationarität genügt, so erfüllt das Feld in der Nähe des Leiters in 
jedem Zeitpunkt die magnetostatischen Gleichungen 


divw8=0, ro —=0 (7.9) 
und die Gleichung 
1 08 


Innerhalb des Leiters wird das Feld bei genügend großer Leitfähigkeit o 
(s/w > €’, wobei e’ den Realteil der Dielektrizitätskonstanten bedeutet) durch 
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die Gleichungen (7.10) und 
4 
div®—0, roh = 6 & (7.11) 


beschrieben. Aus (7.10) und (7.11) erhält man für die Vektoren & und 9 Glei- 
chungen zweiter Ordnung, die im Falle eines homogenen Mediums die Form 


4nuo 09 Bi 
2 zT A & — c2 dr (7.12) 


49 = 


haben. 
An der Grenze zweier Leiter oder zwischen einem Leiter und einem Di- 
elektrikum müssen die Feldvektoren den Bedingungen 


Bin — Ban: H;: z= Rz; Er: = Ey: (7.13) 
genügen. Die Größe 
s— C 
V2r u 0@ 


(Dicke der Skinschicht) charakterisiert die Eindringtiefe des Feldes in den 
Leiter (w bedeutet die Frequenz des Feldes). Bei starkem Skineffekt kann man 
als Näherung annehmen, daß die Eindringtiefe des Feldes in den Leiter gleich 
Null ist; dann gilt innerhalb des Leiters 9 = 0, während das Feld außerhalb 
des Leiters an seiner Oberfläche mit der Flächendichte i des Stromes durch die 
Beziehung | 
5 = =; (7.14) 
verknüpft ist. 
Auf Grund der Wirbelströme, die sich in dem Leiter ausbilden, hat ein Leiter 
in einem Magnetfeld ein magnetisches Moment, selbst wenn für ihn u=1 
gilt. Zur Charakterisierung dieses magnetischen Momentes führt man mit Hilfe 


der Beziehungen 
mi = PirHor (7.15) 


den Tensor ß;, der magnetischen Polarisierbarkeit ein, wobei m das magnetische 
Moment des Körpers und 9, das periodische äußere Magnetfeld bedeuten. Der 
Tensor ß;, ist symmetrisch (ß;x = fr), doch sind seine Komponenten im all- 
gemeinen komplex und frequenzabhängig. 

Die mittlere Wärmeabgabe je Zeiteinheit innerhalb des Leiters kann mit 
Hilfe der Beziehungen 


o= [ir =- [®ar (7.16) 
oder 
De —IEXH af (7.17) 
IT 


berechnet werden. 
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In der ersten dieser Gleichungen wird über das Volumen und in der zweiten 
über die Oberfläche des Leiters integriert. Q kann auch durch den Imaginär- 


teil des Tensors der magnetischen Polarisierbarkeit des Körpers (B; = Pix + 
+ : Bi.) ausgedrückt werden: 
e5— ZH Re (A,:H sr): (7.18) 


Die letzte Beziehung gilt nur bei harmonischer Zeitabhängigkeit des Feldes. 


Aufgaben: 


366. Eine große ebene Platte mit der Leitfähigkeit o, der magnetischen 
Permeabilität u und der Dicke 2h sei mit einem sehr dünnen Leiter umwickelt, 
durch den der Strom I, e-'®® fließt. Die Windungszahl je Längeneinheit sei n. 
Man bestimme den Realteil der Magnetfeldamplitude innerhalb der Platte 
unter Vernachlässigung des Randeffektes. Zu untersuchen sind die Grenzfälle 
eines starken (ö < h) und schwachen Skineffektes (ö > h). 


367*. Ein unendlich langer Metallzylinder mit der Leitfähigkeit o und der 
Permeabilität u sei so angeordnet, daß seine Achse mit der einer unendlich 
langen Spule kreisförmigen Querschnitts zusammenfällt, durch die der Strom 
I = I,e-'®! fließt. Man berechne das Magnetfeld und das elektrische Feld im 
ganzen Raum sowie die Stromverteilung j im Zylinder; der Radius des Zylin- 
ders sei @, der der Spule 5 und die Windungszahl je Längeneinheit n. 


368. Ein leitender Zylinder befinde sich in einem homogenen, zeitlich ver- 
änderlichen Magnetfeld 7 = H,e-'®!, das der Zylinderachse parallel sei. Mit 
Hilfe der Ergebnisse der vorigen Aufgabe ist die Stromverteilung 7 innerhalb 
des Zylinders in den Grenzfällen kleiner und großer Frequenzen zu bestimmen. 


369. Man bestimme die Wärmemenge Q, die in der Zeiteinheit von der 
Längeneinheit des in der Aufgabe 367 beschriebenen Zylinders abgegeben wird. 
Man untersuche die Grenzfälle kleiner und großer Frequenzen. 


370. Wie groß ist die Polarisierbarkeit B (je Längeneinheit) eines Zylinders, 
der sich in einem veränderlichen, zur Zylinderachse parallelen Magnetfeld be- 
findet? Die Frequenz des Feldes sei , der Zylinderradius «a, die Leitfähig- 
keit o und die Permeabilität u = 1. Man untersuche die Grenzfälle großer und 
kleiner Frequenzen. 

371”. Ein Metallzylinder befinde sich in einem zur Zylinderachse parallelen 
äußeren homogenen Magnetfeld 9 = H,e-'*?'. Der Zylinder habe den Ra- 
dius a, die Leitfähigkeit o und die Permeabilität #a=1. Man 'bestimme das 
resultierende Feld und die Stromdichte j im Zylinder. 

Hinweis: Man drücke & und 9 durch das Vektorpotential U aus und inte- 
griere die Differentialgleichung für U. 

372. Man bestimme die Energiedissipation je Längeneinheit eines unendlich 
langen, in einem zur Zylinderachse transversalen Magnetfeld mit der Fre- 
quenz & befindlichen leitenden Kreiszylinders. 

373*. Ein unendlich langer Kreiszylinder mit dem Radius « und der Leit- 
fähigkeit o befinde sich in einem zur Zylinderachse transversalen Magnetfeld, 
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das zirkular polarisiert sei: 


Holt) = (Hort 8 Ho) et. 


Dabei sind 9,1 und 90, orthogonale Vektoren gleicher Länge: 7), = Hoya = Ho. 
(Der Vektor H,(f) beschreibt in der zur Zylinderachse senkrechten Ebene einen 
Kreis mit dem konstanten Radius 7,.) Man bestimme das mittlere Dreh- 


moment N, das an einer Längeneinheit des Zylinders angreift (u =]). 


374. Ein unendlich langer Zylinder befinde sich in einem statischen homo- 
genen transversalen Magnetfeld 9, und rotiere mit der Winkelgeschwindig- 
keit um seine Achse. Man berechne das am Zylinder angreifende Brems- 
moment N je Längeneinheit. 


375*. Ein unendlich langer Metallzylinder mit dem Radius «a, der Leit- 
fähigkeit o und der Permeabilität u befinde sich in einem konstanten homo- 
genen, zur Achse longitudinalen Magnetfeld 7,. Zu einer gewissen Zeit werde 
das äußere Feld ausgeschaltet. Wie hängt die Dämpfung des Magnetfeldes im 
Zylinder von der Zeit ab? | 


376. Eine Metallkugel mit dem Radius a, der Leitfähigkeit o und der 
Permeabilität u befinde sich im homogenen veränderlichen Magnetfeld 
H,it) = H,e”'®'. Unter der Annahme, daß die Frequenz klein ist, bestimme 
man in der ersten nichtverschwindenden Näherung die Verteilung der Wirbel- 
ströme in der Kugel und die mittlere von ihnen absorbierte Wärmemenge Q. 


377. Eine Metallkugel befinde sich in einem homogenen Magnetfeld, das sich 
mit der Frequenz w ändere. Man bestimme das resultierende Feld 9 und die 
mittlere von der Kugel absorbierte Wärmemenge @& bei hohen Frequenzen. 
Die Kugel habe den Radius a, die Permeabilität u und die Leitfähigkeit o. 

Hinweis: Zur Berechnung des Feldes außerhalb der Kugel nehme man an, 
daß das Feld im Innern der Kugel Null ist (d.h., man vernachlässige die Ein- 
dringtiefe ö gegenüber dem Kugelradius a). Bei der Bestimmung des Feldes 
im Innern der Kugel kann ihre Oberfläche als eben angenommen werden. 


378*. Ein leitendes Ellipsoid befinde sich in einem homogenen veränder- 
lichen Magnetfeld. Man bestimme die magnetische Polarisierbarkeit des 
Ellipsoids bei starkem Skineffekt (d.h. unter der Voraussetzung, daß die Ein- 
. dringtiefe des Feldes im Leiter Null ist). Man untersuche die Grenzfälle einer 
dünnen Kreisscheibe und eines langen dünnen Stabes. 

379*. Eine Kugel mit dem Radius « und der Leitfähigkeit o befinde sich im 
homogenen Magnetfeld H(t) = A,e”'®!. Man berechne das resultierende 
Magnetfeld und die Verteilung der Wirbelströme in der Kugel für den all- 
gemeinen Fall beliebiger Frequenzen. Man zeige, daß sich in den Grenzfällen 
eines schwachen bzw. starken Skineffektes die Resultate der Aufgaben 376 
und 377 ergeben (der Einfachheit halber wird u = 1 angenommen). 

380. Man berechne die mittlere Wärmemenge Q, die durch eine leitende 
Kugel in einem zeitlich veränderlichen homogenen Magnetfeld bei beliebigen 
Frequenzen absorbiert wird. 
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381. Wie groß ist der Wirkwiderstand R eines dünnen zylinderförmigen 
Leiters beim Skineffekt? Der Leiter habe die Länge !, den Radius a, die Leit- 
fähigkeit o und die Permeabilität u = 1. Man untersuche die Grenzfälle klei- 
ner und großer Frequenzen. 


382. Auf die Oberfläche eines zylinderförmigen Leiters mit dem Radius «a 
und der spezifischen Leitfähigkeit o, sei eine Schicht aus einem anderen Metall 
aufgetragen. Die Dicke der Schicht sei A <a, ihre Leitfähigkeit o,. Man be- 
rechne den Wirkwiderstand A& dieses Leiters gegenüber einem Wechsel- 
strom unter der Annahme, daß die Dicke der Skinschicht klein gegen « ist 
v=]1). 

383. Ein unendlich langer Hohlzylinder mit dem Innenradius a und der 
Wanddicke h (k<<a) befinde sich in einem homogenen longitudinalen Magnet- 
feld A,(t) = H,e-'?'. Man bestimme die Amplitude ZH’ des Magnetfeldes im 
Hohlraum und untersuche ihre Abhängigkeit von wo. 

Hinweis: Wegen h < a kann man den Mantel bei der Bestimmung des Fel- 
des in seiner Tiefe als eben annehmen. 


384. Der Wechselstrom I(t) = I,e-'®! fließe durch einen hohlzylinder- 
förmigen Leiter mit dem mittleren Radius a, der Leitfähigkeit o, der Perme- 
abilität u und der Dicke k <a. Man bestimme die Stromverteilung 7 über den 
Querschnitt und den Wirkwiderstand R je Längeneinheit. Unter welcher 
Bedingung ist, der Widerstand des Hohlleiters wenig von dem eines vollen 
Leiters mit demselben Radius verschieden? | 

Hinweis: Die Krümmung der Leiteroberfläche ist zu vernachlässigen. 


385*. Im Innern eines Metallrohres fließe im Abstand ! von seiner Achsen- 
linie der geradlinige Strom /. Das Metallrohr habe den Radius a, die Wand- 
dicke h <a und die Leitfähigkeit o der Wand (x = 1). Sowohl der Strom 7 
als auch der Abstand / hängen nach einem beliebigen Gesetz von der Zeit ab, 
jedoch so, daß zu allen Zeiten <a gilt. Unter der Annahme, daß die Be- 
dingung für die Quasistationarität erfüllt ist, bestimme man die Kraft f je 
Längeneinheit, die die im Zylindermantel induzierten Wirbelströme auf den 
Strom / ausüben, für den Fall eines schwachen Skineffektes (k < ö). 


386*. Man löse die vorige Aufgabe für den Fall eines starken Skineffektes 
(h>Ö). 
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8. „AUSBREITUNG ELEKTROMAGNETISCHER WELLEN 
8.1. Ebene Wellen im homogenen Medium. 
Reflexion und Brechung von Wellen. Wellenpakete 


In einem dielektrischen Medium ohne Ladungen und Ströme genügen die 
Vektoren des elektromagnetischen Feldes den Gleichungen 


1 08 
rot& = re (8.1) 
1 08 
nz = TE (8.2) 
divd—=0, (8.3) 
divd=0. (8.4) 
In einem nichtdispergierenden Medium hängen die Feldvektoren durch die 
Beziehungen Sue, Deus (8.5) 


miteinander zusammen, wobei e die Dielektrizitätskonstante und u die Per- 
meabilität sind. Sind die Verluste elektromagnetischer Energie vernachlässig- 
bar klein, so sind e und u reelle Größen. Im Falle eines homogenen Mediums 


erhält man aus (8.1) bis (8.5) für & und 9 Differentialgleichungen zweiter Ord- 


Hung: 1 € 1 89 


Dabei bedeutet v,= c|/ Ve u die Phasengeschwindigkeit. 

Im allgemeinen Fall gelten die Beziehungen (8.5) nur für die mono- 
chromatischen Feldkomponenten, wobei e und u von der Frequenz abhängen 
(Dispersion) und komplex sind. Die Imaginärteile von e und u bestimmen die 
Dissipation elektromagnetischer Energie im Medium. . 

In einem leitenden Medium wird bei genügend langsamer Änderung des 
Feldes, bei der zwischen dem Strom und dem elektrischen Feld ein Zusammen- 
hang der Form j = o & mit dem statischen Wert der Leitfähigkeit o besteht, 
die Gleichung (8.2) durch die Beziehung | 


Ar 1 08 


rot Or (8.7) 


ersetzt, die auf die Form (8.2) gebracht werden kann, indem man die komplexe 
Dielektrizitätskonstante einführt, die bei kleinen Frequenzen 


„Arno 


ew)=E -+1V 


(8.8) 
163) 
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ist, wobei € und o die statischen Werte der Dielektrizitätskonstanten und der 
Leitfähigkeit bedeuten. Bei hohen Frequenzen ist die Dielektrizitätskonstante 
eines Mediums eine komplexe Größe, die von der Frequenz abhängt. 

Für gute Leiter (Metalle) ist der zweite Term in (8.8) sehr groß, so daß bei 
kleinen Frequenzen die Beziehung 


‚Arno 


e(w) =! (8.9) 


gilt. 

Hat das Feld eine solche Frequenz, daß die Eindringtiefe in das Metall klein 
gegen den Krümmungsradius der Metalloberfläche und die Wellenlänge im 
Raum ist, der das Metall umgibt, so kann man bei beliebigem Feld außerhalb 
des Leiters annehmen, daß die Tangentialkomponenten der Vektoren & und 9 
in der Nähe der Leiteroberfläche durch die Beziehung | 


&,=[Hxn (8.10) 


miteinander zusammenhängen. Dabei bedeuten n den normal zur Oberfläche 
in den Leiter hinein gerichteten Einheitsvektor und £ die Oberflächenimpedanz 
des Metalls. £ hängt von der Frequenz des Feldes ab und wird durch die 
Eigenschaften des Metalls bestimmt: 


= + (8.11) 
€ 


Die Gleichung (8.10) gilt nur für |{|< 1; man kann sie bei der Bestimmung 
des Feldes außerhalb des Leiters als Grenzbedingung benutzen (genäherte 
Grenzbedingung von LEONTOWITSCH). | 
Ist das Medium inhomogen, jedoch u = 1, so genügt ein harmonisch von 
der Zeit abhängiges Feld der Gleichung 
€ w® 
2 


. E — graddiv&® =0. (8.12) 


ACH 


9 ist über die Maxwerısche Gleichung (8.1) mit € verknüpft. 
Eine monochromatische ebene Welle, die sich in Richtung des Wellen- 
vektors f ausbreitet (k=2r/A, Aist die Wellenlänge), wird durch die Funktion 


& = G, eifr- od) (8.13) 


beschrieben. Die Amplitude &, = € + : &” ist im allgemeinen ein komplexer 
Vektor senkrecht zu f (Transversalität der Welle). Je nach Größe und Richtung 
der Vektoren & und &” ist die Welle linear, zirkular oder elliptisch polarisiert. 

Neben monochromatischen hat man es häufig mit ‚fastmonochromati- 
schen‘ Wellen zu tun, die eine Superposition monochromatischer Wellen dar- 
stellen, deren Frequenzen alle in einem kleinen Frequenzintervall Aw liegen. 
Solche Wellen werden (in einem vorgegebenen Raumpunkt) durch Funktionen 
der Form € = &,(t) e”'®! beschrieben, wobei w eine mittlere Frequenz im 
Intervall Aw und €&,(t) eine Funktion der Zeit bedeuten, die sich wesentlich 
langsamer ändert als ei®!, Solche Wellen sind teilweise polarisiert. Man kann 
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sie durch den Polarisationstensor 
In = Eu: Er (8.14) 


charakterisieren, wobei über die Zeit gemittelt wird. Der Polarisationstensor 
ist hermitesch: I;, = Ix;, und kann in der Form 


I:r — I, ex) ep) * Ds I, ei? er (8.15) 


dargestellt werden. Dabei bedeuten I, und /, positive Größen und .e®, e(®9 
komplexe Vektoren, die zueinander orthogonal sind und der Normierungs- 
bedingung e® e® — Ö,, genügen. I; und e® lassen sich aus den Gleichungen 


Ik te (8.16) 
bestimmen. 

Aus (8.16) folgt, daß eine teilweise polarisierte Welle stets als inkohärente!?) 
Superposition zweier elliptisch polarisierter Grundwellen dargestellt werden 
kann. Form und Orientierung der Polarisationsellipsen dieser Wellen werden 
durch die Vektoren e® und e'® beschrieben. Die Ellipsen der beiden Grund- 
wellen sind einander ähnlich, und ihre entsprechenden Achsen stehen auf- 
einander senkrecht. /, und 7, sind die Intensitäten der Grundwellen. 

Das Verhältnis 


er I,=<I,) (8.17) 


bezeichnet man als Depolarisationsgrad der Welle. Für eine vollständig polari- 
sierte Welle gilt oe = 0, für eine nichtpolarisierte Weleoe=1,1,=1=I[. 
‚Der Polarisationstensor hat in diesem Fall die Form /;, = I ö;r- 

Trifft eine ebene Welle auf die Trennebene 
zweier Medien, so sind die Winkel ©,, ©, und ®, 
(Richtung der einfallenden, reflektierten bzw. ge- 
brochenen Welle) durch die Beziehungen 


9, = 9%, I, m;=JYe (8.18) 


miteinander verknüpft (s. Abb.24). Dabei bedeuten 
n, und zn, den Brechungsindex des ersten bzw. 
zweiten Mediums (es sei u = W%=|]). 
Abb. 24 Die Amplituden der reflektierten Welle (Z,, H,) 
und der gebrochenen Welle (Z,, H,) werden mit 
Hilfe der FresneLschen Formeln durch die Amplituden Z,, AZ, der ein- 
fallenden Welle ausgedrückt. 
a) Ist E, normal zur Einfallsebene, so gilt 


sin (9, — ©,) 
sin(9, + ©,) 


s | 
Bi. Bee, (8.19) 


A sin (0, + ©,) 


1) Als inkohärent bezeichnet man Schwingungen, deren Phasendifferenz sich ungeordnet 
ändert. 
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b) Ist 7, normal zur Einfallsebene, so gilt 


tan(9, — ©;) sin2@, 
!  tan(9, + 9,) sin(9, + ©,) c08s(9, — 9;) 


Der Winkel ©, wird mit Hilfe der Gleichungen (8.18) durch die Dielektri- 
zitätskonstante des Mediums ausgedrückt. Die Relationen (8.18) bis (8.20) 
bleiben auch bei komplexem &, bestehen, wobei der Winkel ©, ebenfalls kom- 
plex wird und keine einfache geometrische Bedeutung mehr besitzt. Der Fall 
des komplexen ©, wird in der Aufgabe 404 betrachtet. 

Als Reflexionskoeffizienten R% bezeichnet man das Verhältnis des (bezüglich 
der Zeit) mittleren Energieflusses der reflektierten Welle zum mittleren auf die 
Oberfläche auftreffenden Energiefluß. 

Eine Superposition monochromatischer ebener Wellen mit verschiedenen 
Wellenvektoren und Frequenzen bezeichnet man als Wellengruppe oder Wel- 
lenpaket: 


H, H= H,. (8.20) 


P(e,t) - [v0 eittt- ot) dk, dk,dk,. (8.21) 


Dabei ist Y(r, t) eine beliebige kartesische Komponente des Vektors € oder 9. 
Die Funktion y(f), die den Anteil der einzelnen ebenen Wellen an der Super- 
position charakterisiert, bezeichnet man als Amplitudenfunktion. Das Maxi- 
mum der Amplitude eines Wellenpaketes verschiebt sich im Raum mit der 
Gruppengeschwindigkeit v, = do/dk. 


Aufgaben: 


387. Längs der z-Achse breiten sich zwei linear polarisierte ebene mono- 
chromatische Wellen derselben Frequenz aus. Die erste Welle sei in «-Richtung 
polarisiert und habe die Amplitude a, die zweite sei in y-Richtung polarisiert, 
habe die Amplitude 5 und sei gegenüber der ersten um die Phase x verzögert. 
Man bestimme die Polarisation der resultierenden Welle. 


388. Man untersuche in der vorigen Aufgabe die Abhängigkeit der Polarisa- 
tion von der Phasenverschiebung y für den Falla =. 


389. Zwei sich in derselben Richtung ausbreitende monochromatische Wel- 
len gleicher Frequenz und Phase seien mit entgegengesetztem Drehsinn zirkular 
polarisiert. Die Amplitude sei a für die rechtspolarisierte und 5 für die links- 
polarisierte Welle. Wie hängt die Polarisation vom Verhältnis a/b ab (a und 5 
können als reell angenommen werden)? 


390*. Eine elektromagnetische Welle sei eine Superposition zweier inkohären- 
ter „fastmonochromatischer‘ Wellen gleicher Intensität / mit angenähert glei- 
chen Frequenzen und Wellenvektoren. Beide Wellen seien linear polarisiert, 
und die Polarisationsrichtungen seien in der auf den Wellenvektoren senkrecht 
stehenden Ebene durch die Einheitsvektoren e®(1,0) und e'®(cos®, sin 9) 
gegeben. Man bestimme den Polarisationstensor I;, der resultierenden Welle 
und ihren Depolarisationsgrad. 
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391. Man löse die vorige Aufgabe für den Fall, daß die Intensitäten der 
Wellen verschieden sind (I, == I,) und die Polarisationsrichtungen den Win- 
kel n/4 bilden. 

392. Der Polarisationstensor einer elektromagnetischen Welle ist hermitesch 
und kann in der Form 


Rest . 1 = Se 5 
In zn + ZZ, Te) 
k 2 R +2 L U 2 & + N &, 1— &, 
dargestellt werden, wobei ] die Gesamtintensität der Welle, &; reelle Para- 
meter, die der Bedingung 


e-Hrsträsl 


genügen (StoXzssche Parameter), und r” die Matrizen 


01 0 —ı 1 0) 
(= (2) _ 3) — 
b h 0) ö \; 6): \ R | 


bedeuten. Man gebe die physikalische Bedeutung der Parameter £,; an. Dazu 
ist der Depolarisationsgrad o der Welle durch £&; auszudrücken und die Polari- 
sation der beiden Grundwellen, in die die teilweise polarisierte Welle zerfällt, 
in den folgenden drei Fällen zu bestimmen: 


a) +0, =,=-0; 
D) &=0, et; 
) 5 +0, Heim). 


393. In einer ebenen inhomogenen!) Welle sei der Vektor & des elektrischen 
Feldes linear polarisiert. Man bestimme die gegenseitige Lage der Vektoren 
&o 91: 9 E,F’ (9, und 9, sind Real- und Imaginärteil der komplexen 
Amplitude 9,, F und ’ Real- und Imaginärteil des Wellenvektors f). Welche 
Kurve beschreibt die Spitze des Vektors 9 in einem festen Raumpunkt? 

Man löse die Aufgabe auch für den Fall, daß der Vektor 9 linear polarisiert ist. 


394. Eine zirkular polarisierte ebene monochromatische Welle treffe schräg 
auf die Grenzebene eines Dielektrikums. Man bestimme die Polarisation der 
reflektierten und der gebrochenen Welle. 


395*. Ein unpolarisiertes fastmonochromatisches Lichtbündel treffe auf die 
Grenzebene eines Dielektrikums. Man bestimme die Polarisationstensoren 
12,1%) und die Depolarisationskoeffizienten o,, 0, des reflektierten und des 
gebrochenen Lichtes. 

396. Ein unpolarisiertes fastmonochromatisches Lichtbündel treffe auf die 
Grenzebene eines Dielektrikums. Man bestimme den Reflexionskoeffizienten R 
und die Depolarisationskoeffizienten o,, 0, des reflektierten und des gebrochenen 
Lichtes, wenn der Einfallswinkel gleich dem BREwSTERschen Winkel ist. 


!) Als inhomogen bezeichnet man eine Welle, für die der Real- und der Imaginärteil 
bzw. Y’ des komplexen Wellenvektors £ verschiedene Richtungen haben. 
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397. Man leite die FResneuschen Formeln für den Fall ab, daß eine elektro- 
magnetische Welle aus dem Vakuum auf die Grenzebene eines leitenden Me- 
diums mit kleiner Oberflächenimpedanz £ trifft. 


398. Man bestimme den Reflexionskoeffizienten R an einer Metalloberfläche 
mit kleiner Oberflächenimpedanz &=&’ +i{L”. Bei welchen Einfallswin- 
keln ©, ist R minimal? | 

399. Eine linear polarisierte Welle treffe auf die Grenzebene eines leitenden 
Mediums mit kleiner Oberflächenimpedanz Ö. Man bestimme die Polarisation 
der reflektierten Welle, wenn der Neigungswinkel der einfallenden Welle gleich 
dem in der vorigen Aufgabe bestimmten Winkel ®, ist. 


400. Eine linear polarisierte Welle treffe unter dem Winkel ©, auf die Ober- 
fläche eines Metalls. Ihre Polarisationsrichtung bilde mit der Einfallsebene den 
Winkel n/4. Experimentell wurden das Verhältnis E\|,/# |. = tano der (bezüg- 
lich der Einfallsebene) transversalen und longitudinalen Komponenten der 
reflektierten Welle und die Phasenverschiebung 


En 
Eıı 


— tang ei? 
zwischen ihnen bestimmt. 

Man drücke den Realteil n’ des Brechungsindex und den Absorptions- 
koeffizienten n’” unter der Voraussetzung |n’?— n’?|>sin?O, durch o, ö 
und ©, aus (n + in’ = 1/£ mit £ = Oberflächenimpedanz). 

401. Man bestimme den Reflexionskoeffizienten R an der Grenzebene eines 
Leiters bei senkrechtem Einfall im Grenzfall kleiner Leitfähigkeit [s. Glei- 
chung (8.8)]. 


402*. Man zeige, daß eine linear polarisierte Welle durch Totalreflexion an 
der Grenze eines Dielektrikums im allgemeinen zu einer elliptisch polarisierten 
Welle wird. Unter welchen Bedingungen ergibt sich zirkulare Polarisation? 


403. Man untersuche die Bewegung der Energie bei vollständiger innerer 
Reflexion. Wie groß ist der Energiefluß entlang der Grenzfläche und senkrecht 
dazu in dem Medium, an dem die Reflexion erfolgt? Man bestimme die Linien 
des Poyntinaschen Vektors ©. | 


404*. Eine elektromagnetische Welle treffe unter einem schiefen Winkel aus 
einem Dielektrikum auf die Grenzebene eines leitenden Mediums. Man berechne 
Ausbreitungsrichtung, Dämpfung und Phasengeschwindigkeit v, der Welle im 
leitenden Medium. 

405*. Eine durch die Ebenen 2=0 und 2=a begrenzte dielektrische 
Schicht mit der Dielektrizitätskonstanten e, trenne zwei dielektrische Medien 
mit den Dielektrizitätskonstanten e, und & (tı = Hs = Us = 1). Senkrecht 
zur Oberfläche der Schicht treffe eine aus dem Gebiet 2 < 0 kommende elek- 
tromagnetische Welle auf. Bei welcher Schichtdicke ist die Reflexion minimal? 
Bei welchem Verhältnis zwischen e&,, &, und &, findet keine Reflexion statt? 

406*. Eine ebene Welle treffe aus dem Vakuum senkrecht auf die Oberfläche 
eines Dielektrikums. Welchen Einfluß hat die Verwaschung der Grenzfläche 
auf den Reflexionskoeffizienten? Zur Untersuchung dieser Frage approximiere 
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man die Dielektrizitätskonstante durch die Funktion 


Ae: 


SEINE ON —] 
SaLT’ E + 4e, 


el) =eE 


wobei e und Ae Konstanten sind. Man untersuche die Spezialfälle großer und 
kleiner «. 

Hinweis: In der Differentialgleichung für E (z) [s. (8.12)] ist die unabhängige 
Variable &= —exp(—z/a) und E(£) = Era y(E) zu setzen, wobei y(£) der 
hypergeometrischen Gleichung genügt (s. [72], 7.251). 


407*. Bei fehlender Absorption ist die Dielektrizitätskonstante eines Plasmas 
4ne®N 


SZ m 
MW 


(s. Aufgabe 312). Man untersuche die Ausbreitung einer elektromagnetischen 
Welle in einem Plasma, dessen Konzentration sich nach dem Gesetz N (z) = 
— N,2 linear ändert. Auf die inhomogene Plasmaschicht treffe eine ebene 
monochromatische Welle senkrecht auf. (Dieser Fall kann z.B. bei der Aus- 
breitung von Funkwellen in der Ionosphäre vorliegen.) 

Hinweis: Die Gleichung für # (2) ist durch Entwicklung der gesuchten Funk- 


tion als FOURIER-Integral zu lösen. 


408. Man konstruiere ein eindimensionales Wellenpaket Y für den Zeit- 
punkt ti = 0, indem man als Amplitudenfunktion die GAusssche Kurve 


a(k) = a, e-I(k-ko)lAk]” 


benutzt, wobei a,, k, und Ak Konstanten sind. Welcher Zusammenhang be- 
steht zwischen der Breite Ax des Wellenpaketes und dem Bereich Ak der 
Wellenzahlen, die den Hauptbeitrag zur Superposition liefern? 


409. Das Wellenpaket Y werde durch Superposition ebener Wellen mit ver- 
schiedenen Frequenzen gebildet. Die Amplitudenfunktion habe die Form einer 
Gauss-Kurve: 

a(w) = a, e-[(® - ad 


wobei a,, ®, und Aw Konstanten sind. Man bestimme die Zeitabhängigkeit 
der Amplitude des Paketes für x = 0. Welcher Zusammenhang besteht zwi- 
schen der Dauer Ai des Wellenimpulses und dem Frequenzintervall Aw? 

410. Ein Objekt werde mit Licht der Wellenlänge A beleuchtet und unter 
dem Mikroskop betrachtet. Man bestimme die kleinstmögliche Abmessung 
Amin des Objektes, die mit der Bedingung Ar Ak > 1 verträglich ist. 


411. Die Lage eines Objektes werde durch Funkortung bestimmt. Mit wel- 
cher maximalen Genauigkeit kann die Messung vorgenommen werden, wenn 
! der Abstand zum Objekt und A die Wellenlänge sind? 

412. Man bestimme Form und Bewegung eines Wellenpaketes, das sich 
durch Überlagerung ebener Wellen mit den Amplituden a, und den Wellen- 
vektoren |, — f|= g ergibt (f, und q sind Konstanten). An Stelle des tat- 
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sächlichen Dispersionsgesetzes ist die genähert gültige Beziehung 
2 = at) 

0 
zu benutzen. 

413*. Man untersuche das ‚‚Zerfließen‘‘ eines eindimensionalen Wellenpaketes 
in einem dispergierenden Medium. Dazu ist die Amplitudenfunktion als GAUSS- 
Kurve a(k) = a, e*%*-%0” zu wählen und in der Entwicklung der Frequenz w 
nach Potenzen von k der quadratische Term zu berücksichtigen. 

414. Man bestimme die Phasengeschwindigkeit v, und die Gruppengeschwin- 
digkeit v, der Ausbreitung in einem Medium, dessen Dielektrizitätskonstante 


ist [s. (6.12)]. Man beschränke sich auf die Fälle (bezüglich w,) großer und 
kleiner Frequenzen ® (u =1). 


415. Man bestimme die Geschwindigkeit der Energieübertragung durch ein 
eindimensionales Wellenpaket, das sich in einem dispergierenden Medium be- 
wegt, und zeige, daß sie mit der Gruppengeschwindigkeit vo, übereinstimmt. 

Hinweis: Die Geschwindigkeit v der Energieübertragung wird durch die 


Beziehung $ = v% bestimmt, wobei 
1 | dA(we) 
16 


ER* + con 2) HB*) 


do N) 


w= 


die mittlere Energiedichte im dispergierenden Medium [55] und & die mitt- 
lere Energiestromdichte bedeuten. 


8.2. Streuung elektromagnetischer Wellen 
an makroskopischen Körpern. Beugung 


Die exakte Lösung des Beugungsproblems einer elektromagnetischen Welle 
an einem leitenden oder dielektrischen Körper führt auf eine Integration der 
MaAxwerıschen Gleichungen bei den entsprechenden Grenzbedingungen, die 
nur in wenigen Fällen möglich ist (siehe z.B. die Aufgaben 418, 423). In einer 
Reihe von Fällen kann eine Näherungslösung gefunden werden. 

Sind die linearen Abmessungen eines Körpers klein gegen die Wellenlänge, 
so.kann man das elektromagnetische Feld in der Nähe des Körpers als homo- 
gen annehmen. Ein Körper, der sich in einem homogenen periodischen Feld 
befindet, erhält ein elektrisches und ein magnetisches Moment, die nach dem- 
selben Gesetz wie das äußere Feld von der Zeit abhängen. 

Eine gestreute Welle entsteht infolge von Strahlungsemission durch diese 
veränderlichen Momente. Das Problem der Streuung elektromagnetischer Wel- 
len an einem Körper kleiner Abmessungen führt auf die Bestimmung der Dipol- 
momente, die der Körper erhält. Die Strahlungsfelder werden mit Hilfe der 
Gleichungen (12.17) und (12.20) durch die Dipolmomente ausgedrückt. 


7 Batygin/Toptygin 
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Als differentiellen Streuquerschnitt in das Raumwinkelelement d2 bezeichnet 
man das Verhältnis alla, o) 


do, = ———. 8.22 
5, (8.22) 


Dabei bedeuten d’=Sdf= Sr?dQ die im Zeitmittel in das Raumwinkel- 
element dA gestrahlte Intensität und $ bzw. S, die mittlere Energiestrom- 


dichte der gestreuten bzw. einfallenden Welle. Die Energiestromdichte wird 
durch den Poyntissschen Vektor 


S-= ven Ex (8.23) 
beschrieben. 
Unter dem Absorptionsquerschnitt versteht man das Verhältnis der mitt- 


leren Energie, die der Körper je Zeiteinheit absorbiert, zur mittleren Energie- 
stromdichte in der einfallenden Welle: 


0a = m (8.24) 


Im entgegengesetzten Grenzfall, in dem die Wellenlänge klein gegen die 
Abmessungen des: Körpers ist, können die Methoden der geometrischen Optik 
angewandt werden. Bei der Beugung an einer kleinen Öffnung in einem unend- 
lich großen, undurchsichtigen Schirm wird die 
Amplitude des Beugungsfeldes in der Näherung 
der geometrischen Optik durch die Relation. 


k u 
_# ikR 
il dfn (8.25) 


| beschrieben, die aus dem Hvyezxsschen Prin- 


uUp-= 


zip abgeleitet werden kann. Dabei bedeuten zp 

das Feld im Punkt P hinter dem Schirm 

Abb. 25 (Abb. 25), u das Feld im Flächenelement df 

der Öffnung (dieses Feld wird genauso wie bei 

fehlendem Schirm als nicht verzerrt angenommen), df„ die Projektion des 

Flächenelementes df der Öffnung auf die Strahlrichtung vom Punkt O nach 

df, & den Abstand zwischen df und P und k den Betrag des Wellenvektors 
der Lichtwelle. 

Lichtquelle O und Aufpunkt P können sich sowohl in endlichem als auch in 
unendlich großem Abstand vom Schirm befinden. Wenn die Punkte O und P 
oder einer von beiden endlichen Abstand vom Schirm haben, spricht man von 
FresneLscher Beugung. 

Sind die beiden Punkte O und P sehr weit vom Schirm entfernt, so kann 
man die Lichtstrahlen von der Quelle zur Öffnung und von der Öffnung zum 
Aufpunkt als parallel ansehen. In diesem Fall, der als FRAUNHOFERsche Beu- 
gung bezeichnet wird, kann die Gleichung (8.25) einfacher geschrieben werden: 


U, elkRo 


2rvR, 


U= ed. (8.26) 
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Dabei bedeuten. f und f’ die Wellenvektoren des einfallenden bzw. gebeugten 
Lichtes, R, den Abstand zwischen Öffnung und Aufpunkt und u, die Ampli- 
tude des Feldes an der Öffnung. 

Die Intensität des gebeugten Lichtes ist dem Quadrat |up|? des Betrages 
von up proportional. 

Für komplementäre Schirme!) gilt das Basısersche Prinzip [81]: Sind u; 
und 4, die zwei komplementären Schirmen entsprechenden Wellenfelder in 
einem Punkt und ist u das nichtverzerrte Wellenfeld in demselben Punkt bei 
fehlenden Schirmen, so gilt 

| uU+U=u. (8.27) 


Die Formeln (8.25) und (8.26) lassen. die Polarisation der elektromagneti- 
schen Wellen unberücksichtigt (die Amplitude « wird nicht als vektorielle, 
sondern als skalare Größe angenommen). Unter Berücksichtigung der vekto- 
riellen Natur des elektromagnetischen Feldes erhält man die Beugungsformel 


ik 
=. IK. x 9 num x SH] HnX mx Ereitrdf. (8.28) 

Dabei bedeuten € und 9 die Werte der Felder auf der Öffnung, €, das 
elektrische Feld in großem Abstand vom Schirm (in der Wellenzone), n einen 
Einheitsvektor in der Ausbreitungsrichtung der gebeugten Welle, n, den zum 
Aufpunkt hin gerichteten Normaleneinheitsvektor der Öffnung, r den Ab- 
stand zwischen df und dem Aufpunkt und AR den Abstand des Koordinäten- 
ursprungs (der in die Öffnung gelegt wird) vom Aufpunkt. 

Das Magnetfeld in der Wellenzone wird mit Hilfe der üblichen Beziehung 


Hp=nx 6% 
durch das elektrische Feld ausgedrückt. 


Aufgaben: 


416*. Auf einen unendlich langen, ideal leitenden Kreiszylinder mit dem 
Radius a, der sich im Vakuum befinde, treffe senkrecht zur Zylinderachse 
eine ebene monochromatische Welle. Der Vektor &, der einfallenden Welle 
sei der Zylinderachse parallel. Man bestimme das resultierende Feld, die Strom- 
verteilung auf der Zylinderoberfläche und den Gesamtstrom / durch den 
Zylinder. 

417. Man berechne den differentiellen Streuquerschnitt do, einer elektro- 
magnetischen Welle (das Richtungsdiagramm der Sekundärwellen) für den in 
der Aufgabe 416 betrachteten Zylinder sowie den totalen Streuquerschnitt o,. 

418*. Eine ebene monochromatische Welle treffe so auf einen im Vakuum 
befindlichen ideal leitenden Kreiszylinder, daß ihr magnetischer Vektor 
9 = HE -®9 parallel und der Wellenvektor f senkrecht zur Zylinder- 
achse ist. Man bestimme das resultierende elektromagnetische Feld. Ins- 


1) Komplementär zueinander heißen zwei Schirme, deren einer dort eine Öffnung hat, 
wo der andere undurchsichtig ist, und dort undurchsichtig ist, wo der andere eine Off- 
nung hat. 


7F 
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besondere berechne man für den Fall eines dünnen Zylinders (ka<: 1) den 
differentiellen Streuquerschnitt do, und den totalen Streuquerschnitt o,. 


419. Die differentiellen Wirkungsquerschnitte für die Streuung einer ebenen 
Welle mit dem Vektor & parallel bzw. senkrecht zur Zylinderachse an einem 
unendlich langen Zylinder) seien doj; bzw. do). Man berechne den differen- 
tiellen Streuquerschnitt do, für eine Welle, deren Vektor & mit der Zylinder- 
achse den Winkel o bildet, sowie den differentiellen Streuquerschnitt do/’ einer 
polarisierten Welle. 

Hinweis: Es ist das Superpositionsprinzip für die Felder anzuwenden. 

420. Eine unpolarisierte ebene Welle werde an einem ideal leitenden dünnen 
Zylinder (ka < 1) gestreut. Man berechne den Depolarisationsgrad: o der Streu- 
wellen in Abhängigkeit vom Streuwinkel. 


421*. Man löse die Aufgabe 418 (Beugung einer ebenen Welle an einem 
unendlich langen Zylinder ohne die Annahme, daß der Zylinder ideal leitend 
ist, sondern unter der Voraussetzung, daß seine Oberflächenimpedanz { klein 
ist. Man benutze die genäherte Randbedingung (8.10) von LEONTOWITSCH. 


422. Man berechne den mittleren Energieverlust Q und den Absorptions- 
querschnitt o, je Längeneinheit des Zylinders der vorigen Aufgabe. Insbeson- 
dere soll der Fall ka <: 1 untersucht und das erhaltene Resultat erklärt werden. 


423*, Man untersuche die Beugung einer ebenen monochromatischen Welle 
an einem im Vakuum befindlichen dielektrischen Zylinder mit dem Radius a, 
der Dielektrizitätskonstanten & und der Permeabilität u. Die Welle falle senk- 
recht zur Mantellinie des Zylinders ein, und der Vektor € sei parallel zur 
Zylinderachse. Man berechne das resultierende Feld. 


424*, Eine linear polarisierte ebene monochromatische Welle werde an einer 
Kugel gestreut, deren Radius a sehr klein gegen die Wellenlänge A sei. Man 
drücke die Komponenten des elektromagnetischen Feldes der Streustrahlung 
in der Wellenzone durch die elektrische und die magnetische Polarisierbarkeit 
der Kugel aus und bestimme den differentiellen Streuquerschnitt. 

Hinweis: Wegen der Bedingung a <A nehme man das äußere Feld in der 
Nähe der Kugel als homogen an und betrachte die Strahlung der induzierten 
elektrischen und magnetischen Dipolmomente p und m. 


425. Man berechne den differentiellen Streuquerschnitt do, und den totalen 
Streuquerschnitt o, sowie den Depolarisationsgrad o der Sekundärstrahlung 
bei der Streuung einer unpolarisierten Welle an einer Kugel, deren Radius a 
sehr klein gegen die Wellenlänge A sei. Das Ergebnis ist durch die elektrische 
Polarisierbarkeit ß, und die magnetische Polarisierbarkeit ß,, der Kugel aus- 
zudrücken. “ 

426. Mit’Hilfe der Ergebnisse der vorigen Aufgabe bestimme man den diffe- 
rentiellen und den totalen Streuquerschnitt do, und o, für die Streuung von 
unpolarisiertem Licht an einer kleinen dielektrischen Kugel mit der Dielektri- 
zitätskonstanten e (# = 1) sowie den Depolarisationsgrad o des Streulichtes. 
Diese Größen sind graphisch in Abhängigkeit vom Streuwinkel © darzustellen. 
Man gebe .eine Bedingung für die Gültigkeit der erhaltenen Beziehungen an. 
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Dieselbe Aufgabe ist für den Fall einer ideal leitenden Kugel mit „=1 zu 
lösen. | 

427. Eine ebene monochromatische Welle treffe unter-dem Winkel n/2 — « 
auf eine ideal leitende dünne Scheibe, deren Radius a klein gegen die Wellen- 
länge A sei. Man bestimme den differentiellen und den totalen Streuquer- 
schnitt do, und o, bei verschiedenen Polarisationen der einfallenden Welle 
sowie den Streuquerschnitt der unpolarisierten Welle. 


428. In einem homogenen Dielektrikum mit der Dielektrizitätskonstanten & 
(u = 1) befinde sich ein Hohlraum in Form einer dünnen Scheibe mit dem 
Radius « und der Dicke 2%h. Senkrecht zur Scheibenebene falle unpolarisiertes 
Licht mit der Wellenlänge A>a ein. Man berechne den differentiellen und 
den totalen Streuquerschnitt do, und o,. 


429*. Man bestimme den differentiellen und den totalen Streuquerschnitt 
einer ebenen Welle mit der Wellenlänge A für einen ideal leitenden Zylinder 
der Höhe 2h mit dem Radius a <h (h< A). Es sind verschiedene Fälle der 
Polarisation der einfallenden Welle zu untersuchen. Der Zylinder ist durch ein 
gestrecktes Rotationsellipsoid mit den Halbachsen «a und h zu approximieren. 

Hinweis: Man benutze die Lösungen der Aufgaben 198, 200 und 378. 


430. Man löse die vorige Aufgabe für den Fall eines Zylinders, dessen Höhe 2% 
sehr klein gegen die Wellenlänge A im Zylinder ist. 


431”. Eine ebene Welle werde an einem dielektrischen Körper beliebiger 
Form mit u = 1 gestreut. Wie lautet die Differentialgleichung, die das resul- 
tierende elektrische Feld bestimmt? Man betrachte dazu die von jedem Körper- 
element emittierte Sekundärstrahlung und stelle die Streuwelle in einem vor- 
gegebenen Punkt durch ein Integral über das Körpervolumen dar. 


432*. Mit Hilfe der in der vorigen Aufgabe abgeleiteten Integralgleichung 
untersuche man in der ersten Näherung bezüglich & = (e — 1)Aar <]1 die 
Streuung einer elektromagnetischen Welle an einer dielektrischen Kugel. Man 
bestimme den differentiellen Streuquerschnitt do, und den Depolarisations- 
grad o der Streustrahlung. Welchen Charakter hat die Streuung im Falle einer 
sehr großen Kugel (ka > 1)! 


433. Man bestimme den totalen Streuquerschnitt o, der in der vorigen Auf- 
gabe betrachteten dielektrischen Kugel im Grenzfall k@ > 1 und vergleiche 
das Ergebnis mit dem im Falle ka < 1. 

434*. Eine ebene. monochromatische Welle werde durch ein System von 
Ladungen (z.B. einen makroskopischen Körper) gestreut. Das elektrische Feld 
in großem Abstand vom Streuer ist 


eikr 
G-E, e erst zn) Ih 
Dabei sind n = tr/r, e= &,/E,, k = w/c, &, die Amplitude der einfallenden 
Welle und (rn) eine Funktion, die die Eigenschaften des Streuers charakteri- 
siert und von der Frequenz abhängt (Streuamplitude). Man beweise die Be- 
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ziehung 


4 
—— Imfe$n)] 


(„optisches Theorem‘‘). Dabei sind 5, =0o,+ 0, der Gesamtquerschnitt der 
Wechselwirkung der Welle mit dem System von Ladungen (0, ist der Streu- 
und o, der Absorptionsquerschnitt) und %(n,) die Amplitude der Vorwärts- 
streuung, d.h. der Streuung in der Ausbreitungsrichtung der einfallenden Welle. 


435*. Eine ebene monochromatische Welle treffe auf ein makroskopisches 
Teilchen, dessen Ausdehnung klein gegen die Wellenlänge A sei. Die elek- 
trische Polarisierbarkeit ß. = ß/ + : B/’ und die magnetische Polarisierbarkeit 
Bm = Bm +? PA seien komplex, so daß neben der Streuung eine Absorption 
elektromagnetischer Energie stattfindet. Man berechne den Absorptionsquer- 
schnitt o,. | 

Hinweis: Die in der Zeiteinheit absorbierte Energie ist gleich dem Fluß des 
Poyntinsschen Vektors durch die Oberfläche einer das Teilchen umschließen- 
den Kugel mit großem Radius. 


436. Man berechne den Absorptionsquerschnitt o„ einer elektromagnetischen 
Welle für eine leitende Kugel mit kleiner Oberflächenimpedanz © =’ +:L£". 
Der Kugelradius 5 sei klein gegen: die Wellenlänge A. 


437. Eine ebene monochromatische Welle treffe auf einen makroskopischen 
Körper. Der Absorptionsquerschnitt o, und der differentielle Streuquerschnitt 
do,/dQ seien bekannt. Man drücke die zeitlich gemittelte Kraft F, die die 
Welle auf den Körper ausübt, durch diese Größen aus. 


438*. Man bestimme die mittlere Kraft F, die an einer kleinen Kugel mit 
dem Radius a im Feld einer ebenen monochromatischen Welle angreift. Man 
untersuche die Fälle einer ideal leitenden Kugel und einer dielektrischen Kugel 
mit der Dielektrizitätskonstanten &e (u = 1). Die Amplitude der einfallenden 
Welle sei E,- 

439. Auf einer senkrecht durch den Mittelpunkt eines kreisförmigen, un- 
durchsichtigen Schirmes mit dem Radius a gehenden Achse sei eine punkt- 
förmige Lichtquelle angeordnet. 

Unter der Voraussetzung, daß die Bedingung für die Anwendbarkeit der 
geometrischen Optik erfüllt ist (A<< a), bestimme man die Lichtintensität I 
in dem zum Schirm symmetrisch gelegenen Punkt P. 


440. Man untersuche die Beugung an dem dem Schirm der vorigen Aufgabe 
komplementären Schirm (d.h. an einer kreisförmigen Öffnung in einem unendlich 
ausgedehnten undurchsichtigen Schirm). 

441. Ein paralleles Lichtbündel treffe senkrecht auf eine kreisförmige Öff- 
nung in einem undurchsichtigen Schirm. Man bestimme die Verteilung der 
Lichtintensität I auf der Mittellinie hinter dem Schirm. 

442. Man berechne die Winkelverteilung der Lichtintensität d/ bei der 
FRAUNHOorFERschen Beugung an einer ringförmigen Öffnung (Radien a > b) in 
einem unendlich ausgedehnten undurchsichtigen Schirm. Das Lichtbündel falle 
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senkrecht zur Ebene der Öffnung ein. Man betrachte den Spezialfall der Beu- 
gung an einer kreisförmigen Öffnung. 


443. Man bestimme die Winkelverteilung der Lichtintensität d/ für den Fall, 
daß ein paralleles Lichtbündel auf eine kreisförmige Öffnung fällt (FRAUN- 
HOFERSche Beugung). 


444. Eine linear polarisierte ebene Welle treffe senkrecht auf die rechteck- 
förmige Öffnung —a<x <a, —b<y<bin einem unendlich ausgedehn- 
ten dünnen Schirm. Die e Amplituden des elektrischen bzw. magnetischen Feldes 
sollen die Komponenten E, = E,, H, = —Es,, H, = E, = 0 haben. Man be- 
stimme das Strahlungsfeld nr der Öffnung sowie die Winkelverteilung der 
Strahlungsintensität d/. 


445. Die linear polarisierte ebene Welle €, e!ft-®9 treffe senkrecht auf 
eine kreisförmige Öffnung mit dem Radius « in einem unendlich ausgedehnten 
dünnen Schirm. Man berechne das Strahlungsfeld hinter der Öffnung und die 
Winkelverteilung der Strahlungsintensität d/. 


8.3. Ebene Wellen in anisotropen und gyrotropen Medien 


Als optisch anisotrop bezeichnet man Medien, für die Dielektrizitätskonstante 
und Permeabilität Tensoren sind. Die optische Anisotropie kann eine Folge 
der Kristallstruktur eines Körpers sein oder durch ein äußeres elektrisches 
Feld (s. die Aufgaben 313, 314) bzw. äußere mechanische Einwirkungen her- 
vorgerufen werden. Bei Abwesenheit eines äußeren Magnetfeldes sind die Ten- 
soren &;.(®) und u;.(@)!) symmetrisch: 


Eir 7 &kin Kir = Uri: (8.29) 


In einem anisotropen Medium können sich in einer vorgegebenen Richtung 
zwei ebene monochromatische Wellen derselben Frequenz, die in zwei zuein- 
ander senkrechten Richtungen polarisiert sind, mit verschiedenen Phasen- 
geschwindigkeiten ausbreiten. Die Richtungen, in denen beide Wellen gleiche 
Ausbreitungsgeschwindigkeit haben, bezeichnet man als optische Achsen. Die 
Ausbreitungsrichtung einer Welle wird durch die Normale zur Wellenfläche 
bestimmt und stimmt im allgemeinen nicht mit der Strahlrichtung (d.h. mit 
der Richtung des PoynTtiınGaschen Vektors) überein. | 

Bei einachsigen Kristallen stimmen zwei Hauptwerte des Tensors der di- 
elektrischen Konstanten miteinander überein (ce =e®9 =s,,.9 =sı). 
Ihre optische Achse fällt mit der Achse x, = z zusammen. Die Wellenvektoren 
zweier Wellen, die sich unter dem Winkel © zur optischen Achse ausbreiten, 


!) Von Effekten, die mit der räumlichen Inhomogenität des Feldes zusammenhängen 
und dazu führen, daß e,, und u,, vom Wellenvektor f abhängen, werde hier abgesehen 
(s. [55] sowie Aufgabe 458). 
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haben dabei den Betrag 


. _e]l/ ar 
a C Vern, Ra c V- sin?O + eg c0s?O en 


Man bezeichnet die erste dieser Wellen als ordentliche Welle; in ihr sind der 
Vektor D der dielektrischen Verschiebung und der Vektor € der elektrischen 
Feldstärke gleichgerichtet und beide senkrecht zum Wellenvektor f, und zu 
der durch den Wellenvektor und die optische Achse aufgespannten Ebene 
(Hauptschnitt). Die zweite Welle bezeichnet man als außerordentliche Welle. 
Der Vektor ® dieser Welle liegt in der Hauptschnittebene und steht auf ihrem 
Wellenvektor f, senkrecht. Der Vektor & liegt ebenfalls in der Hauptschnitt- 
ebene, hat aber nicht die Richtung von ®. 

Bei Anwesenheit eines äußeren konstanten Magnetfeldes bleiben die Ten- 
soren &;, und 4; symmetrisch; in nichtabsorbierenden Medien, die wir in 
diesem Abschnitt ausschließlich betrachten, sind sie jedoch hermitesch: 


Eir=&i: Mir Uki- (8.31) 


In diesem Fall besteht zwischen der Feldstärke und der dielektrischen Ver- 
schiebung bzw. Induktion der Zusammenhang 


D=-E! CE +ilxg, BdB=WHHEHXTn (8.32) 


(s. Aufgabe 316), wobei g, und gm der elektrische bzw. magnetische Gyrations- 
vektor und 8’ & ein Vektor mit den Komponenten e;, EZ, ist. Medien, in denen 
die Feldvektoren durch die Gleichungen (8.32) miteinander zusammenhängen, 
bezeichnet man als gyrotrop. 

In einem gyrotropen Medium können sich in einer vorgegebenen Richtung 
zwei ebene Wellen derselben Frequenz mit verschiedenen Phasengeschwindig- 
keiten ausbreiten. Diese Wellen sind elliptisch polarisiert mit entgegengesetzten 
Drehrichtungen; die Polarisationsellipsen haben dasselbe Achsenverhältnis und 
sind um den Winkel n/2 gegeneinander gedreht. 

Die Randbedingungen an der Oberfläche eines anisotropen oder gyrotropen 
Körpers haben dieselbe Form wie die an der Grenzfläche isotroper Medien 
[s. (3:9) und (5.6)]. 


Aufgaben: 

446. Die außerordentliche Welle breite sich in einem einachsigen Kristall 
unter dem Winkel © gegen die optische Achse aus. Man bestimme den Winkel « 
zwischen dem Wellenvektor fund dem Vektor & sowie den Winkel # zwischen 
der Strahlrichtung (dem PoyntInsschen Vektor) und der optischen Achse des 
Kristalls. 

447. Eine ebene Welle falle unter dem Winkel © aus dem Vakuum auf die 
ebene Oberfläche eines einachsigen Kristalls. Die optische Achse des Kristalls 
sei senkrecht zu seiner Oberfläche gerichtet. Man bestimme den ordentlichen 
und den außerordentlichen Strahl im Kristall. 
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448. Man löse die vorige Aufgabe für den Fall, daß die optische Achse des 
Kristalls parallel zu seiner Oberfläche ist und mit der Einfallsebene den Win- 
kel & bildet. 


449. Eine ebene monochromatische Welle breite sich in einem unendlich. 
ausgedehnten, bis zur Sättigung magnetisierten Ferritmedium unter dem Win- 
kel © zu einem konstanten Magnetfeld aus. Die Permeabilität des Ferrits sei 
‚durch den Tensor 


KL —1 Ka 0 
kir=l'!lba Hı 0 
1 


gegeben (s. Aufgabe 329; die z-Achse hat die Richtung des konstanten Magnet- 
feldes).t) Die Dielektrizitätskonstante e des Ferrits kann als Skäalar angenommen 
werden.?) Man bestimme die Phasengeschwindigkeiten v,, v, der Ausbreitung. 

450. Eine ebene monochromatische Welle breite sich in einem Dielektrikum 


mit u = 1 aus, das sich in einem konstanten und homogenen Magnetfeld be- 
finde. Der dielektrische Tensor (s. Aufgabe 318) sei 


&) —tıe 0 
Er—mlte 8 9 
0 0 || 


Man bestimme die Phasengeschwindigkeiten der Ausbreitung. 


451. Man untersuche die Polarisation der Wellen, die sich in einem unend- 
lich ausgedehnten, bis zur Sättigung magnetisierten Ferritmedium ausbreiten 
können. Man betrachte folgende Spezialfälle der Ausbreitung: 

a) in Richtung eines konstanten Magnetfeldes, 

b) senkrecht zu einem konstanten Magnetfeld. 


452. Ein Dielektrikum befinde sich in einem äußeren Magnetfeld. Eine ebene 
monochromatische Welle breite sich in Richtung des Magnetfeldes (längs der 
2-Achse) aus und sei im Punkt z = 0 linear polarisiert. Man bestimme die 
Polarisation der Welle in einem Punkt 2 #0. 

Hinweis: Man benutze den in der Aufgabe 318 bestimmten dielektrischen 
Tensor. 


453. Eine zirkular polarisierte ebene Welle treffe aus dem Vakuum senkrecht 
auf die Grenzebene eines Ferrits. Der Ferrit sei in der Einfallsrichtung der 
Welle magnetisiert. Man bestimme die Polarisation und die Amplituden der 
reflektierten und der hindurchgehenden Welle. 

Hinweis: Man benutze die Grenzbedingungen für die Vektoren & und 9. 


454. Man löse die vorige Aufgabe für den Fall, daß die einfallende Welle 
linear polarisiert ist. 


!) Diese Form hat auch der dielektrische Tensor eines gasförmigen Dielektrikums, das 
sich in einem homogenen äußeren Magnetfeld befindet (s. Aufgabe 318). 

?) Das erklärt sich dadurch, daß ein konstantes Magnetfeld die magnetischen Eigen- 
schaften eines Ferrits bedeutend stärker beeinflußt als ein elektrisches. 
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455*. Ein künstliches Dielektrikum bestehe aus dünnen, im Vakuum be- 
findlichen, ideal leitenden Kreisscheiben gleicher Orientierung. Senkrecht zu 
den Scheibenebenen sei ein konstantes Magnetfeld 9, angelegt und breite sich 
eine ebene elektromagnetische Welle aus. Man bestimme die Phasengeschwin- 
digkeiten der Ausbreitung, indem man das Dielektrikum als dichtes Medium 
betrachtet. 

Hinweis: Man berücksichtige den infolge der Anwesenheit des äußeren 
Magnetfeldes entstehenden HArLı-Effekt. 


456*. Können sich in einem Plasma longitudinale Schwingungen ausbreiten, 
deren &-Vektor parallel zur Ausbreitungsrichtung der Welle ist? Wie groß ist 
die Frequenz solcher Schwingungen? 

Hinweis: Man benutze den Ausdruck für die Dielektrizitätskonstante des 
Plasmas aus Aufgabe 312. 


457. Ein ionisiertes Gas befinde sich in einem konstanten Magnetfeld. In 
Feldrichtung breite sich eine transversale ebene Welle aus. Man bestimme die 
Phasengeschwindigkeiten der Ausbreitung. Man betrachte insbesondere den 
Fall kleiner Frequenzen (» — 0) und untersuche den Charakter der elektro- 
magnetischen Wellen unter Berücksichtigung der Bewegung der positiven 
Ionen. 

Hinweis: Man benutze den Ausdruck für den dielektrischen Tensor eines 
ionisierten Gases im konstanten Magnetfeld aus Aufgabe 321. 


458. Man bestimme den Tensor u;.(w, f) eines Ferrodielektrikums, ohne im 
Ausdruck (6.16) für das effektive Magnetfeld den Term g AM zu vernach- 
lässigen. Dazu betrachte man die Bewegung des Magnetisierungsvektors unter 
der Wirkung einer ebenen monochromatischen Welle. Das Ferrodielektrikum 
sei durch ein konstantes Magnetfeld 9, bis zur Sättigung magnetisiert. 

Hinweis: Man beschränke sich auf den Fall kleiner Amplituden und lineari- 
siere die Bewegungsgleichung für den Magnetisierungsvektor. 


459. Man bestimme unter Berücksichtigung des Terms gAM im Ausdruck 
(6.16) für Der die: Dispersionsgleichung der elektromagnetischen Wellen in 
einem isotropen, bis zur Sättigung magnetisierten ferrodielektrischen Medium. 
Man zeige, daß sich in einem solchen Medium drei Typen von Wellen mit ver- 
schiedenen Dispersionsgesetzen w(f) ausbreiten können. Wie hängt w(f) für 
den Wellentyp, für den die Bedingung w?e/(ck)?<1 erfüllt werden kann, 
explizit von f ab? Man schätze die relative Größe des elektrischen und des 
magnetischen Feldes dieses Schwingungstyps ab. 


460. Man bestimme die Oberflächenimpedanz £ eines ferromagnetischen Lei- 
ters, der sich in einem konstanten, seiner Oberfläche parallelen Magnetfeld 
befindet. Der Permeabilitätstensor ist in der Problemstellung zur Aufgabe 449 . 
angegeben. Die Komponenten des Tensors der elektrischen Leitfähigkeit seien 
>00, 035 >05, 09 = I = 109,0, ty tgl —t. 

Hinweis: Die Oberflächenimpedanz ist in diesem Fall ein 'Tensor zweiter 
Stufe und muß mit Hilfe der Bedingung 


&,: = Er (X NK 
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bestimmt werden [s. (8.10)]; dabei ist ,k=1,2,3, und &,und 9, bedeuten die 
Tangentialkomponenten der Feldvektoren in der Nähe der Leiteroberfläche, 
rn den Normaleneinheitsvektor der Oberfläche. 


461. Man löse die vorige Aufgabe für den Fall, daß das konstante Magnet- 
feld senkrecht zur Oberfläche des ferromagnetischen Leiters gerichtet ist. 
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9. ELEKTROMAGNETISCHE SCHWINGUNGEN IN 
BEGRENZTEN KÖRPERN 


Einen Raumteil, der von allen Seiten durch Metallwände begrenzt wird, 
bezeichnet man als Hohlraumresonator. In derartigen Resonatoren können 
‚Systeme stehender Wellen mit bestimmten Frequenzen & (den Eigenfrequenzen 
des Resonators) existieren. Man bestimmt dieses System (im Falle eines di- 
elektrikumfreien Resonators mit ideal leitenden Wänden) durch Lösung der. 
Gleichungen 


ne; | 
4&+zE&=0, divd=0 (9.1) 


mit der Grenzbedingung 
E, — 0. (9.2) 


Wegen der Verluste in den Wänden unterscheiden sich die Eigenfrequenzen 
des Resonators von den durch die Gleichungen (9.1) und (9.2) bestimmten 
um eine Größe Aw; bei schwacher Dämpfung, die durch die Oberflächen- 
impedanz £!) der Resonatorwände berücksichtigt wird, gilt 


ice DIAar 
°” [iarar 


In (9.3) wird im Zähler über die innere Oberfläche und im Nenner über das 
Volumen des Resonators integriert. Die Größe Aw = Aw’ + Aw” hat einen 
Real- und einen Imaginärteil. Folglich führen Verluste in den Wänden zur 
Verschiebung der Eigenfrequenzen und zur Dämpfung der Eigenschwingungen. 

Im Unterschied zum Hohlraumresonator stellt ein Hohlleiter einen unend- 
lich langen Hohlraum (Rohr) dar. In Richtung der Hohlleiterachse (2-Achse) 
können sich fortschreitende Wellen ausbreiten, während sich in transversaler | 
Richtung eine stehende Welle ausbildet. Im allgemeinen sind die Wellen im 
Hohlleiter nicht transversal. Man unterscheidet Wellen vom elektrischen Typ 
(E-Wellen; E,=- 0, H,= 0) und solche vom magnetischen Typ (Z-Wellen; 
H,==-0, E, = 0). Nur in Hohblleitern mit nichteinfach zusammenhängendem 
Querschnitt können sich rein transversale elektromagnetische Wellen aus- 
breiten. 

Die Wellentypen, die sich in einem vorgegebenen .Hohlleiter ausbreiten kön- 
nen, werden durch Lösung der Maxwerıschen Gleichungen mit den ent- 
sprechenden Randbedingungen bestimmt. Eine in Richtung der Hohlleiter- 


Aw = — (9.3) 


1) Die Definition der Oberflächenimpedanz wird in Kapitel 8, Abschnitt 1, gegeben. 
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achse fortschreitende Welle wird durch die Funktionen 


m 


Elt,t) = En, y) eik-ed,  Ht,t) = Ha, y) dks-on) (9.4) 


beschrieben. Dabei bedeuten w die Frequenz der Welle und k die Komponente 
des Wellenvektors in Richtung der Hohlleiterachse. Die Größe %k bezeichnet 
man auch als Ausbreitungskonstante. 


Bei E-Wellen ist HA, — (0), während E, der Gleichung 
AE,+RrE,=0, (9.5) 
wobei x? = w? e uje? — k? ist und x die Transversalkomponente des Wellen- 
vektors, e die Dielektrizitätskonstante und u die Permeabilität des Dielek- 
trikums im Hohlleiter bedeuten, sowie der Grenzbedingung 
E,—=0 (9.6) 


in der Wandung des Hohlleiters genügt. 
Bei H-Wellen ist Z, = 0, während H, Lösung der Gleichung 


AH, + »H, = 0 (9.7) 
ist, die der Grenzbedingung | 
e OH 
B=0 oder —E=0 (9.8) 


in der Wandung des Hohlleiters genügt. 

In den Gleichungen (9.5) und (9.7) ist A der zweidimensionale LAPLACH- 
Operator. Die Grenzbedingungen (9.6) und (9.8) gelten streng nur für Hohl- 
leiter mit ideal leitenden Wänden. 

Mit Hilfe der Maxweuıschen Gleichungen kann man die Transversalkompo- 


nenten der Vektoren & und 9 durch ihre Longitudinalkomponenten ausdrücken. 

E- oder H-Wellen eines bestimmten Typs (d.h. mit definiertem x) können 
sich nur dann in einem Hohlleiter mit einfach zusammenhängendem Quer- 
schnitt ausbreiten, wenn ihre Frequenz größer als eine gewisse Grenzfrequenz@, 

"ist. Die entsprechende „‚Vakuumwellenlänge“ A, = 2r c/o, ist von der Grö- 
ßenordnung der linearen Abmessungen des Hohlleiterquerschnitts. Für © < o, 
wird die Ausbreitungskonstante k rein imaginär, so daß sich keine Welle aus- 
breiten kann. Auch bei w > w, ist k jedoch im allgemeinen komplex. 

Das hängt damit zusammen, daß die Hohlleiterwände endliche Leitfähig- 
keit haben, so daß in ihnen eine Energiedissipation stattfindet und die elektro- 
magnetische Welle nach dem Gesetz e” ** abklingt. Der Dämpfungskoeffizient & 
(Imaginärteil von k) ist gleich dem Verhältnis der Energie, die je Zeiteinheit 
von der Längeneinheit der Hohlleiterwand durch Dissipation aufgenommen 
wird, zum doppelten Energiefluß längs des Hohlleiters. Wenn die Oberflächen- 
impedanz & = &’ + i&’ der Wände klein ist, erhält man Näherungsausdrücke 
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für den Dämpfungskoeffizienten: 
Raps nn ä 

we P IVE,|?dl 


“= —— für E-Wellen (9.9) 
2x kc / IB, dj 


und 
= R k2 u 
as EA + WA, P a0 
2kw > 
fra 
Dabei bedeuten E, und H, die Komponenten der Felder für &=0 (d.h. 


unter der Annahme idealer Leitfähigkeit der Hohlleiterwände), d! das Linien- 
element und df das Flächenelement des Hohlleiterquerschnitts. 


für Z-Wellen. (9.10) 


— 


Aufgaben: 

462. Man bestimme die Wellentypen, die sich in einem rechteckigen Hohl- 
leiter (Seitenlängen a und 5) mit ideal leitenden Wänden ausbreiten können, 
sowie ihr Dispersionsgesetz und ihre Konfigurationen (d.h. die Abhängigkeit 
der Feldkomponenten von den Ortskoordinaten). 

463. Man bestimme die Dämpfungskoeffizienten & der verschiedenen Wellen- 
typen in einem rechteckigen Hohlleiter. Die Oberflächenimpedanz & der Hohl- 
leiterwände sei vorgegeben. 

464. Eine unendlich ausgedehnte dielektrische Schicht mit der Dielektri- 
zitätskonstanten e und der Permeabilität u erfülle im Vakuum das Gebiet 
—a=<x<a. Man zeige, daß diese Schicht als Hohlleiter wirken kann (dazu 
ist notwendig, daß sich das Feld der fortschreitenden elektromagnetischen 
Welle im wesentlichen innerhalb der Schicht konzentriert). Man bestimme die 
Wellentypen, die sich in einem solchen Hohlleiter ausbreiten können. Man be- 
schränke sich auf den Fall, daß die Feldvektoren nicht von der y-Koordinate 
abhängen. 

465. Auf die Oberfläche eines idealen Leiters sei im Gebiet O<x< a eine 
dielektrische Schicht mit der. Dielektrizitätskonstanten e und der Permeabili- 
tät u aufgetragen. Im Gebiet & > a herrsche Vakuum. Welche Typen elektro- 
magnetischer Wellen mit einer mit der Entfernung von der Schicht abnehmen- 
den Amplitude können sich in der Schicht ausbreiten? Man vergleiche die mög- 
lichen Wellentypen mit dem in der vorigen Aufgabe erhaltenen Wellensystem. 

466. Man bestimme die möglichen Wellentypen in einem kreisförmigen Hohl- 
leiter mit dem Radius a, dessen Wände als ideal leitend angenommen werden, 
und berechne die Grenzfrequenz w, des Hohlleiters. 

467. Mit Hilfe der Ergebnisse der vorigen Aufgabe bestimme man die Dämp- 
fungskoeffizienten & der verschiedenen Wellentypen in einem kreisförmigen 
Hohlleiter. Die Oberflächenimpedanz £ der Wände sei vorgegeben. 


112 Aufgaben 


468. Man bestimme die Phasengeschwindigkeit vo, und die Gruppengeschwin- 
digkeit v, der Wellen in einem rechteckigen bzw. kreisförmigen Hohlleiter mit 
ideal leitenden Wänden und gebe ihre Abhängigkeit von A = 2rc/w an. 


469. Man bestimme die Phasengeschwindigkeit v, und die Gruppengeschwin- 
digkeit v, der Wellen in einem Hohlleiter nach der geometrischen Methode. 
Dazu betrachte man die einfachste Welle vom Typ H,, in einem rechteckigen 
Hohlleiter, entwickle sie nach ebenen Wellen und untersuche ihre Reflexion an 
den Hohlleiterwänden. | 


470. Man untersuche die Struktur der transversalen elektromagnetischen 
Welle in einem ideal leitenden Koaxialleiter (großer Radius b, kleiner Radius a). 


Wie groß ist der mittlere Energiefluß S im Leiter? Man betrachte den Grenz- 
fall eines idealen Einzelleiters. 


471. Man bestimme die möglichen Typen nichttransversaler elektromagne- 
tischer Wellen in einem Koaxialleiter mit ideal leitenden Wänden (die Radien 
seien aund b>.a). 


472. Man bestimme den Dämpfungskoeffizienten x der transversalen elektro- 
magnetischen Welle in einem Koaxialleiter. Die Radien a und 5b > a sowie die 
Oberflächenimpedanz £ = 6’ + i{’”’ seien vorgegeben. 

Hinweis: Man benutze die in der Einführung des Kapitels angegebene 
Definition des Dämpfungskoeffizienten durch den Energieverlust. 


473*. Man untersuche die Ausbreitung einer axialsymmetrischen Z-Welle 
in einem unendlich langen zylindrischen Einzelleiter mit endlicher Leitfähig- 
keit, der sich im Vakuum befinde. Man bestimme die Phasengeschwindigkeit- 
der Welle und zeige, daß die Welle im Falle eines idealen Leiters in die in der 
Aufgabe 470 betrachtete transversale elektromagnetische Welle übergeht. Man 
benutze die genäherte Randbedingung (8.10) von LEONTOWITSCH. 


474. Eine axialsymmetrische Z-Welle breite sich in einem kreisförmigen 
Hohlleiter mit dem Radius 5b aus, der teilweise von einem Dielektrikum erfüllt 
sei. Das Dielektrikum habe die Dielektrizitätskonstante e und erfülle das Ge- 
biet «<r<sb. Unter der Annahme a<<b bestimme man die Frequenz- 
abhängigkeit der Phasengeschwindigkeit und die Grenzfrequenz. Unter welchen 
Bedingungen wird die Phasengeschwindigkeit kleiner als c sein? Man betrachte 
den Grenzfall eines vollständig von einem Dielektrikum erfüllten Hohlleiters. 

475. In einem rechteckigen Hohlleiter mit dem Querschnitt «ab und ideal 
leitenden Wänden befinde sich ein Ferrodielektrikum. Senkrecht zur breiten 
Hohlleiterwand (in Richtung der y-Achse) sei ein konstantes Magnetfeld an- 
gelegt. Der dielektrische Tensor und der Permeabilitätstensor seien 


e I -ı ur) 9 —t Ua 
&ir—=| 0 a 0 » Mirm| 09 uy 9 
VEa Ö EL dla 0 UL 


(vgl. mit den Ergebnissen der Aufgabe 329). Man bestimme die Komponenten 
des elektromagnetischen Feldes, die Ausbreitungskonstante und die Grenz- 
frequenz des Hohlleiters für den Fall, daß das Feld nicht von y abhängt. 
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476. Das elektrische und das magnetische Feld in einem dielektrikumfreien 
Hohlleiter mit ideal leitenden Wänden werden durch die Funktionen 


&,(t; )= G,%, y) eilkoz-wt), li t) — Holz, y) eilko2- wt) 
beschrieben. Befindet sich im Hohlleiter ein zylindrischer dielektrischer Kern 


mit beliebigem Querschnitt, dessen Achse der des Hohlleiters parallel ist, so ist 
das Feld im Hohlleiter 


E(r, 7) es Six, Y) eilkz-wt) H(t, ) PReN Hz, Yy) eilkz-wt), 
Das Dielektrikum kann im allgemeinen durch die Tensorparameter &;, und 
Yin charakterisiert werden. Mit Hilfe der MaxweLtschen Gleichungen zeige 
man, daß sich die Ausbreitungskonstante um die Größe 


@ [ (A Bu + Ann ni) AF 
Ak=k—- = = 
e [1 x 5 +Exöflear 
ei 
ändert, wobeilg;x = &r — 1, Air = Mir — 1 sind und im Zähler über die 
Querschnittsfläche des dielektrischen Stabes (AF), im Nenner über die Quer- 
schnittsfläche des Hohlleiters (F') integriert wird. 

477. In einen rechteckigen Hohlleiter mit ideal leitenden Wänden werde eine 
ferrodielektrische Platte der Dicke d<< a gebracht, die längs der Hohlleiter- 
achse magnetisiert sei (Abb. 26). Mit Hilfe der in der vorigen Aufgabe ab- 


Abb. 26 Abb. 27 


geleiteten Beziehung bestimme man bis auf Terme der Ordnung d genau die 
Änderung Ak der Ausbreitungskonstanten der H,,-Welle. Die Dielektrizitäts- 
konstante der Platte sei eine skalare Größe. Ihr Permeabilitätstensor ist in der 
Problemstellung der Aufgabe 449 angegeben. 

478. In einen koaxialen Hohlleiter (Abb. 27) werde eine dünne Ferritplatte 
gebracht (d < «a, b), die in Richtung der Hohlleiterachse magnetisiert sei. Man 
berechne die Änderung Ak der Ausbreitungskonstanten der transversalen 
elektromagnetischen Welle. 


8 Batygin/Toptygin 
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Hinweis: Die Amplituden der gestörten Felder sind nach der in der vorigen 
Aufgabe benutzten Methode zu bestimmen. 


479. Man löse die vorige Aufgabe für den Fall, daß das konstante magneti- 
sierende Feld A, senkrecht zur Hohlleiterachse gerichtet ist. Man betrachte 
zwei Richtungen dieses Feldes: 

a) H, ist senkrecht zur breiten Seite der Platte, 

b) Z, ist senkrecht zur schmalen Seite der Platte. 


480. Man bestimme die Typen der Eigenschwingungen in einem Hohlraum- 
resonator mit ideal leitenden Wänden. Der Resonator habe die Form eines 
rechteckigen Parallelepipeds mit den Abmessungen «a, b und A. 


481. Man bestimme die Zahl AN (w) der Eigenschwingungen, die im Falle 
des in der vorigen Aufgabe betrachteten Hohlraumresonators mit dem Volu- 
men V auf das Frequenzintervall Aw entfallen. Es ist Au <ound AN >1 
vorauszusetzen. 


482. Die Wände eines rechteckigen Hohlraumresonators sollen die kleine 
Impedanz Z£ haben. Man bestimme die Eigenfrequenzverschiebung Aw’ und 
das Dämpfungsdekrement Aw’ für Schwingungen mit nn =0,, =n, =1. 

483. Ein Hohlraumresonator habe die Form eines geraden Kreiszylinders mit 
der Höhe h und dem Radius a. Unter der Annahme ideal leitender Resonator- 
wände bestimme man die Eigenschwingungsfrequenzen. Man betrachte die 
Schwingungen vom elektrischen und magnetischen Typ. 


Hinweis: Man benutze die Ergebnisse der Aufgabe 466 für einen kreisförmi- 
gen Hohlleiter. 
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10. SPEZIELLE RELATIVITÄTSTHEORIE 


10.1. LORENTZ-Transformationen 


Koordinaten und Zeit in zwei Inertialsystemen S und 5’ hängen durch die 


Lorentzschen Transformationsgleichungen!) 
4 


Vx 
zt=y« +-V if), y=Yy, Der, t=ylt+ 7 (10.1) 


miteinander zusammen (die entsprechenden Koordinatenachsen der Systeme $ 
und 8’ sind einander parallel, die Relativgeschwindigkeit hat die Richtung der 
x-Achse, und fürt =!’ = 0 stimmen die Ursprünge der Systeme S und 8’ mit- 
einander überein). Die inversen LORENTZ-Transformationen ergeben sich hier 
wie in allen übrigen Fällen [z.B. in den Gleichungen (10.4) und (10.11)] durch 
Umkehrung des Vorzeichens der Geschwindigkeit V: 


X =y(e— Vi), DU. a <ylt- =). (10.2) 


Die Größen 2,,%,% und &,=tct sind die Koordinaten eines Welt- 
punktes: 

x; = (t 5 IC £) P 

(10.3) 


ve 25,23): 


Als vierdimensionalen Vektor (Vierervektor) A; = (VW, A,) = (A,; Aa; 43, 4.) 
bezeichnet man eine Gesamtheit von vier Größen A,, A,, Az, A,, die sich 
beim Übergang von einem Bezugssystem in ein anderes gemäß (10.1) wie die 
Ortskoordinaten und die Zeit transformieren (s. Abschnitt 2 dieses Kapitels): 


A, =y(4l—ißAl), Aa= 4}, A,= Al, A,=v(Al+ißAl). (10.4) 


Der Vektor WU = (A,, A,, 4,) heißt die räumliche Komponente und die 
Größe A, die zeitliche Komponente des Vierervektors A,. 

Quadrate und Skalarprodukte von Vierervektoren haben in allen Inertial- 
systemen den gleichen Wert?): 


A?=inv, A,B; =inv, (10.5) 


— 
sind also Invarianten der LORENTZ- Transformation. 


!) In diesem und den folgenden Kapiteln werden die Bezeichnungen ß = V/je, 


y =1/V1 — $? benutzt, wobei V die Geschwindigkeit des Systems 8’ gegenüber dem 
System S bedeutet. | 
2) Wir erinnern daran, daß über doppelt auftretende Indizes zu summieren ist. 


8*+ 
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Man bezeichnet einen Vierervektor A; als raumartig, falls 4A? > 0, und als 
zeitartig, falls A? < 0 ist. 
Die invariante Größe 


2 = lt - Ali — 1,)?]": (10.6) 


bezeichnet man als Intervall zwischen zwei Ereignissen mit den Koordinaten 
(t,£,) und (t,, t,). 

Die von Uhren, die sich mit einem vorgegebenen Objekt mitbewegen, an- 
gezeigte Zeit bezeichnet man als Eigenzeit des Objektes. Bewegt sich das Objekt 
in bezug auf das System S mit der Geschwindigkeit V, so hängt das Eigenzeit- 
intervall dr mit dem Zeitintervall di im System S durch die Beziehung 


dr-dfi - Ne (10.7) 


zusammen. Die Größe dt J1 — V?/c? ist eine Invariante der LoRENnTz-Trans- 
formation. 

Hat ein ruhender Stab die Länge !,, so hat er bei Bewegung mit der Ge- 
schwindigkeit v in Richtung seiner Achse vom Standpunkt eines unbewegten 
Beobachters die Länge 


I=14,V1-v%/e. (10.8) 


Als Vierergeschwindigkeit eines Teilchens bezeichnet man den Vierervektor, 
dessen Komponenten durch die Beziehungen 


dr: D ıc 
Hg F ae’ Min =) 
bestimmt werden, wobei vd = dr/dt die gewöhnliche Geschwindigkeit des Teil- 
chens ist. Aus (10.9) folgt 


wm — ch. (10.10) 

Die Vierergeschwindigkeit transformiert sich wie jeder Vierervektor gemäß 
den Gleichungen (10.4). 

Die Komponenten der gewöhnlichen Geschwindigkeit sind keine räumlichen 

Komponenten eines Vierervektors; sie transformieren sich gemäß den Glei- 


chungen (8 || x-Achse) 


oo A ZI IT Z Volee 
EL N a ze, eine (10.11) 
1-+vL,Vle? 1+v,Vle 1+v,Vje 
Bildet die Geschwindigkeit eines Teilchens im S- und 8’-System mit der 
x-Achse den Winkel # bzw. ®, so gilt 
v’ Yı — V?le2 sind’ 
v’ cos + V 
Als Viererbeschleunigung bezeichnet man den Vierervektor mit den Kompo- 
nenten 


tand = v' = Yv? + v-+v°. (10.12) 


du; d’x; 
“. e = we ” 1 1 
w; dr 12 (10.13) 
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Wellenvektor f und Frequenz ® einer ebenen elektromagnetischen : Welle 
sind Komponenten des Viererwellenvektors 


k; = ( 2 (10.14) 


Daher ist die Phase 9 = k,x; einer ebenen Welle eine LORENTz-Invariante. 
Aus (10.4) folgt die Transformationsformel für den Winkel 9, den ein Licht- 
strahl mit der x-Achse bildet: 
sin 9’ cos®’ +ß 
erzeg oder een 
Aufgaben zur LoRENTZ-Transformation von Energie, Impuls und Kraft fin- 
det man in 11.1. | 


(10.15) 


Aufgaben: 

484. Das System $’ bewege sich in Richtung der x-Achse mit der Geschwin- 
digkeit V in bezug auf das System S. Eine Uhr, die im System 8’ im Punkt 
(x), y4, 24) ruht, bewege sich im Zeitpunkt t5 am Punkt (&,, Yo; 2,) im System 8 
vorbei, in dem sich eine andere Uhr befinde, die in diesem Zeitpunkt die Zeit i, 
anzeigt. Wie lauten die Gleichungen der LORENTzZ-Transformation in diesem 
Fall? 

485. Das S’-System bewege sich in bezug auf das 8-System mit der Geschwin- 
digkeit V. Man zeige, daß beim Vergleich von Uhren in den Systemen S und 8’ 
immer diejenigen Uhren in einem der Bezugssysteme nachgehen, die nach- 
einander mit zwei Uhren im anderen Bezugssystem verglichen werden. Man 
drücke das eine Zeitintervall durch das andere aus. (Bewegte Uhren werden in 
dem Zeitpunkt miteinander verglichen, in dem sie sich aneinander vorbei- 
bewegen.) 


486. Die Länge eines Stabes, der sich in einem Bezugssystem in Richtung 
seiner Achse bewegt, kann folgendermaßen bestimmt werden: Man mißt das 
Zeitintervall, in dem sich der Stab an einem festen Punkt des Bezugssystems 
vorbeibewegt, und multipliziert es mit der Geschwindigkeit des Stabes. Man 
zeige, daß sich mit Hilfe dieser Meßvorschrift die LORENTZ-Kontraktion ergibt. 


487. Das System 8’ bewege sich in bezug auf das System S mit der Geschwin- 
digkeit V. Im Zeitpunkt der Übereinstimmung beider Koordinatenursprünge 
sollen die dort befindlichen Uhren beider Systeme dieselbe Zeit? =t'’ =0an- 
zeigen. Welche Koordinaten hat dann in jedem dieser Systeme ein Weltpunkt 
mit der Eigenschaft, daß die in ihm befindlichen Uhren der Systeme S und $’ 
dieselbe Zeit t=t’ anzeigen? Man bestimme das Bewegungsgesetz dieses 
Punktes. 

488. Der ‚Zug‘ A’B’ (s. Abb. 73 der Lösungen), der in seinem Ruhsystem 
die Länge I, = 8,64 - 10km hat, bewege sich mit der Geschwindigkeit 
V = 240000 km/s an einer ‚Plattform‘ vorbei, die in ihrem Ruhsystem die- 
selbe Länge habe. An der Spitze B’ und am Schluß A’ des ‚Zuges‘ befinden 
sich zwei gleichartige, synchronisierte Uhren. Die gleichen Uhren befinden sich 
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am Anfang (A) und Ende (B) der ‚Plattform‘. In dem Augenblick, in dem 
sich die Spitze des ‚Zuges‘ am Anfang der ‚Plattform‘ befand, zeigten die 
beiden entsprechenden Uhren übereinstimmend 12h 00 min an. Man beant- 
worte folgende Fragen: 

a) Gibt es ein Bezugssystem, in dem zu diesem Zeitpunkt sämtliche Uhren 
genau 12 h 00 min anzeigen? 

b) Welche Zeit zeigt jede der Uhren an, wenn sich der Schluß des ‚Zuges‘ 
am Anfang der ‚Plattform‘ befindet? 

c) Welche Zeit zeigen die Uhren an, wenn sich die Spitze des ‚Zuges‘ am 
Ende der ‚‚Plattform‘‘ befindet? 


489. Welchen Zeitraum At beansprucht die Reise mit einer Rakete zum 
Sternsystem Proxima Centauri [Entfernung 4 Lichtjahret)] und zurück nach 


den Erduhren, wenn sie mit der konstanten Geschwindigkeit v = /0,9999 c 
erfolgt? Wie berechnet man die Reisedauer, für die man sich mit Lebens- 
mitteln und anderen Vorräten versorgen muß? Wie groß ist der Vorrat kine- 
tischer Energie einer solchen Rakete, wenn ihre Masse gleich 10t ist? 


490. Zwei Maßstäbe, von denen jeder die Ruhlänge 2, hat, bewegen sich 
parallel zur gemeinsamen x-Achse gleichförmig aufeinander zu. Ein mit einem 
von ihnen verbundener Beobachter stellt fest, daß zwischen der Übereinstim- 
mung der linken und rechten Enden der Maßstäbe die Zeit At verstrichen ist. 
Wie groß ist die Relativgeschwindigkeit v der Maßstäbe? In welcher Reihen- 
folge stimmen ihre Enden für einen Beobachter überein, für den sich beide 
Maßstäbe mit gleicher Geschwindigkeit nach entgegengesetzten Seiten be- 
wegen? 

491. Wie lautet die LORENTZ-Transformation vom 8’-System zum S-System 
für den Radiusvektor t und die Zeit t, wenn nicht vorausgesetzt wird, daß die 
Geschwindigkeit ® des Systems S’ gegenüber dem System S parallel zur 
x-Achse ist? Man stelle das Ergebnis in vektorieller Form dar. 

Hinweis: Man zerlege rin Longitudinal- und Transversalkomponenten bezüg- 
lich 8 und benutze die LORENTZ-Transformation (10.1). 

492. Man gebe die LoRENTzZ-Transformation für einen beliebigen Vierer- 
vektor A; = (W, A,) an, ohne vorauszusetzen, daß die Geschwindigkeit ® des 
Systems 8’ in bezug auf das S-System der x-Achse parallel ist. 

493. Wie lauten die Formeln für die Addition von Geschwindigkeiten für 
den Fall, daß die Geschwindigkeit ® des Systems S’ in bezug auf das System 8 
beliebig gerichtet ist? Die Beziehungen sind in vektorieller Form zu schreiben. 


494. Vorgegeben seien die drei Bezugssysteme 8, 8’ und 8’; 8’ bewege sich 
in bezug auf 8’ mit der Geschwindigkeit V’ parallel zur x’-Achse und 8” in be- 
zug auf S mit der Geschwindigkeit V parallel zur x-Achse. Die entsprechenden 
Achsen aller drei Systeme seien zueinander parallel. Man schreibe die LORENTZ- 
Transformationen von 8” nach $ auf und leite daraus die Formel für die 
Addition paralleler Geschwindigkeiten ab. 


1) Unter einem Lichtjahr versteht man die Entfernung, die ein Lichtstrahl während 
eines Jahres im Vakuum zurücklegt. 
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495. Man beweise die Gleichung 


I Ve Yı- We 


2 1+v'BJe? i 


wobei db und v’ die Geschwindigkeit eines Teilchens im System S bzw. 8’ 
und ® die Geschwindigkeit von 8’ im System ‚$ bedeuten. 


496. Man beweise die Beziehung 
Vo’ +8)? — (0’x B)?je? 


= ——— 


1+1028je? 


wobei vd und v’ die Geschwindigkeit eines Teilchens im System S bzw. 8’ 
und 3 die Geschwindigkeit von S’ gegenüber S bezeichnen. 


497. Zwei Maßstäbe, von denen jeder in seinem Ruhsystem die Länge I 
habe, bewegen sich mit gleichen Geschwindigkeiten v gegen ein festes Be- 
zugssystem aufeinander zu. Wie groß ist die Länge } jedes der Maßstäbe, ge- 
messen im Ruhsystem des jeweils anderen Maßstabs? 


498. Man löse die vorige Aufgabe für den Fall, daß sich die Maßstäbe mit 
gleichen Geschwindigkeiten v unter dem Winkel 90° zueinander in einem festen 
Bezugssystem bewegen. 


499. Zwei Elektronenbündel fliegen mit einer Geschwindigkeit von v = 0,9c 
bezüglich des Laborsystems aufeinander zu. Wie groß ist die Relativgeschwin- 
digkeit V der Elektronen 

a) vom Standpunkt eines Beobachters im Laborsystem, 

b) vom Standpunkt eines Beobachters, der sich mit einem der Elektronen- 
bündel mitbewegt? 


500. Effekte, die bei Zusammenstößen zweier Elementarteilchen entstehen, 
hängen nicht von einer gleichförmigen Bewegung der Teilchen als Ganzes ab, 
sondern nur von ihrer Relativgeschwindigkeit. Den stoßenden Teilchen kann 
auf zwei verschiedenen Wegen dieselbe Relativgeschwindigkeit mitgeteilt 
werden (der Einfachheit halber werde angenommen, daß alle Teilchen gleiche 
Masse m besitzen): 

a) Dem Teilchen wird in einem Beschleuniger di> Energie E verliehen, und 
anschließend trifft es auf ein ruhendes Target aus Teilchen derselben Sorte. 

b) Zwei gleiche Beschleuniger sind so angeordnet, daß die von ihnen erzeug- 
ten Teilchenbündel aufeinander zu laufen ; dabei muß jeder der Beschleuniger 
die Teilchen auf die Enregie &,<_E bringen. 

Man vergleiche die Werte # und E, und untersuche insbesondere den extrem 
relativistischen Fall. 


501. Man bestimme die Transformationsgleichungen der Beschleunigung 0 
für den Fall, daß sich das System S’ gegen das System S mit der beliebig 
gerichteten Geschwindigkeit % bewegt. Man schreibe die Transformations- 
gleichungen in vektorieller Form. 
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502. Man drücke die Komponenten w; der Viererbeschleunigung durch die 
gewöhnliche Beschleunigung d und die Geschwindigkeit v eines Teilchens aus. 
Man berechne w?. Ist die Viererbeschleunigung raum- oder zeitartig? 


503. Man drücke die Beschleunigung 5’ eines Teilchens in seinem momenta- 
nen Ruhsystem durch seine Beschleunigung ö im Laborsystem aus. Man 
untersuche die Fälle, daß sich die Geschwindigkeit d des Teilchens nur dem 
Betrage bzw. der Richtung nach ändert. 


504. Die in Aufgabe 489 betrachtete Rakete werde aus dem Ruhezustand 


auf die Geschwindigkeit » = /0,9999 c beschleunigt. Die Beschleunigung im 
momentanen Ruhsystem der Rakete sei |d| = 20 m/s?. Wie lange dauert die 
Beschleunigung der Rakete nach den Uhren eines unbewegten Bezugssystems 
und nach den Uhren in der Rakete? 

Hinweis: Der mögliche Einfluß von Trägheitskräften auf den Gang der 
Uhren in der Rakete wird nicht berücksichtigt.!) 

505. In bezug auf das System 8 sollen sich das System 8’ mit der Geschwin- 
digkeit % und zwei Körper mit den Geschwindigkeiten vb, und d, bewegen. 
Welchen Winkel «& bilden die Geschwindigkeiten der Körper bei Beobachtung 
im S-System und im $’-System? 

Hinweis: Man benutze die Resultate der Aufgaben 493 und 495. 

506. Was geschieht mit dem Winkel zwischen den Geschwindigkeiten der 
beiden Körper in der vorigen Aufgabe, wenn die Geschwindigkeit des 8’- 
Systems relativ zum 8-System gegen c strebt? 


507. In einem bestimmten Zeitpunkt bilde der Lichtstrahl eines Fixsterns 
mit der Bahngeschwindigkeit d der Erde in dem mit der Sonne verbundenen 
System den Winkel 9. Man bestimme die Änderung der Richtung Erde-Stern 
während eines halben Jahres (Aberration des Lichtes) ohne Benutzung von 
Näherungen, die mit der Kleinheit von v/c zusammenhängen. 


508. Man bestimme die sichtbare Kurve, die ein Fixstern an der Himmels- 
kugel infolge der jährlichen Aberration beschreibt. Die Polarkoordinaten des 
Sterns seien in dem mit ‘der Sonne verbundenen System gleich 9, «& (die 
Polarachse stehe senkrecht auf der Erdbahnebene). Die Bahngeschwindigkeit 
der Erde ist v<c. 

509. Ein Lichtbündel habe in einem bestimmten Bezugssystem den Raum- 
winkel d2. Wie ändert sich d2 beim Übergang in ein anderes Inertialsystem? 


510. Unter der Annahme, daß die Sterne in dem uns umgebenden Teil der 
Galaxis gleichförmig verteilt sind, ist ihre Verteilung dN/dQ’ für einen Be- 
‚obachter in einer Rakete zu bestimmen, die nahezu mit Lichtgeschwindigkeit 
fliegt. 

1) Das bedeutet, daß vorgeschlagen wird, die Summe der Eigenzeiten dt = di yı — ve? 
in der Aufeinanderfolge der momentanen Ruhsysteme der Rakete zu bilden, die durch 
das Integral f dr ausgedrückt wird. Näheres zu dieser Frage findet man in [23], $ 62, 
sowie in [14] und [59]. 
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5ll. Man bestimme die Transformationsgleichung für die Frequenz & 
(DorpLer-Effekt) und den Wellenvektor f einer ebenen monochromatischen 
Lichtwelle beim Übergang von einem Inertialsystem in ein anderes. Die Relativ- 
geschwindigkeit 3 habe beliebige Richtung. 


512. Man bestimme die Frequenz w einer Lichtwelle beim transversalen 
DorrLer-Effekt. Im Ruhsystem des Lichtempfängers stehe die Ausbreitungs- 
richtung des Lichtes senkrecht auf der Bewegungsrichtung der Quelle. Welche 
Ausbreitungsrichtung hat die betrachtete Welle im Ruhsystem der Quelle? 


513. Das von einer Quelle emittierte Licht habe im Ruhsystem der Quelle 
die Wellenlänge A,. Welche Wellenlänge A mißt 

a) ein Beobachter, der sich mit der Geschwindigkeit V der Quelle nähert, 

b) ein Beobachter, der sich mit der Geschwindigkeit V von der Quelle ent- 
fernt? 

514*. Ein Spiegel bewege sich mit der Geschwindigkeit V senkrecht zu seiner 
Ebene. Man bestimme das Reflexionsgesetz für eine ebene monochromatische 
Welle am Spiegel (bei V = 0 sind Einfalls- und Ausfallswinkel gleich) sowie 
das Transformationsgesetz für die Frequenz bei der Reflexion. Insbesondere 
untersuche man den Fall V —c. 


515. Man löse die vorige Aufgabe für den Fall, daß sich der Spiegel in Rich- 
tung seiner Ebene bewegt. 


516. Man führe den Viererwellenvektor ein, der die Ausbreitung einer ebenen 
monochromatischen Welle in einem mit der Geschwindigkeit V bewegten 
Medium mit dem Brechungsindex n beschreibt (die Phasengeschwindigkeit 
einer Welle im unbewegten Medium ist v’ = c/n), und bestimme die Trans- 
formationsgleichungen für die Frequenz, den Ausbreitungswinkel und die 
Phasengeschwindigkeit. 

517. Eine ebene Welle der Vakuumwellenlänge A breite sich in einem mit 
der Geschwindigkeit V bewegten Medium in der Bewegungsrichtung des Me- 
diums aus. Man bestimme die Geschwindigkeit v der Welle im Laborsystem 
(FizeAauscher Versuch). Der Brechungsindex n wird im Ruhsystem 8’ des 
Mediums bestimmt und hängt von der Wellenlänge A’ in diesem System ab. 
Die Rechnungen sind mit einer Genauigkeit bis zur ersten Ordnung in V/e 
durchzuführen. 


10.2. Vierervektoren und -tensoren 


Beim Übergang von einem Inertialsystem (8’) zu einem anderen ($) trans- 
formieren sich die Koordinaten , =%,% =Yy,%, =2,% =ict gemäß 


I =ÜUXik ch. (10.16) 
Die Transformationsmatrix ist orthogonal: 


Kiı&rı 7 Öiks Ki &ır = Öik (10.17) 
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Daher lautet die inverse Transformation 


A, = (kikr (10.18) 


Die Größe s— Ya? + 2x2 +22 + x? (Intervall) ist eine Invariante der LoRENTZ- 
Transformation. 

Die Matrix der Transformationskoeffizienten, die den Gleichungen (10.4) 
entspricht, ist 


y 00 —ipy 
0 10 0 

= (10.19) 
0071 0 


ißy 0 0 v 


Führt man zwei LORENTzZ-Transformationen nacheinander aus, so sind die ent- 
sprechenden Matrizen nach der üblichen Regel der Matrizenmultiplikation zu 
multiplizieren (s. Abschnitt 1.1.). 

Die Komponenten A, eines Vierervektors (s. Abschnitt 10.1.) transformieren 
sich beim Übergang von einem Inertialsystem in ein anderes wie die Koordi- 
naten eines Weltpunktes: 


A;=ord, = 8xiAr (10.20) 


Als vierdimensionalen Tensor (Vierertensor) N-ter Stufe bezeichnet man die 
Gesamtheit der 4X Größen T;x...ı, die sich beim Übergang in ein anderes 
Inertialsystem wie die Produkte der entsprechenden Koordinaten &;, &, - - -, %ı 
transformieren: | 

IR RE ee er (10.21) 


Die Determinante |«;.| aus den Elementen der Matrix & der LoRENTZ- 
Transformation kann gleich +1 [eigentliche LoRENnTz-Transformation, z.B. 
(10.1)] oder gleich —1 [uneigentliche LoRENTz-Transformation] sein. Jede 
eigentliche LoRENTZ-Transformation läuft auf eine Transformation der Form 
(10.1) und eine räumliche Drehung hinaus; man kann solche Transformationen 
als Drehungen im vierdimensionalen Raum auffassen. Uneigentliche LoRENTZ- 
Transformationen enthalten außerdem die Spiegelung einer oder dreier Ko- 
ordinaten. 

Unter einem Pseudovierertensor N-ter Stufe versteht man die Gesamtheit 
von 4” Größen P;,... ;, die sich bei vierdimensionalen Koordinatentransforma- 
tionen gemäß den Gleichungen 


Pix... —= OAip%kr'«+"&ls \&mn|Ppr...s (10.22) 
transformieren. 

Der vollständig antisymmetrische Pseudovierertensor vierter Stufe (s. Auf- 
gabe 521) ist ein Beispiel für einen Pseudovierertensor. Seine Kompo- 
nenten e;xım Sind folgendermaßen definiert: @) e;xım wechselt das Vorzeichen, 
wenn man zwei beliebige Indizes vertauscht, und b) es gilt e,334 = 1. Daraus 
folgt, daß die Komponenten e,;;ım gleich Null sind, falls übereinstimmende 
Indizes vorkommen, und gleich +1, falls alle Indizes verschieden sind. 
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Aufgaben: 

518. Man zeige, daß sich die Komponenten A,, A,, A, des Vierervektors 
4; = (4,, A,, A,, A,) bei räumlichen Drehungen wie die Komponenten des 
dreidimensionalen Vektors X = (A,, A,, A,) transformieren und die Kompo- 
nente A, ein dreidimensionaler Skalar ist. 


519. In welche dreidimensionalen Tensoren zerfällt ein Vierertensor zweiter 
Stufe bei räumlichen Drehungen? 


520. Man zeige, daß sich die Komponenten eines antisymmetrischen Vierer- 
tensors zweiter Stufe bei räumlichen Drehungen wie die Komponenten zweier 
unabhängiger dreidimensionaler Vektoren transformieren. 

521. Man zeige, daß sich die in der Einführung dieses Abschnitts definierte 
Größe e;;ım tatsächlich wie ein Pseudovierertensor transformiert. 


522. Man beweise die Gleichungen 
a) Eirim eımrs = 2 (Öir Örs — Öis Ökr)) 
b) e;kım ekımn = — 6Öin- 
523. Man beweise die Beziehung 
Eikım eimrsAiBr ©, Ds = 2(A:0;) (Br Di) — 2(A:D;) (BrCn). 


524. Wie transformieren sich die Größen 
a) doldw;, 
b) 04,/0 Lxk, 
e) T; kr: 
wobei » einen 'Skalar, A; einen Vektor und T7',, einen Tensor bezeichnet? 
525. Zwei Vierervektoren A, und B; heißen parallel, wenn 


Aı _ 4A 4A; As 

Be: B DB #, 
gilt. Man zeige, daß das Verhältnis gleichnamiger Komponenten paralleler 
Vierervektoren eine LORENTZ-Invariante ist. 


526. Wieviel wesentlich verschiedene Komponenten hat ein Vierertensor 
dritter Stufe, der gegenüber der Vertauschung eines beliebigen Indexpaares 
antisymmetrisch ist? Man zeige, daß sie sich bei Drehungen wie die Kompo- 
nenten eines vierdimensionalen Pseudovektors transformieren. 


527. Gegeben seien drei Bezugssysteme S, 8’ und 8”; 8’ bewege sich in be- 
zug auf 8’ mit der Geschwindigkeit. V’ parallel zur x’-Achse und 8’ in bezug. 
auf S mit der. Geschwindigkeit V parallel zur x-Achse. Die entsprechenden 
Achsen aller drei Systeme seien einander parallel. Durch Multiplikation der 
entsprechenden Matrizen erhält man die Transformationsmatrix von 8” 
nach S. Man leite daraus die Formel (10.11) für die Addition gleichgerichteter 
Geschwindigkeiten ab. 


528. Man schreibe die LoRENTz-Transformation (10.1) in den Variablen 
%,%g, %,%, = et und drücke die Relativgeschwindigkeit V mit Hilfe der 
Formel V/c =tanh« durch den Winkel x aus. 
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529. Man bestimme die Matrix g der Transformation von 8’ nach S durch 
Multiplikation der Matrizen der einfachen Transformationen. 8’ bewege sich 
in bezug auf 5 mit der Geschwindigkeit ® (V/ce = tanhe«) in der durch die 
Polarwinkel 9, © bestimmten Richtung. Entsprechende Achsen von 8 und &’ 
seien parallel. 


10.3. Relativistische Elektrodynamik 


Wir geben zunächst die Hauptgleichungen der relativistischen Elektro- 
dynamik im Vakuum an. Die dreidimensionale Stromdichte | = ob und die 
Raumladungsdichte o bilden den Vierervektor der Stromdichte (die Vierer- 
stromdichte): 


ji = (eo). (10.23) 


Elektrisches und magnetisches Feld sind Komponenten des antisymmetri- 
schen elektromagnetischen Feldtensors 
0 H, —H, -—vE, 


2 


——H, 090 HH, -ıH, 
Fir = i (10.24) 
—H, —ıE, 


iE, iE, GEB, 0 
Beim Übergang vom $8’-System in das S-System transformieren sich die 


Feldkomponenten gemäß den Gleichungen (x- und x’-Achse sind der Relativ- 
geschwindigkeit parallel): 


H,=Hi, H,=y(H,— BE), H,=y(H:+BE}). 
Die Größen 
H’—-E=imn, €9=inv (10.26) 


sind LORENTZ-invariant. Vektor- und skalares Potential Y bzw. » bilden den 
Vierervektor des Potentials (das Viererpotential) 


A; = (U,io). (10.27) 


Die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors im Vakuum werden durch 
die Gleichungen 


1 
Ta= 7, (FiuaFrı— 7 dir Fim) (10.28) 
definiert. 
Die neun räumlichen Komponenten des Tensors 7';,, bilden den MAXWELL- 
schen Spannungstensor 


1 1 
Tag = (—BoBg — HH) + 5 (B* + HP) dp. (10.29) 
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Die Raum-Zeit-Komponenten von 7;, sind den Komponenten der Energie- 
stromdichte © und der Impulsdichte g des Feldes proportional: 


v c 
De _ _——_ 
un, S=(Ex9), | 
j ' (10.30) 
Vi 100; ex 4e.| 
Die zeitliche Komponente von T,;,, hängt durch die Beziehung 
1 
= — a Fein 2 2 
T ya w 57 (E? + H?) (10.31) 


mit der Dichte der Energie W des Feldes zusammen. 
Die Divergenz des Tensors 7';, bestimmt die räumliche Kraftdichte 


i 
= |. en], 
die an den Ladungen angreift: 


07 ik 1 h 
ur RER 10.32 
0%, I 6 ik )k ( 0.3 ) 


In der relativistischen Elektrodynamik in Medien bilden die Feldvektoren 
EC, D,B und 9 zwei antisymmetrische Vierertensoren zweiter Stufe, den Feld- 
tensor 

0 B, —B, -—itE, 


-B 0 B -iB 


F,.= 4 (10.33) 
B,; =B, 0 —YtVE, 
iE, iE, iR. 0 
und den Induktionstensor 
0 HA, —H, —tDa 
—H,; 0 H, — iD, 
H;, = . (10.34) 
H, —H, 9 —iD, 
iD, iD, «D, 0 


Polarisations- und Magnetisierungsvektor B bzw. M bilden ebenfalls einen 
Vierertensor: 


0 M, -M, iP;, 
—M. 0 M, iP, 

M.«= (10.35) 
M, —M, 0 iR, 


—iP, —iP, —iP, 0 
Die Gleichungen 
D=-6+4n% 8=9+4nM 
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werden zu der Beziehung 

H;x = F;r — 4rM,r (10.36) 

zusammengefaßt. 
Die Viererkraft f;, die seitens des Feldes an der Volumeneinheit des Mediums 

angreift, wird durch die Beziehung 


= 1, te + doll (10.37) 


definiert. Dabei bedeuten f die an der Volumeneinheit angreifende pondero- 
motorische Kraft und Q die JouLesche Wärme, die je Zeit- und Volumen- 
einheit abgegeben wird. 


Aufgaben: 


530. Wie lauten die Transformationsgleichungen für die Feldvektoren €, 8, 
D, Hund den Polarisations- und Magnetisierungsvektor B bzw. M beim Über- 
gang zum System 5’, das sich relativ zum System S mit der beliebig gerich- 
teten Geschwindigkeit 9 bewegt? Die Transformationsgleichungen sind in 
vektorieller Form zu schreiben. 

Hinweis: Man benutze die in der Aufgabe 529 berechneten Ausdrücke für 
die Transformationskoeffizienten und die Antisymmetrie der Tensoren F\;,, 
H ik und M ik- 

531. Im Bezugssystem 5 bestehe ein homogenes elektromagnetisches Feld 
&, 9. Mit welcher Geschwindigkeit relativ zu $ muß.sich ein System S’ be- 
wegen, indem € || 9’ gilt? Ist das Problem immer lösbar, und besitzt es immer 
eine eindeutige Lösung? Wie groß sind die Beträge von € und 9’? 


532. Im Bezugssystem S sollen ein elektrisches und ein magnetisches Feld 
aufeinander senkrecht stehen: € _L 9. Mit welcher Geschwindigkeit gegen- 
über S muß sich ein System 8’ bewegen, in dem nur ein elektrisches bzw. nur 
ein magnetisches Feld vorhanden ist? Existiert immer eine Lösung, und ist sie 
immer eindeutig? 


533. Ein unendlich langer Kreiszylinder sei gleichförmig mit der Linien- 
dichte x geladen. Auf der Zylinderachse fließe der gleichförmig verteilte 
Strom I. Im ganzen Raum sei e = u = 1. Man bestimme ein Bezugssystem, 
in dem es nur ein elektrisches bzw. nur ein magnetisches Feld gibt, und berechne 
die Größe dieser Felder. 


534. Man bestimme die Induktionsspannung, die bei der Bewegung eines 
Leiters im Magnetfeld ® entsteht. Man benutze entweder die Transformations- 


formeln für die Feldstärken oder die Transformationsformeln für die Poten- 
tiale. 


555. Man bestimme die Felder 9, X, &, 9 der gleichförmig mit der Ge- 
schwindigkeit 3 bewegten Punktladung e durch LoreExtz-Transformation 
aus dem Ruhsystem der Punktladung. 

536. Man zeige, daß das elektrische Feld einer sich gleichförmig bewegenden 
Punktladung in der Bewegungsrichtung „abgeplattet“ wird. Dabei schwächt 
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sich das Feld in der Bewegungsbahn der Ladung im Vergleich zum COULOMB- 
Feld ab. Wie hängt diese Abschwächung mit der Transformationsgleichung 
Ei) > Ei] zusammen? 

537. Ein elektrischer Dipol mit dem Moment p, bewege sich im Ruhsystem 
gleichförmig mit der Geschwindigkeit 8. Man bestimme das durch ihn erzeugte 
elektromagnetische Feld 9,4,€,9: 


538. Man bestimme die Transformationsgleichungen für die elektrischen und 
magnetischen Dipolmomente p bzw. m eines polarisierten und magnetisierten 
Körpers durch Übergang vom Inertialsystem, in dem der Körper ruht, in ein 
anderes Inertialsystem. | 

Hinweis: Man gehe von den Transformationsgleichungen für den Polarisa- 
tions- und den Magnetisierungsvektor B bzw. M aus. 


539. Eine ungeladene rechteckige Drahtschleife (Seitenlängen «a und 5) mit 
dem Strom I’ bewege sich gleichförmig mit der Geschwindigkeit 3 parallel zur 
Seite @. Die Leitung habe einen endlichen Querschnitt. Man bestimme die Ver- 
teilung der elektrischen Ladungen in der Schleife sowie ihr elektrisches und 
ihr magnetisches Moment im Laborsystem. 


540. Mit Hilfe der Definition der Viererkraftdichte bestimme man das relati- 
vistische Transformationsgesetz für die JouLesche Wärme ©. 


541. Man bestimme die Transformationsgleichungen für die Komponenten 
des Energie-Impuls-Tensors T',;, bei einer LoRENTzZ-Transformation [s. (10.1)]. 


542. Wie groß ist die Summe der Diagonalelemente (Spur) des Energie- 
Impuls-Tensors [s. (10.28)]? 


543*. Ein elektromagnetisches Feld sei nur innerhalb eines endlichen Volu- 
mens V, in dem keine Ladungen vorhanden sind, von Null verschieden. Man 
zeige, daß Gesamtenergie und -impuls des Feldes einen Vierervektor bilden. 


544*, Der Gesamtdrehimpuls eines Systems, das aus einem elektromagne- 
tischen Feld im Vakuum und Punktladungen besteht, kann mit Hilfe der 
Gleichung!) 


i 
La — | Ta Tu)dsı + (ep — 2 Pi) 
[A 


bestimmt werden, in der über die Hyperebene x, =ict = const integriert 
wird. Die Summe erstreckt sich über alle Teilchen; dabei sind die Werte «;, p, 
in den Schnittpunkten der Weltlinien der entsprechenden Ladungen mit der 


!) Mit Hilfe der Definition des Tensors 7',, kann man leicht unmittelbar zeigen, daß 
der räumliche Anteil Z,; des Tensors L,, einen antisymmetrischen Tensor bildet, der 
dem Vektor 


8= [rxgaV - gıxp 


äquivalent ist, wobei g = (Ex H)/4rc die Impulsdichte des Feldes ist. 
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Hyperebene x, = const zu nehmen. Unter Berücksichtigung von 


OT; 1 
Ox% C ik ]r 


beweise man, daß der Gesamtdrehimpuls L;, des Systems erhalten bleibt. 

545*. Ein System bestehe aus Teilchen und einem elektromagnetischen Feld 
im Vakuum und nehme ein endliches Volumen ein. Aus der Bilanz des Gesamt- 
drehimpulses L,, dieses Systems bestimme man den Ausdruck für die Dreh- 
impulsdichte A des Feldes. Dabei ist der in der vorigen Aufgabe angegebene 
Ausdruck für L;, zu benutzen. 
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1l. RELATIVISTISCHE MECHANIKR 


11.1. Energie und Impuls 


Der Impuls p eines relativistischen Teilchens hängt durch die Beziehung 


22 (11.1) 


mit dessen Geschwindigkeit d zusammen, wobei m die Teilchenmasse bedeutet. 
Die Gesamtenergie E eines sich frei bewegenden Teilchens kann durch die Ge- 
schwindigkeit oder durch den Impuls ausgedrückt werden: 


2 

E—= u Aın (11.2) 
Mo 
1-3 

B—=:6 Vr + m? c?, (11.3) 


Die kinetische Energie eines Teilchens unterscheidet sich von seiner Gesamt- 
'energie um die Ruhenergie 4, = m c?: 
T=E— me. (11.4) 


Energie, Impuls und Geschwindigkeit eines Teilchens hängen durch die Be- 
ziehung 
| Ev=cp (11.5) 


miteinander zusammen. Energie und Impuls sind zeitliche bzw. räumliche 
Komponenten des Energie-Impuls-Vierervektors (Viererimpulses) 


pi = (». —). (11.6) 


Beim Übergang von einem Inertialsystem in ein anderes transformieren sich 
‚Energie und Impuls gemäß’ den Gleichungen (10.4). Das Quadrat des Vierer- 


impulses ist eine relativistische Invariante: 


= pP —- ——= —m2d. (11.7) 


Man bezeichnet ein Teilchen als nichtrelativistisch, wenn seine kinetische 
Energie klein, und als extrem relativistisch, wenn seine kinetische Energie groß 
gegen die Ruhenergie ist. Die Geschwindigkeit eines extrem relativistischen 
Teilchens ist nahezu gleich der Lichtgeschwindigkeit, und der Impuls hängt 


9 Batygin/Toptygin 
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mit der Energie durch die Beziehung 
E=cp (11.8) 


zusammen. Teilchen mit verschwindender Masse und Ruhenergie (Photon, 
Neutrino) sind immer extrem relativistisch; ihre Geschwindigkeit ist exakt 
gleich c. 
Energie und Impuls eines Photons im Vakuum sind mit seiner Frequenz 
durch die Beziehungen 
ho 


E=ho, p 1 


—hk (11.9) 


verknüpft, wobei % = 1,05 - 10° ergs die PLancksche Konstante bedeutet. 

Gesamtenergie und Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems von Teil- 
chen sind Erhaltungsgrößen. Wie daraus folgt, ist für den Fall, daß die Teil- 
chen vor Beginn und nach Abschluß einer Reaktion (Zerfall oder Stoß) nicht 
miteinander in Wechselwirkung stehen, der Vierer-Gesamtimpuls zu Anfang, 
9, gleich dem gesamten Viererimpuls am Ende, p;: 


2 ray Pei- (11.10) 


Dabei wird über alle vor bzw. nach der Reaktion vorhandenen Teilchen 
summiert. | 

Bei der Untersuchung von Stoßproblemen empfiehlt es sich, entweder das 
Laborsystem 5 oder das Massenmittelpunktsystem S’, in dem der Gesamt- 
impuls p Null ist, zu verwenden. Ein nützliches Verfahren ist es auch, die In- 
varianz des Quadrates des Viererimpulses auszunutzen (s. die Lösungen der 
Aufgaben 561, 574, 580). 

Man unterscheidet zwei Arten von Stößen: elastische, bei denen sich die 
inneren Zustände und folglich auch die Massen der Teilchen nicht ändern, und 
unelastische, bei denen sich die inneren Energien (Massen) der stoßenden Teil- 
chen ändern, vorhandene Teilchen verschwinden oder neue entstehen. Bei 
einem unelastischen Stoß zweier Teilchen unterscheidet sich die Summe 
mM, + m, der Massen der stoßenden Teilchen von der Summe M,, der Massen 
der entstehenden Teilchen um 


AM = m, + m, — M,. (11.11) 


Die Größe @ = c? AM bezeichnet man als Wärmetönung der Reaktion. 

In der Tabelle 11.1 sind die Ruhenergien einiger Elementarteilchen an- 
gegeben. Günstige Maßeinheiten der Energie sind die Ruhenergie m, c? des 
Elektrons sowie leV = 1,602 - 10-!?erg, 1 MeV = 10%eV, 1GeV = 10° eV. 

Die Tabelle 11.2 enthält die Bindungsenergien B einiger Atomkerne. Dabei 
wird unter der Bindungsenergie die Größe 


B= AMe? = B2 Eon un Es 


verstanden, wobei E,n die Ruhenergie eines Nukleons und E,x die des Kernes 
bedeuten. 
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Tabelle 11.1 Tabelle 11.2 
| E, Nuklid | B[MeV] 

Teilchen in Einheiten MeV] °H 2,18 

m,c !He 28,11 

Li 38,96 

Elektron 1 0,511 
#-Meson 207 106 
rı’-Meson 264 135 
rt-Meson 273 139 
K-Meson 966 494 
Proton 1836 938 
A-Hyperon 2181 1115 
Aufgaben: 


546. Man drücke den Impuls » eines relativistischen Teilchens durch seine 
kinetische Energie 7 aus. 

547. Man drücke die Geschwindigkeit b eines Teilchens durch seinen Impuls p 
aus. 

548. Ein Teilchen mit der Masse m habe die Energie &. Man bestimme die 
Geschwindigkeit v des Teilchens und betrachte insbesondere den nichtrelati- 
vistischen und den extrem relativistischen Grenzfall. 


549. Unter der Voraussetzung v <c bestimme man Näherungsausdrücke für 
die kinetische Energie 7 eines Teilchens der Masse m, ausgedrückt 

a) durch seine Geschwindigkeit v, | 

b) durch seinen Impuls p, 
bis auf v*/c* bzw. p*/m* c* genau. 

550. Man bestimme die Geschwindigkeit v eines Teilchens der Masse m und 
der Ladung e, das die Potentialdifferenz V durchlaufen hat (die Anfangs- 
geschwindigkeit sei Null). Wie vereinfacht sich die Gleichung im nichtrelati- 
vistischen und im extrem relativistischen Grenzfall (bei der Entwicklung sind 
zwei Terme zu berücksichtigen)? 

551. Man bestimme die Geschwindigkeit v der Teilchen in den folgenden 
Fällen: | 

a) Elektronen in einer BElektronenröhre (E = 300 eV), 

b) Elektronen in einem 300-MeV-Synchrotron, 

e) Protonen in einem 680-MeV-Synchrozyklotron, 

d) Protonen in einem 10-GeV-Synchrophasotron. 


552. In einem Linearbeschleuniger wird ein Teilchen in den Spalten zwischen. 
Hohlzylinderelektroden (Laufzeitröhren) beschleunigt, auf deren gemeinsamer 
Achse die Teilchenbahn verläuft. Die Beschleunigung erfolgt unter der Wirkung 
eines elektrischen HF-Feldes der Frequenz v» — const. Beschleunigt werden 
die Teilchen, die alle Spalte zwischen den Röhren genau dann durchlaufen, 
wenn dort ein Beschleunigungsfeld vorhanden ist. Wie lang müssen die Lauf- 
zeitröhren sein, damit ein Teilchen der Masse m und der Ladung e die Be- 


9* 
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schleunigungsspalte immer gerade in den Augenblicken durchfliegt, in denen 
dort maximale Spannung V, herrscht? Man schätze ferner die Gesamtlänge 
eines Beschleunigers mit N Laufzeitröhren ab. 


553. Ein Strom monochromatischer u-Mesonen, die in den oberen Schichten 
der Atmosphäre erzeugt werden,!) falle vertikal nach unten. Wie groß ist das 
Verhältnis der u-Mesonenströme in der Höhe h über dem Meeresspiegel (I,) 
und in Höhe des Meeresspiegels (/,) unter der Annahme, daß in der betrach- 
teten Luftschicht der Dicke h der Mesonenstrom nur durch den natürlichen 
Zerfall der u-Mesonen geschwächt wird? Die Energie der u-Mesonen sei 
E=—=4,2.108% eV, die Halbwertzeit des ruhenden u-Mesons 7, = 2 - 10° s und 
h=3 km. 

554. Das Bezugssystem 8’ bewege sich mit der Geschwindigkeit ® gegen- 
über dem Bezugssystem S. Ein Teilchen mit der Masse m, das im System $’ 
die Energie E’ und die Geschwindigkeit dv’ besitzt, bewege sich unter dem 
Winkel 9’ gegen die Richtung von ®. Man bestimme den Winkel ® zwischen 
dem Impuls p des Teilchens und der Richtung von 3 im S-System. Man 
drücke Energie und Impuls des Teilchens im S$-System durch 9, E’ oder 
®,v' aus. Insbesondere ist der extrem relativistische Fall 2? >mc!, V zc 
zu untersuchen. Man zeige, daß man in diesem Fall in einem bestimmten 
(welchem?): Winkelintervall die Näherungsformel 


benutzen kann. 


555*. Das System S’ bewege sich gegenüber dem System S mit der Ge- 
‚schwindigkeit 3. Die Winkelverteilung der Teilchen, die im S’-System die- 
selbe Energie E’ haben, wird durch die Funktion dW/dQ' = F’(9', «') be- 
schrieben, wobei dW den Teil der Teilchen bedeutet, der sich im System 8’ 
innerhalb des Raumwinkels dQ2’ bewegt. Die übliche Normierung ist 


jr | roo, )dQ = 1; 


ö wird von der Richtung von ® aus gezählt. Man bestimme die Winkel- 
verteilung dieser Teilchen im $-System und betrachte insbesondere den extrem 
relativistischen Fall. 

556. Ein n°-Meson bewege sich mit der Geschwindigkeit v und zerfalle im 
Fluge in zwei y-Quanten. Man bestimme die Winkelverteilung dW/d.Q2 der 
y-Quanten im Laborsystem unter der Annahme, daß sie im Ruhsystem des 
-Mesons kugelsymmetrisch ist. | 

557. Man drücke die Energie des in der vorigen Aufgabe betrachteten - 
Mesons durch das Verhältnis. fder Anzahl der y-Quanten aus, die in die vor- 
dere, zur Anzahl der y-Quanten, die in die hintere Halbkugel emittiert 
werden. 


!) Die Aufgabe ist idealisiert formuliert. 
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858*. Wie hängt die Energie eines y-Quants, das beim Zerfall eines n°- 
Mesons entsteht (s. Aufgabe 556), vom Winkel # zwischen den Bewegungs- 
richtungen des y-Quants und des n’-Mesons ab? Man bestimme das Energie- 
spektrum der beim Zerfall entstehenden y-Quanten im Laborsystem. 

Hinweis: Aus dem Energie-Impuls-Satz folgt, daß die Energie des y-Quants 
im Ruhsystem des 2°-Mesons E’ = m c?/2 ist, wobei m die Masse des n°-Mesons 
bedeutet. 


559. Man zeige, daß das Energiespektrum der beim Zerfall entstehenden 
y-Quanten im Laborsystem unabhängig von der Form des Energiespektrums 
der n°-Mesonen ein Maximum bei E=E,E'—= m c?]2 hat, wobei m die 
Masse des n°-Mesons bedeutet. Z, und E, seien beliebige Energien der y-Quan- 
ten auf verschiedenen Seiten dieses Maximums, die demselben Wert der Ver- 
teilungsfunktion entsprechen. Man drücke die Masse m des nP-Mesons durch 
E, und E, aus. 

Hinweis: Man benutze das Energiespektrum der y-Quanten aus der Auf- 
gabe 558. 


560. Ein Teilchen mit der Energie E und der Masse m, treffe auf ein ruhendes 
Teilchen der Masse m,. Man bestimme die Geschwindigkeit v des Massenmittel- 
punktes gegenüber dem Laborsystem bei diesem Stoß. 


561*. Zwischen einem Teilchen der Masse m, und der Energie E, und einem 
ruhenden Teilchen der Masse m, erfolge ein elastischer Stoß. Man drücke die 
Streuwinkel d, und 9, der Teilchen im Laborsystem durch ihre Energien E,, £, 
nach dem Stoß aus. : 


562. Ausgehend von der Lösung der vorigen Aufgabe, drücke man die 
Energie der elastisch stoßenden Teilchen durch die Streuwinkel im Labor- 
system aus. 


563. Ein Teilchen der Masse m stoße elastisch mit einem ruhenden Teilchen 
derselben Masse zusammen. Man drücke die kinetische Energie 7, des ge- 
streuten Teilchens durch die kinetische Energie 7, des ankommenden Teil- 
chens und den Streuwinkel 9, aus. 


564. Mit Hilfe der Ergebnisse der Aufgabe 562 bestimme man im nicht- 
relativistischen Fall die kinetischen Energien 7’, und 7, der elastisch stoßenden 
Teilchen in Abhängigkeit von der kinetischen Anfangsenergie 7, des ersten 
Teilchens und den Streuwinkeln 9, und 9, im Laborsystem (das zweite Teil- 
chen ruhe vor dem Stoß). 


565. Zwei Teilchen mit den Massen m, und m, stoßen elastisch miteinander 
zusammen. Ihre Geschwindigkeiten im Massenmittelpunktsystem seien v/ 
und »;, und der Streuwinkel sei 9’; die Geschwindigkeit des Massenmittel- 
punktsystems gegen das Laborsystem sei V. Man bestimme den Winkel x, 
unter dem die Teilchen im Laborsystem auseinanderfliegen. Insbesondere be- 
trachte man den Fall m, = m,. 


566. Ein Lichtquant der Frequenz w, werde an einem sich gleichförmig be- 
wegenden freien Elektron gestreut. Der Impulsvektor p, des Elektrons bilde 
mit der Bewegungsrichtung des Quants den Winkel d,. Wie hängt die Fre- 
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quenz w des gestreuten Photons von seiner Bewegungsrichtung ab? Insbeson- 
dere untersuche man den Fall, daß das Elektron vor dem Stoß ruht (CoMPToN- 
Fffekt). 


567*. Ein Teilchen der Sorte 1, das im System 8 die Geschwindigkeit vd, 
besitze, werde an einem ruhenden Teilchen der Sorte 2 gestreut. Wie trans- 
formiert sich der Streuquerschnitt do], beim Übergang zum System 8’, in 
dem die Teilchen der Sorte 2 die Geschwindigkeit vg und die Teilchen der 
Sorte 1 die Geschwindigkeit v] haben? Insbesondere untersuche man den Fall, 
daß die Geschwindigkeiten vi und v% parallel sind. 

Hinweis: Als Streuquerschnitt do, , bezeichnet man das Verhältnis der Zahl 
der Teilchen, die in der Zeiteinheit durch ein Streuzentrum in den Raum- 
winkel d@ gestreut werden, zur Stromdichte der zu streuenden Teilchen 
Jg = N, d,, wobei n, die Zahl der zu streuenden Teilchen je Volumeneinheit 
und v, = |d, — p,| die Relativgeschwindigkeit zwischen den Teilchen der 
ersten und der zweiten Sorte bedeuten (s. Aufgabe 499). 


568. Wie groß ist die Masse m eines Teilchens, von dem man weiß, daß es 
in zwei Teilchen mit den Massen m, und m, zerfällt? Experimentell kennt man 
die Größen p, und 9, der Impulse der beim Zerfall entstehenden Teilchen und 
den Winkel # zwischen ihren Richtungen. 


569. Man bestimme die Masse m, eines Teilchens, von dem man weiß, daß 
es eines von zwei Teilchen ist, die beim Zerfall eines Teilchens mit der Masse m 
und dem Impuls p entstehen. Impuls p,, Masse m, und Flugwinkel 9, des 
zweiten beim Zerfall entstehenden Teilchens seien bekannt. 


570. Ein Teilchen mit der Masse m, und der Geschwindigkeit v stoße mit 
einem ruhenden Teilchen der Masse m, zusaramen und absorbiere es. Man be- 
stimme Masse m und Geschwindigkeit V des entstehenden Teilchens. 


571. Ein ruhender Körper mit der Masse m, zerfalle in zwei Teile mit den 
Massen m, und m,. Man bestimme die Verteilung der Zerfallsenergie 
AE = (m, — m, — m,) c? auf die Teile 1 und 2. 

572. Man bestimme die Verteilung der Zerfallsenergie (im Ruhsystem des 
zerfallenden Teilchens) auf 


a) «-Teilchen und Tochterkern beim «-Zerfall des *U, 
b). u-Meson und Neutrino (v) beim. Zerfall des z-Mesons (r > u +»), 
e) y-Quant und Rückstoßkern bei der Emission eines y-Quants. 

Man betrachte insbesondere den Fall A = 20, AE = 2 MeV. 


573. Ein ruhender angeregter Kern (Anregungsenergie AE) emittiere ein 
y-Quant. Man bestimme seine Frequenz w. Die Masse des: angeregten Kerns 
sei m. 


574*. Ein Teilchen der Masse m treffe auf ein ruhendes Teilchen der Masse m, . 
Es finde eine Reaktion statt, bei der mehrere Teilchen mit der Gesamtmasse M 
erzeugt werden. Bei m + m, < M ist die Reaktion bei kleinen kinetischen 
Energien des ankommenden Teilchens durch den Energieerhaltungssatz ver- 
boten. Man bestimme die minimale kinetische Energie des ankommenden Teil- 
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chens (die Energieschwelle 7’, der Reaktion), bei der die Reaktion energetisch 
möglich wird. 

575. Man bestimme die Energieschwellen der folgenden Reaktionen: 

a) Erzeugung eines rx-Mesons beim Stoß zweier Nukleonen (NN 
>N+N-+n), 

b) Photoerzeugung eines n-Mesons an einem Nukleen (N +y N -+x), 

e) Erzeugung eines K-Mesons und eines Hyperons beim Stoß eines z-Mesons 
mit einem Nukleon (ca N—A+K), 

d) Erzeugung eines Proton-Antiproton-Paares beim Stoß eines Protons der 
Masse m, mit einem Kern der Masse m. Man betrachte insbesondere den Stoß 
mit einem Proton. Unter der Annahme m » m,A schätze man die Schwelle 
für die Erzeugung eines Antiprotons an einem Kern mit der Massenzahl A ab. 


576. Man berechne einen Näherungsausdruck für die Energieschwelle 7, 
einer Reaktion, bei der die Massenänderung AM der stoßenden Teilchen einen 
kleinen Teil ihrer Gesamtmasse M darstellt (‚Reaktion zwischen nichtrelati- 
vistischen Teilchen“). Man benutze die erhaltene Formel zur Bestimmung der 
Energieschwellen 7, der folgenden Reaktionen: 

a) Photospaltung des Deuterons y+/H —p+n), 

b) $He + %He —3Li+p. 

‘Man vergleiche die erhaltenen Näherungswerte mit den exakten (s. Auf- 
gabe 574). 

577. Man zeige, daß die Erzeugung eines Elektron-Positron-Paares durch 
ein y-Quant nur dann möglich ist, wenn an der Reaktion ein Teilchen mit der 
Ruhmasse m, == 0 beteiligt ist (dieses Teilchen ändert sich nicht; seine Rolle 
besteht darin, einen Teil der Energie und des Impulses aufzunehmen, damit 
der Erhaltungssatz erfüllt wird). Man bestimme die Schwelle 7, für diese 
Reaktion. 


578. Man zeige, daß die Zerstrahlung eines Elektron-Positron-Paares unter 
Emission eines y-Quants durch den Energie-Impuls-Satz verboten ist, daß 
für die Zerstrahlung eines Elektron-Positron-Paares mit Emission zweier 
yv-Quanten jedoch kein Verbot besteht. 


579. Man zeige, daß die Emission oder die Absorption von Licht durch freie 
Elektronen im Vakuum nicht möglich ist. (Man gehe vom Energie-Impuls- 
Satz aus.) 


580*. Man zeige, daß bei gleichförmiger Bewegung eines geladenen freien 
Teilchens (Masse m, Ladung e, Geschwindigkeit v) in einem Medium mit dem 
Brechungsindex n(w) elektromagnetische Wellen emittiert werden können 
(TSCHERENKOW-Effekt).!) Man drücke den Winkel ® zwischen der Ausbrei- 
tungsrichtung der Welle und der Richtung der Geschwindigkeit p des Teilchens 
durch 9, w,n(w) aus (vgl. Aufgabe 727). | 
Hinweis: Im ruhenden Medium mit dem Brechungsindex n(w) hat ein 
Photon die Energie E = kw und den Impuls p = rn(wo) Awje. 


ı) Ein analoger Effekt tritt auch beim Durchgang eines neutralen Teilchens mit elek- 
trischem oder magnetischem Moment durch Materie auf. 
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581. Man zeige, daß ein freies Elektron, das sich in einem Medium mit der 
Geschwindigkeit v bewegt, elektromagnetische Wellen absorbieren kann, deren 
Frequenz der Ungleichung v > c/n(w) genügt, wobei n(w) den Brechungsindex 
des Mediums bezeichnet. 

582*. Ein in einem angeregten Zustand befindliches Teilchen, das. im all- 
gemeinen eine komplizierte Struktur besitzt und elektrische Ladungen enthält 
(z.B. ein Atom), bewege sich gleichförmig mit der Geschwindigkeit v in einem 
Medium mit dem Brechungsindex r (w). Beim Übergang in den Grundzustand 
emittiert das Teilchen ein Quant mit der Frequenz w, (im Ruhsystem), das 
im Laborsystem unter dem Winkel # gegen die Bewegungsrichtung des Teil- 
chens beobachtet werde. Welche Frequenz » beobachtet man im Laborsystem 
(DoPrrLer-Effekt im brechenden Medium)? Man untersuche insbesondere den 
Fallw, —®. | 

Hinweis: Terme zweiter Ordnung in % werden nicht berücksichtigt; man 
nehme Aw, < m c? an, wobei m die Masse des Teilchens bedeutet. 

583*. Das in der Aufgabe 582 betrachtete Teilchen bewege sich gleichförmig 
durch ein Medium und befinde sich im Grundzustand (die übrigen Bedingungen 
der Aufgabe 582 werden beibehalten). Man zeige, daß dabei eine Strahlung 
emittiert werden kann, die von einer Anregung des Teilchens begleitet wird. 
Unter welchen Bedingungen kann diese Strahlung entstehen? Wie groß ist ihre 
Frequenz » (DorPLerscher Überlichteffekt)? 

584. Ein Beschleuniger liefere am Ausgang einen Strahl geladener Teilchen 
der Masse m und der Ladung e mit der kinetischen Energie 7; die Stromstärke 
des Strahles sei /. Man bestimme die Kraft F, die der Strahl auf ein Target 
ausübt, sowie die im Target abgegebene Leistung W. 

585. Ein Körper bewege sich mit der relativistischen Geschwindigkeit ® 
durch ein Gas, das je Volumeneinheit N sich langsam bewegende Teilchen der 
Masse m enthalte. Man bestimme den Druck p, den das Gas auf den Körper 
senkrecht zur Richtung seiner Geschwindigkeit je Flächenelement ausübt. 


11.2. Bewegung geladener Teilchen im elektromagnetischen 
Feld 


Im elektromagnetischen Feld €, 5 greift an einem punktförmigen Teilchen 
mit der Ladung e, das sich mit der Geschwindigkeit vd bewegt, die LORENTZ- 
Kraft 


S=e&+—0x$ (11.12) 
an. 
‚Die kinetische Energie des Teilchens ändert sich je Zeiteinheit um 
30=-e&n-5=-[, (11.13) 


wobei E die Energie des Teilchens bedeutet (s. 11.1.). 
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Ein Magnetfeld leistet keine Arbeit an einem Teilchen, da die magnetische 
Kraft auf der Geschwindigkeit senkrecht steht. Aus den Größen 7; und dE/di 
kann man einen Vierervektor, den sogenannten Vektor der MinKowskI-Krait, 
bilden: | | 

7:209%, (SHE: \ ARERER: SER 3. EU VA (11.14) 


Die Viererkraft hängt mit dem elektromagnetischen Feldtensor F; über 


die Beziehung 


e 
= Fir tn 


zusammen. Dabei bedeutet u, die Vierergeschwindigkeit des Teilchens. 
Die Differentialgleichung der Bewegung eines Teilchens lautet in Vierer- 
schreibweise 


2 —eF; oder m — — Fir un. (11.15) 


dt dr 

Projiziert man diese Gleichungen auf die Raum- und Zeitachse, so erhält 

man die Bewegungsgleichungen in dreidimensionaler Form und den Energie- 
satz: 


p=e&+-nxd, Font. (11.16) 


Dabei ist T = E — m c? die kinetische Energie und p der Impuls des Teil-- 
chens; der Punkt bezeichnet die Ableitung nach der Zeit t. Die Gleichungen 
(11.16) gelten bei beliebiger Geschwindigkeit des Teilchens. 

Die LAGRANGE-Funktion eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen 
Feld mit den Potentialen und X hat die Form 


2 
L=- -mellı -% =UÜ (11.17) 
C =; 
im relativistischen Fall und | 
De Zr U (11.18) 
im nichtrelativistischen Fall, wobei 
U = 4b +eo (11.19) 
ist. | 
U spielt die Rolle der potentiellen Wechselwirkungsenergie zwischen dem 


Teilchen und dem äußeren Feld. Die Bewegungsgleichungen des: Teilchens 
können in der LAGRAnGEschen Form 


doL OL _ 
dt 06; 09: u 


(11.20) 
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geschrieben werden, wobei g; und dg; die verallgemeinerten Koordinaten bzw. 
Geschwindigkeiten bedeuten. 

Der Strom, der bei der Rotation (Bahnbewegung;) eines punktförmigen ge- 
ladenen Teilchens um irgendein Zentrum entsteht, wird durch das magnetische 
Moment!) 

m=x«l (11.21) 


bestimmt, wobei x = e/2m c das gyromagnetische Verhältnis, m die Masse und 
(=ıxmov den Drehimpuls des Teilchens bedeuten. Im äußeren Magnet- 
feld 9 greift am Teilchen das Drehmoment X = mx 9 an, unter dessen Ein- 
fluß sich der Drehimpuls { mit der Zeit nach dem Gesetz d!/dt = R ändert. 
Nach (11.21) wird die Abhängigkeit des magnetischen Momentes m von der 
Zeit durch die Gleichung 


dm 
— ey 11.22 
gmx 9 ( ) 


bestimmt. 

Außer dem mechanischen und dem magnetischen Moment, die mit der Bahn- 
bewegung zusammenhängen, haben Mikroteilchen auch ein mechanisches 
Eigenmoment (Spin) $ und ein magnetisches Eigenmoment m,, die parallel 
oder antiparallel gerichtet sein können: 


m=%2. (11.23) 


Für ein Elektron gilt x, = e/mc<-0, wobei e die Ladung und m die Masse 
des Elektrons bezeichnen. Die zeitliche Änderung des Momentes m, wird durch 
die Gleichung (11.22) beschrieben, in der x durch x, und m durch m, zu er- 
setzen ist. 

Das Neutron hat keine elektrische Ladung, besitzt jedoch trotzdem ein 
Eigenmoment m,, das sich nach der Quantentheorie in einem äußeren Magnet- 
feld H(r) nur in Feldrichtung oder entgegengesetzt dazu einstellen kann, 
wobei die anfängliche Orientierung erhalten bleibt, wenn eine bestimmte Be- 
dingung erfüllt ist.?) In diesem Fall kann man die Bewegung der Neutronen 
mit einem in Feldrichtung (oder entgegengesetzt dazu) orientierten magneti- 
schen Moment als Bewegung klassischer Teilchen im Kraftfeld mit der poten- 
tiellen Energie 


U=-rFmH (11.24) 


ansehen, wobei 7 = |&(t)| ist. Die Energie U ist gewöhnlich sehr klein, so 
daß das Magnetfeld praktisch nur die Bewegung sehr langsamer (,‚kalter‘“) 
Neutronen beeinflußt. 


!) Die hier dargestellte klassische Theorie ist nur bedingt auf Mikroteilchen anwendbar. 
Eine konsequente Theorie der Bewegung elementarer magnetischer Momente müßte eine 
Quantentheorie sein. . 

2) Die Adiabatenbedingung, die fordert, daß der Drehwinkel des Feldes je Zeit- 
einheit im Ruhsystem des Neutrons klein gegen die Präzessionsfrequenz w, = 2 m,H/h 
des magnetischen Momentes m, im 9-Feld ist. 
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Aufgaben: 

586. Es ist die relativistische Bewegungsgleichung eines Teilchens unter dem 
Einfluß der Kraft % anzugeben, indem der Impuls explizit durch die Ge- 
schwindigkeit vn des Teilchens ausgedrückt wird. Man betrachte insbesondere 
die Fälle, daß sich die Geschwindigkeit 

a) nur der Größe nach, 

b) nur der Richtung nach ändert; 

e) v< ec ist. 

587. Man gebe eine Beziehung zwischen den Vektoren der Kraft %, die 
im Laborsystem an einem Teilchen angreift, und der im Ruhsystem angrei- 
fenden Kraft % an. Die Geschwindigkeit des Teilchens sei d. 


588. Welche Kraft F greift vom Standpunkt eines Beobachters im momen- 
tanen Ruhsystem an einem Körper der Masse m an, der sich in einer Rakete 
beiindet und relativ zu ihr ruht, wenn sich die Rakete mit der relativistischen 
Geschwindigkeit v auf einer Kreisbahn mit dem Radius R bewegt? 


589. Zwei Ladungen e und e’ bewegen sich parallel zur x-Achse mit gleichen 
konstanten Geschwindigkeiten vd. Ausgehend von den Resultaten der Auf- 
gabe 535, zeige man, daß man die elektromagnetische Kraft zwischen den 
Ladungen mit Hilfe des sogenannten Konvektionspotentials y = (1 — P?) e/R 
mit 


R= Va eo? FU te, 


wobei t,, t, die Radiusvektoren der Ladungen bedeuten, nach der Gleichung 
3% = —e’ grady berechnen kann. Wie verhält sich diese Kraft für v — ec? 


590. Man bestimme das Konvektionspotential eines unendlich langen, gerad- 
linigen, gleichförmig geladenen Leiters.!) Die Linienladungsdichte im Ruh- 
system des Leiters sei x. Der Leiter bewege sich translatorisch mit der Ge- 
schwindigkeit v unter dem Winkel « gegen seine Länge (im Laborsystem). 
Insbesondere untersuche man die Fälle x = 0 und &« = z]2. 


591. Eine unendlich lange, gleichförmig geladene Gerade mit der Linien- 
ladungsdichte x im Ruhsystem der Geraden bewege sich in Richtung ihrer 
Länge gleichförmig mit der beliebigen Geschwindigkeit v. Im Abstand r von 
ihr befinde sich eine Punktladung, die sich parallel zur Geraden mit derselben 
Geschwindigkeit bewegt. Man bestimme die elektromagnetische Kraft F, die 
an der Ladung angreift. 

592. Die Verteilung der durch die Potentialdifferenz 7 beschleunigten Elek- 
tronen in einem parallelen Bündel sei axialsymmetrisch und werde im mit 
den Elektronen verbundenen Bezugssystem durch die Raumladungsdichte o 
charakterisiert. Der Gesamtstrom im Bündel sei /. Man bestimme die elektro- 


1!) Als Konvektionspotential eines sich als Ganzes bewegenden Systems von Ladungen 
bezeichnet man die Ortsfunktion, aus der man durch Differenzieren die Komponenten der 
LORENTZ-Kraft erhält, die im Laborsystem an der sich gemeinsam mit dem System von 
Ladungen bewegenden Einheitsladung angreift. | 
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magnetische Kraft F, die an einem Elektron des Bündels im Laborsystem an- 
greift. 

Hinweis: Man benutze die Ergebnisse der Aufgabe 591. 

593. Man bestimme die Verbreiterung Aa des in der vorigen Aufgabe be- 
trachteten Elektronenbündels auf dem Wege L infolge der gegenseitigen Ab- 
stoßung der Elektronen. Der Bündelquerschnitt sei ein Kreis mit dem Radius a. 
Die Verbreiterung wird als klein vorausgesetzt (Aa << L). 

594*. Ein Teilchen mit der Ladung e und der Masse m bewege sich mit 
beliebiger Geschwindigkeit in einem homogenen konstanten elektrischen 
Feld &. Im Anfängszeitpunkt t = 0 befinde sich das Teilchen im Koordinaten- 
ursprung und besitze den Impuls p,. Man bestimme die dreidimensionalen, 
Koordinaten und die Zeit # des Teilchens im Laborsystem als Funktion seiner 
Eigenzeit r. Durch Elimination von r sind die dreidimensionalen Koordinaten 
des Teilchens in Abhängigkeit von f darzustellen.!) Insbesondere sind der 
nichtrelativistische und der extrem relativistische Grenzfall zu untersuchen. 


595. Ausgehend von den Ergebnissen der Aufgabe 594, bestimme man die 
Bahn eines geladenen Teilchens mit der Ladung e und der Masse m in einem 
konstanten elektrischen Feld &. Insbesondere betrachte man den nicht- 
relativistischen Grenzfall. 

596. Man bestimme die Weglänge / eines relativistischen geladenen Teilchens 
mit der Ladung e, der Masse m und der Anfangsenergie # in einem homo- 
genen elektrischen Bremsfeld |C|, das der Anfangsgeschwindigkeit des Teilchens 
parallel ist. 


597*. Ein relativistisches Teilchen mit der Ladung e und der Masse m be- 
wege sich in einem konstanten Magnetfeld 9. Im Anfangszeitpunkt t = 0 
befinde sich das Teilchen im Punkt mit dem Radiusvektor tr, und habe den 
Impuls p,. Man bestimme das Bewegungsgesetz des Teilchens. 


598*. Ein nichtrelativistisches Teilchen mit der Ladung e und der Masse m 
bewege sich in einem konstanten elektrischen Feld € = (0, E,, E;) und einem 
dazu gekreuzten konstanten Magnetfeld 9 = (0,0, A). Im Anfangszeitpunkt 
t =0 befinde sich das Teilchen im Koordinatenursprung und habe die Ge- 
schwindigkeit vd = (v9, 0, ty:). Man bestimme x(t), y(t), 2(£) und zeichne die 
möglichen Teilchenbahnen. 

Hinweis: Zur Vereinfachung der Integration setze man v=x + ıy: 

599. Ein relativistisches Teilchen bewege sich in einem konstanten elek- 
trischen Feld € und einem dazu parallelen konstanten Magnetfeld H (€ || 9 ||- 
Achse). Bei {=0 befinde sich däs Teilchen im Koordinatenursprung und 
habe den Impuls 9, = (94x;.0, Po:). Man. bestimme x, y,2,t als Funktionen 
der Eigenzeit r des Teilchens. 

600. Man bestimme das Bewegungsgesetz eines Teilchens in einem kon- 
stanten elektrischen Feld € und einem dazu senkrechten konstanten Magnet- 


feld &. Man löse die Aufgabe 


1) Man kann die Aufgabe auch unmittelbar durch Integration der Bewegungsgleichungen: 
des Teilchens in der dreidimensionalen Form lösen. 
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a) unter Benutzung der LoREnTz-Transformation und unter der Voraus- 
setzung, daß die Bewegungen des Teilchens in einem rein elektrischen oder rein 
magnetischen Feld bekannt sind (s. die Aufgaben 594 und 597); 

b) durch Integration der Gleichungen (11.15). 


601. Man bestimme die kinetische Energie T eines Teilchens als Funktion 
der Eigenzeit 7 für die in den Aufgaben 594, 599 und 600 betrachteten Fälle 
der Bewegung. 

602. Ein Teilchen mit der kleinen Anfangsgeschwindigkeit v, (V, < c) bewege 
sich in einem konstanten elektrischen Feld € = (0, E,, E,) und dem dazu 
gekreuzten konstanten Magnetfeld 9 = (0,0, 7), wobei E<H sei. Man 
bestimme das Bewegungsgesetz des Teilchens mit Hilfe der LoRenTz-Trans- 
formation unter der Annahme, daß die Bewegung des Teilchens bei par- 
allelem elektrischem und magnetischem Feld bekannt ist (s. Aufgabe 599). 
Bei der Lösung sind die Ergebnisse der Aufgabe 530 zu benutzen. Man ver- 
gleiche die Lösung mit der der Aufgabe 598. 


603. Man bestimme das Bewegungsgesetz eines Teilchens mit der Ladung e 
und der Masse m im Feld der ebenen elektromagnetischen Welle €(t’), H(t’) 
mit # =t—nr/c, wobei n den Einheitsvektor in der Ausbreitungsrichtung 
der Welle bedeutet. Im Anfangszeitpunkt ruhe das Teilchen im Koordinaten- 
ursprung. 

Hinweis: Man beachte, daß die Eigenzeit 7 des Teilchens mit dem Argu- 
ment t’ der ebenen Welle übereinstimmt. 


604. Ein nichtrelativistisches geladenes Teilchen mit der Ladung e und der 
Masse m gehe durch ein zweidimensionales elektrostatisches Feld mit dem 
Potential 


p = kat — Y?) 


mit k = const > 0 hindurch (Linse mit starker Fokussierung). Im Zeitpunkt 
t = 0 befinde sich das Teilchen im Punkt (x,, Yo; 20); die Anfangsgeschwindig- 
keit v, sei der 2-Achse parallel. Man bestimme die Bewegung des Teilchens. 


605. Ausgehend von der LAGRANGE-Funktion in Zylinderkoordinaten, be- 
stimme man die Differentialgleichungen der Bewegung eines relativistischen 
Teilchens in einem elektromagnetischen Feld. 


Hinweis: Die zeitliche Ableitung in den LAgrAngeschen Gleichungen ist 
längs der Teilchenbahn zu nehmen, und r, &,z sind als Funktionen der Zeit 
aufzufassen. 


606*. Zwischen den Belegungen eines Zylinderkondensators mit den Radien «a 
und b (a< b) bestehe die Potentialdifferenz V. Im Raum zwischen den Be- 
legungen sei ein axialsymmetrisches Magnetfeld mit zur Kondensatorachse 
paralleler Feldstärke vorhanden. Aus der'inneren Belegung, die die Rolle einer 
Katode spielt, treten Elektronen mit der Anfangsgeschwindigkeit Null aus. 
Man bestimme den kritischen Wert &,. des magnetischen Flusses zwischen 
den Belegungen, bei dem die Elektronen infolge der Krümmung ihrer Bahnen 
im Magnetfeld die Anode nicht mehr erreichen. 
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607. Eine lange geradlinige zylinderförmige Katode mit dem Radius a werde 
von einem gleichförmig verteilten Strom I durchflossen und emittiere Elek- 
tronen mit der Anfangsgeschwindigkeit Null. Diese Elektronen bewegen sich 
unter der Wirkung des Beschleunigungspotentials V zu einer langen koaxialen 
Anode mit dem Radius b. Wie groß muß die Potentialdifferenz zwischen Katode 
und Anode mindestens sein, damit die Elektronen die Anode noch erreichen, 
obwohl das Magnetield des Stromes I eine ablenkende Wirkung ausübt? 

608. Durch einen unendlich langen geradlinigen zylindrischen Leiter fließe 
der Strom I. Aus seiner Oberfläche werde ein Elektron ausgelöst, dessen 
Anfangsgeschwindigkeit v, längs des Leiters gerichtet ist. Wie groß ist der 
maximale Abstand 5, bis auf den sich das Elektron von der Leiterachse ent- 
fernen kann? 

609. Man löse die Aufgabe 607 unter Anwendung der LoRENTZ-Transforma- 
tion in ein Bezugssystem, in dem nur ein Feld (E oder 9) vorhanden ist. 

Hinweis: Man benutze die Ergebnisse der Aufgaben 533 und 608. 

610*. Ein relativistisches Teilchen mit der Ladung —e und der Masse m 
bewege sich im Feld einer ruhenden Punktladung Ze. Wie lautet die Bahn- 
gleichung des Teilchens? Man untersuche die möglichen Bahnen für den Fall, 
daß der Drehimpuls der Bedingung L > Z e?/c genügt. 

Hinweis: Man benutze den Energiesatz und die Gleichungen der Auf- 
gabe 605. 

611. Man untersuche die in der vorigen Aufgabe betrachteten möglichen 
Teilchenbahnen im Falle L< Z e2le. 

612*. Ein relativistisches Teilchen mit der Ladung e und der Masse m bewege 
sich im Feld der schweren gleichnamigen Punktladung Z e. Man bestimme die 
Teilchenbahn und diskutiere die Lösung. 

613. Man zeige, daß die Geschwindigkeit eines Teilchens bei einer Bewegung 
im anziehenden CovLomB-Feld (s. Aufgabe 610) für r >0 gegen c strebt 
(Ze>Lc). | | 

614. Man bestimme die Bahn der Relativbewegung nichtrelativistischer Teil- 
chen mit den Ladungen e, e’, den Massen m,, m, und der Energie # und dis- 
kutiere die Lösung. 

615*. Man bestimme den differentiellen Streuquerschnitt a (©) nichtrelati- 
vistischer Teilchen mit der Ladung e im Feld der unbewegten Punktladung e’. 
Die Geschwindigkeit der Teilchen in großer Entfernung vom Streuzentrum 
sei vg. 

616. Wie groß ist der Ablenkungswinkel © eines relativistischen geladenen 
Teilchens mit der Ladung e, der Energie E >mc? und dem Drehimpuls 
L > ee’ |/e, das durch das CouLomsB-Feld der schweren unbewegten Ladung e’ 
fliegt (s. die Aufgaben 610 und 612)? 

617. Ein relativistisches Teilchen mit der Ladung e, der Masse m und der 
Geschwindigkeit v, im Unendlichen wird durch das CouLoMmB-Feld einer. un- 
bewegten Ladung e’ um einen kleinen Winkel gestreut. Man bestimme den 
differentiellen Streuquerschnitt 0 (©). 
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618. Ein Elektron mit der Ladung e und der Masse m bewege sich im Vakuum 
über einer ebenen ungeladenen Oberfläche eines Dielektrikums mit der Di- 
elektrizitätskonstanten e. Am Anfang bewege sich das Elektron parallel zur 
Oberfläche des Dielektrikums mit der Geschwindigkeit v und befinde sich im 
Abstand a von ihr. In welchem Abstand x von der Projektion der Anfangslage 
des Elektrons auf die Oberfläche des Dielektrikums trifft das Elektron auf das 
Dielektrikum auf? 


619*. Im Betatron nimmt während der Beschleunigung eines Elektrons das 
Magnetfeld stetig zu und erzeugt eine Induktionsspannung, welche das Elektron 
beschleunigt, während seine Bahn ungeändert bleibt. Man zeige, daß zur. Be- 
schleunigung des Elektrons auf einer Bahn mit konstantem Radius der magne- 
tische Gesamtfluß ®, der. die Bahn durchdringt, doppelt so groß sein muß 
wie der Fluß ®,, den man erhalten würde, wenn das Feld innerhalb der Bahn 
homogen und gleich dem Feld auf der Bahn wäre (1:2-Bedingung beim Beta- 
tron). 


620*. Man zeige, daß die Energie der retardierten Wechselwirkung zweier 
geladener Teilchen bis zu Termen der Ordnung »2/c? 


1 
Ulf) = - N 58 [d, 0, + (bın) (%, S) 


ist,!) wobei $ den Radiusvektor der relativen Lage der Teilchen bedeutet, 
n = NR ist und v,, , die Geschwindigkeiten der Teilchen sind. Alle Größen 
auf der rechten Seite der Gleichung werden im Zeitpunkt i genommen. 

Hinweis: Man benutze die Entwicklungen der LIENARD-WIECHERTschen 
Potentiale in der Aufgabe 658 und berücksichtige nur die Terme, die nicht von 
den Beschleunigungen und ihren Ableitungen abhängen. Man führe eine solche 
Eichtransformation der Potentiale durch, daß das skalare Potential die Form 
eines CoULOMB-Potentials annimmt. 


621. Man bestimme die genäherte LAGRANngE-Funktion zweier miteinander 
wechselwirkender Teilchen mit den Ladungen e,,e, und den Massen m, , Mg 
unter Berücksichtigung des Retardierungseffekts bis auf Korrektionsterme 
der Ordnung v?/c? genau. 


622. Ein Teilchen mit dem magnetischen Moment m und dem gyromagneti- 
schen Verhältnis x befinde sich in einem äußeren homogenen Magnetfeld 9. 
Welchen Charakter hat die Bewegung des magnetischen Moments des Teil- 
chens? 


623*. Ein Teilchen mit der Ladung e und der Masse m bewege sich periodisch 
im zentralsymmetrischen elektrostatischen Feld o(r). Das Teilchen besitze in 
seinem Ruhsystem ein magnetisches Eigenmoment m = e3ö/m ce, wobei 3 den 
‚Spin des Teilchens bedeutet. Im: Laborsystem hat das bewegte Teilchen 
nicht nur ein magnetisches, sondern auch ein elektrisches Moment p =v x m/ec, 


1) Man bezeichnet diese Beziehung als Brerrsche Formel. Ein ähnlicher Ausdruck wird 
bei der genäherten quantentheoretischen Beschreibung der retardierten Wechselwirkung 
benutzt. 
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so daß das elektrische Feld auf das Teilchen eine Kraft und ein Drehmoment 
ausübt. Man bestimme das über eine Bewegungsperiode des Teilchens ge- 
mittelte Drehmoment X und die ihm entsprechende potentielle Energie U der 
Wechselwirkung zwischen dem magnetischen Moment des bewegten Teilchens 
und dem elektrischen Feld (bis auf lineare Terme in v/c genau). Der Einfluß 
der magnetischen Kräfte auf die Translationsbewegung des Teilchens soll 
vernachlässigt werden. | 

624*. Ein Teilchen mit der Ladung e, der Masse m und dem Eigendreh- 
impuls 3 bewege sich periodisch im zentralsymmetrischen elektrostatischen 
Feld o(r) (s. Aufgabe 623). Man bestimme die Differentialgleichung, die die 
über eine Periode gemittelte zeitliche Anderung des Drehimpulses 3 beschreibt. 
Welchen Charakter hat diese Bewegung? 

625. Ein Neutron mit dem magnetischen Moment m, und der kinetischen 
Energie E, fliege aus dem Vakuum in ein Magnetfeld der Stärke 7 = const, 
das eine ebene Grenze habe. Unter welcher Bedingung wird das Neutron vom 
Feld reflektiert? 

626. Man untersuche die möglichen Bahnen eines kalten Neutrons (Masse m, 
magnetisches Moment ım,) im Feld eines unendlich langen geradlinigen Leiters 
mit dem Strom 7. 

627. Ein Strom kalter Neutronen (Geschwindigkeit v,, magnetisches Mo- 
ment m,, Masse m) werde am Magnetfeld eines unendlich langen geradlinigen 
Leiters mit dem Strom J gestreut. Man bestimme die differentielle transversale 
Streulänge I(«&) = |ds/d«|, wobei s(&) den Stoßparameter bedeutet, bei dem 
das Neutron um den Winkel « gestreut wird. 

Hinweis: Man benutze den Lösungsweg der Aufgabe 615. 
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10 Batygin/Toptygin 


12. EMISSION ELEKTROMAGNETISCHER WELLEN 


12.1. Hertzscher Vektor und Entwicklung nach Multipolen 


Das Problem, ein veränderliches elektromagnetisches Feld im Vakuum aus 
einer vorgegebenen Ladungs- und Stromverteilung o(r, £) bzw. j(v,t) zu be- 
stimmen, kann durch Berechnung der retardierten Potentiale gelöst werden: 


I) Er, a SEN a (12.1) 


-- [EI ee (12.2) 


Dabei sind R=|r— r'| und rt der Radiusvektor des Aufpunktes, r’ der 
Radiusvektor und dV’ das Volumenelement der Quelle des Feldes. Die retar- 
dierten Potentiale genügen den D’ALEMBERTschen Gleichungen 


1 029 
ee — 470, (12.5) 
1 U 4n 
N ze = — — | 
AU = dR a (12.4) 
und hängen durch die LoORENTzZ-Konvention 
109 
d 
vu + — SE u (12.5) 


miteinander zusammen. 

Man kann die Zahl der unbekannten Funktionen verringern, indem man an 
Stelle der Potentiale Y(r, 2) und o(t, £), die durch die Gleichung (12.5) mit- 
einander zusammenhängen, eine Vektorfunktion $(r,t) (Herrtzscher Vektor 
oder Polarisationspotential) einführt, die mit X und @ durch die Beziehungen 


pP = —divg, (12.6) 
108 
9) STE 
er (12.7) 


verknüpft ist. 
Die Ladungs- und Stromverteilung beschreibt man dabei mit Hilfe einer 
Vektorfunktion ®(r’, it), die mit o und j durch die Beziehungen 


oe= —div®, (12.8) 


u. 0 
= 3 (12.9) 
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zusammenhängt. Diese Definition von B gewährleistet, daß die Kontinuitäts- 
gleichung 


ne 300. 
divj — ar —= 
erfüllt ist. Man bezeichnet ® als Polarisation (nicht zu verwechseln mit der 


Polarisation eines Dielektrikums). 
Der Hertzsche Vektor 3 genügt der D’ALEMBERTschen Gleichung 
1 0?3 


Die Vektoren € und 9 hängen durch die Beziehungen 


& = rotrotJ — 4 $, | 
1 Orob | (12.11) 


d- e 66 
mit 8 zusammen. 

Um das elektromagnetische Feld bei vorgegebenem e und j mit Hilfe des 
HEerTzschen Vektors zu bestimmen, muß man zunächst aus den Gleichungen 
(12.8) und (12.9) den Polarisationsvektor B berechnen. Wegen der Analogie 
zwischen den Gleichungen (12.3), (12.4) und (12.10) wird der HerTzsche Vektor 
genauso durch ® ausgedrückt wie die Potentiale @ und UV durch e bzw. |: 


Bl, = FFTer (12.12) 


Ist ein System von Ladungen und Strömen in einem begrenzten Gebiet mit 
Abmessungen der Größenordnung a eingeschlossen und sind die in den Spektral- 
entwicklungen der Potentiale auftretenden Wellenlängen von der Größen- 
ordnung /, so kann man die Integranden bei 


—<l und —<1 (12.13) 


nach Potenzen von a/A und a/r entwickeln. 
Beschränkt man sich auf den ersten Term einer solchen Entwicklung, so gilt 


36,9 = Pe (12.14) 


r ’ 
wobei t!' = t — r/c die retardierte Zeit des Systemmittelpunkts bedeutet. 
Die Größe 
v(t) = [ vo,e) dw’ (12.15) 
ist das elektrische Dipolmoment der Ladungsverteilung (s. die. Aufgaben 643 


und 644). Die entsprechenden Ausdrücke für A und © ergeben sich dann mit 
Hilfe der Gleichungen (12.6) und (12.7). 


10* 


/ 
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Besonders interessant ist die Betrachtung des Feldes in so großen Abstän- 
den r vom Ladungssystem, daß neben (12.13) die Ungleichung 
"<< ı<r (12.16) 


erfüllt ist (Wellenzone). In diesem Fall kann man zur Bestimmung des Feldes 
die Entwicklung des Vektorpotentials nach Potenzen von a// benutzen, die 
bis auf (a/A)? genau die Form 


Be | De), mi)xn 


EZ cr 2er cr 


(12.17) 
hat. Dabei sind n = r/r der Einheitsvektor in der Ausbreitungsrichtung der 
elektromagnetischen Wellen, 


l 67 N 4 
m -z[f: x jdv” (12.18) 
das magnetische Dipolmoment und 
= done = Je) azazar (12.19) 


“die Komponenten des Quadrupolmomentes; die Punkte bezeichnen Ableitun- 
gen nach Ü'. 

Charakteristisch ist die Abhängigkeit des Vektorpotentials in der Wellen- 
zone vom Abstand r zum System. Sie gewährleistet (s. unten) die Existenz 
eines im Unendlichen nicht verschwindenden Energiestroms in der Richtung 
vom System weg. Das bedeutet, daß durch ein solches Vektorpotential die 
Emission elektromagnetischer Energie beschrieben wird. 

Der zweite und dritte (elektrische Quadrupol- bzw. magnetische Dipol-) Term 
in diesem Ausdruck sind größenordnungsmäßig um den Faktor a/A }) kleiner 
als der erste (elektrische Dipol-) Term und können vernachlässigt werden, 
wenn nicht der erste Term aus irgendwelchen besonderen Gründen stark ver- 
kleinert ist. 

In der Wellenzone hat das Feld in genügend kleinen Raumgebieten den 
Charakter einer von der Quelle fortlaufenden ebenen Welle. Die Feldstärken 
dieses Feldes können mit Hilfe der Beziehungen 


= üxa, Ee=-Hxn (12.20) 


berechnet werden. 
Die Winkelverteilung der Strahlung wird durch die Energiemenge charak- 
terisiert, die in der Zeiteinheit durch den Raumwinkel 1 fließt: 


d/ C 

De ERAENE 7. 12.21 

ID An" ) 

Die Gesamtintensität I der Strahlung ergibt sich durch Integration von 
(12.21) über alle Richtungen. 


1) Ist das emittierende System ein Teilchen, das sich in einem begrenzten Gebiet mit 
der Geschwindigkeit v bewegt, so gilt a/A » vfc. 
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Wendet man die Entwicklung (12.17) an, so folgt 


a f 1 BE „ 2, ig | 
I = 38 (#)° + 60 ?3 Qap — (& Cs) + 35 (m)?. (12:22) 


Bei periodischer Bewegung der Ladungen sind gewöhnlich nur die über eine 
Periode gemittelten Größen I und d//d“ von Interesse. 


Aufgaben: 


628. Durch unmittelbares Einsetzen überzeuge man sich davon, daß die 
retardierten Potentiale der D’ALEMBERTschen Gleichung und der LoRENTZ- 
Konvention genügen. 


629. Mit Hilfe der Ergebnisse der Aufgabe 32 leite man die Gleichung (12.22) 
ab. 

630. Welchen Gleichungen genügen die elektromagnetischen Potentiale & 
und W, wenn an Stelle der LoRENTZ-Konvention (12.5) die Bedingung div\X = 0 
gefordert wird (CouLoMB-Eichung)? 


631. Man zeige, daß in der Wellenzone das skalare Potential eines begrenzten 
emittierenden Systems mit Hilfe der Formel o=n%M durch das Vektor- 
potential ausgedrückt werden kann, falls die LoORENTZ-Konvention gilt. 

632. Mit Hilfe der Ergebnisse der Aufgabe 545 [Gleichungen (2) und (3)] 
bestimme man einen Ausdruck für den Verlust —dX/dt des Drehimpulses je 
Zeiteinheit für ein System, das wie ein elektrischer Dipol strahlt. 


633. Man bestimme die Gleichungen der Kraftlinien des elektrischen und des 
magnetischen Feldes eines punktförmigen elektrischen Dipoloszillators mit 
dem Moment p = p, coswt. Man verfolge die qualitative Änderung des Feld- 
bildes in der dem Oszillator benachbarten Zone (Nahzone) sowie in der Wellen- 
zone. 

Hinweis: Liegt die Polarachse in der Richtung von p,, so hat das elektrische 
Feld des Oszillators die Form | 


5, nl FH penler - a). 
_Psind (1 ) _ Lan 
E,= z le k?)cos(kr— wol) + = sin(kr ol, 


E,=H,=H,=0, 


2 
H,=- B° -cos(kr —wt)+ BE sin(kr — wi). 


634. Man berechne das elektromagnetische Feld 9, & einer Ladung e, die 
sich gleichförmig auf einem Kreis mit dem Radius a bewegt. Die Bewegung sei 
nichtrelativistisch, die Winkelgeschwindigkeit sei w; der Abstand zum Auf- 
punkt seir >a. Man bestimme die zeitlich gemittelte Winkelverteilung dA//d.2 
und die Gesamtintensität I der Strahlung und untersuche ihre Polarisation. 
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635. Man untersuche den Einfluß der Interferenz auf die Emission elektro- 
magnetischer Wellen durch ein System von Ladungen an folgendem Beispiel. 
Zwei gleiche elektrische Ladungen e sollen sich mit nichtrelativistischer Ge- 
schwindigkeit und der Frequenz w gleichförmig auf einer Kreisbahn mit dem 
Radius a bewegen, wobei sie sich stets an entgegengesetzten Endpunkten 
des Durchmessers befinden. Man bestimme Polarisation, Winkelverteilung 


dI//d2 und Intensität I der Strahlung. Wie ändert sich die Strahlungsintensi- 
tät, wenn man eine der Ladungen entfernt (s. das Ergebnis der Aufgabe 634)? 


636. Wie muß man in der vorigen Aufgabe die gegenseitige Anordnung der 
Ladungen verändern, damit die elektrische Dipol- und Quadrupolstrahlung 
gleiche Intensität haben? 


637. Die Schwingungen zweier elektrischer Dipoloszillatoren sollen mit glei- 
cher Frequenz & erfolgen, in der Phase jedoch um r/2 gegeneinander ver- 
schoben sein. Die Amplituden der Dipolmomente seien dem Betrag nach gleich 
p, und sollen den Winkel & miteinander bilden. Der Abstand zwischen den 
Oszillatoren sei klein gegen die Wellenlänge. Man berechne das Feld 9 in der 


Wellenzone, die Winkelverteilung dI//d@ und die Gesamtintensität I der 
Strahlung. 


638. Man untersuche den Polarisationszustand des Strahlungsieldes des 
Systems von Oszillatoren, das in der vorigen Aufgabe betrachtet wurde, mit 
Hilfe der in Aufgabe 387 benutzten Methode. | 

639*. Man bestimme die zeitlich gemittelte Energiestromdichte © in großen 
Abständen von der in Aufgabe 634 betrachteten Ladung unter Berücksichti- 
gung von Termen der Ordnung 1/r?. Wie groß ist das Drehmoment X, das an 
einem vollständig absorbierenden kugelförmigen Schirm mit großem Radius 
angreift, um dessen Zentrum sich die Ladung bewegt? 

640. Eine gleichförmig magnetisierte Kugel mit dem Radius @ und der 
Masgnetisierung M rotiere mit der konstanten Frequenz w um die Achse durch 
den Kugelmittelpunkt, die mit der Richtung von M den Winkel o bildet. Man 
bestimme das elektromagnetische Feld €, 59 und untersuche die Polarisation. 
Wie groß sind die Winkelverteilung d//d@ und die Gesamtintensität I der 
Strahlung? 

641. Ein Tropfen mit gleichförmiger Raumladung pulsiere mit konstanter 


Dichte. Dabei wird die Oberfläche des Tropfens durch die Gleichung 
R(9) = R,[l + aP,(cos®) cosw t] 


mit a< 1 beschrieben. Die Ladung des Tropfens sei g. Man bestimme die 
Winkelverteilung d//d@2 und die Gesamtintensität / der Strahlung. 


642. Die elektrische Ladung g sei innerhalb eines begrenzten Gebietes kugel- 
symmetrisch verteilt und pulsiere in radialer Richtung. Man bestimme das 
elektromagnetische Feld €, 9 außerhalb der Ladungsverteilung. 


643. Man bestimme die Ausdrücke für den elektrischen Dipolterm #,, den 
elektrischen Quadrupolterm 35 und den magnetischen Dipolterm 3. in der 
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Entwicklung des Harrzschen Vektors bei beliebiger Zeitabhängigkeit der 
Ströme und Ladungen für Abstände r>a,A>a (die Bedingung > 4 ist 
nicht unbedingt erfüllt). 

644. Man bestimme in vektorieller Form Ausdrücke für die elektrischen Feld- 
stärken eines elektrischen und magnetischen Dipoloszillators p bzw. m in Ab- 
ständen von den Oszillatoren, die groß gegen ihre Abmessungen sind. 

Hinweis: Bei der Differentiation nach rt sind die Momente p und m im 
retardierten Zeitpunkt ! =t — r/c zu nehmen und hängen daher von r ab. 


645. Die Momente zweier gleicher elektrischer Dipole seien längs einer Ge- 
raden gerichtet und sollen gegenphasig mit der Frequenz ® (Amplitude »,) 
oszillieren. Der Abstand zwischen den Zentren sei a, wobei A>a gelte. 
Man bestimme das elektromagnetische Feld in Abständen r>« sowie die 


Winkelverteilung d//d2 und die Gesamtintensität I der Strahlung. 
646*. In einer linearen Antenne der Länge / sei eine stehende Welle mit dem 


Strom J der Amplitude J, und der Frequenz ® angeregt; die Knoten sollen an 
den Enden der Antenne liegen. Die halbe Wellenzahl des Stromes, die auf die 


Länge der Antenne paßt, sei m. Man bestimme die Winkelverteilung d//d2 
der Strahlung. 

647. Man bestimme die Gesamtintensität I der Strahlung und den Strah- 
lungswiderstand R = 2//J% der in der vorigen Aufgabe betrachteten Antenne. 


Hinweis: Das Ergebnis wird durch den Integralkosinus 


cost — |] 


EEE En ue 


ausgedrückt, wobei C = 0,577 die EuLkrsche Konstante bedeutet (s. [72], 
6.220). | 

648. In einer linearen Antenne der Länge ! breite sich eine fortschreitende 
Stromwelle!) J = J, e!(«k2-02D aus, wobei k = w/c ist und £ die Koordinate 
eines Punktes auf der Antenne bedeutet. Man bestimme die Winkelverteilung 
d//d2 und die Gesamtintensität / der Strahlung. 

649*, In einer kreisförmigen Drahtschleife mit dem Radius «a sei eine stehende 
Stromwelle der Form J = J, sinn «' .e”!®! angeregt. Man bestimme das elektro- 
magnetische Feld 9, € in der Wellenzone. 

650*. Die Zentren zweier elektrischer Dipoloszillatoren mit der Frequenz w 
und gleicher Amplitude p, parallel zur x-Achse sollen auf der 2-Achse in glei- 
chen Abständen vom Koordinatenursprung und im Abstand a = 4/4 von- 
einander liegen. Die Schwingungen der Oszillatoren seien in der Phase um x/2 


verschoben. Man bestimme die Winkelverteilung d//d.2 der Strahlung. 


t) Die Belastung an den Enden der Antenne ist so zu wählen, daß keine reflektierte 
Welle entsteht. 
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651. Die Spiegelung eines Systems B von Ladungen o(t,t) und Strömen 
i(t,t) an der Ebene 2 = 0 besteht darin, daß a) jeder Punkt r = (&,y, 2) in 
= (&,y, —z) übergeht und 5b) die Ladungsdichte ein anderes Vorzeichen 
erhält, d.h. o(t,t) = —o’(f, t) ist, wobei 0’ die Ladungsdichte im gespiegel- 
ten System B’ bedeutet. Wie transformieren sich bei der Spiegelung die Strom- 
dichte j(r, £), die elektrischen Momente p,Q des Systems, das magnetische 
Moment m des Systems und das elektromagnetische Feld &, 9? 

652. Man zeige, daß das elektromagnetische Feld eines beliebigen Systems B 
von Ladungen in der Nähe einer ideal leitenden Ebene als Superposition der. 
Felder des Systems B und des an dieser Ebene gespiegelten Systems B’ (s. die 
vorige Aufgabe) erhalten werden kann. Insbesondere untersuche man die 
Strahlung eines elektrischen Dipoloszillators mit dem Moment p(t) = p, ft) 
[po] = 1, f(£) sei eine beliebige Funktion], der sich im Abstand b</ von 
einer solchen Ebene befindet und mit ihr den Winkel &, = const bildet (man 
beschränke sich auf die elektrische Dipolnäherung). 

653. Ein elektrischer Dipol mit der Amplitude p, des Momentes und der 
Frequenz ® befinde sich im Abstand a/2 von einer ideal leitenden Ebene 
(a < 4; der Vektor p, sei der Ebene parallel). Man bestimme das elektro- 
magnetische Feld &, 9 in Abständen r> A und die Winkelverteilung d//d2 
der Strahlung. 

654. 

a) Man beweise folgenden Satz: Genügt die Funktion u(r, ®, «) der HErLm- 
HoLTzschen Gleichung 


Au+ku=0, 


so kann das HErTzsche Potential für ein monochromatisches Feld vom elek- 
trischen Typ (4, = 0) mit der Frequenz = kc in einem Raum, der keine 
Quellen des Feldes enthält, in der Form 


19 
5=ur+ grady, a 


dargestellt werden. 

b) Man drücke die Komponenten der Feldstärken des elektromagnetischen 
Feldes 9, € in Kugelkoordinaten durch «(r, 9, «) aus. Die Funktion « wird 
als Degyzsches Potential bezeichnet. 


Hinweis: Beim Beweis der Gleichung 
45 +23=0 
berücksichtige man die Beziehung Ay + k®y -+2u=0. 


655. Man zeige, daß das Feld eines punktförmigen elektrischen Dipol- 
oszillators mit dem Moment p, e”?®®, der sich im Punkt r, (t, || P,) befindet, 
mit Hilfe des Degyzschen Potentials (s. Aufgabe 654) in der Form 


p, ek 
on R 


mit R = r — rt, beschrieben werden kann. 
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Hinweis: Der Hrrtzsche Vektor 3=wr-+ grady, der dem Potential % 
entspricht, unterscheidet sich von e!kR p,/R [s. (12.14)], führt jedoch zu den- 
selben Ausdrücken für € und 9. 


656. Ein punktförmiger elektrischer Dipoloszillator mit dem Moment pye*!®! 
befinde sich im Abstand 5 vom Mittelpunkt einer ideal leitenden Kugel mit 
dem Radius a. Das Moment habe die Richtung der Verbindungslinie des Dipols 
mit dem Kugelmittelpunkt. Mit Hilfe des Degyzschen Potentials u (s. Auf- 
gabe 654) ist das elektromagnetische Feld €, 5 zu bestimmen. Man berechne 


die Winkelverteilung d//d2 der Strahlung. 


12.2. Elektromagnetisches Feld einer beliebig bewegten 
Punktladung 


Eine Punktladung e, die sich mit der Geschwindigkeit dv (#’) bewegt und zur 
Zeit t!' im Punkt t,(f’) befindet, erzeugt ein elektromagnetisches Feld, dessen 
Potentiale im Punkt r zur Zeit i durch die LIENARD-WIECHERTschen Formeln 
bestimmt werden (R=r-— 1%): 


e ed 
= — |, Art = ———— |. 12.23 
PN RAL— Role) \r = | cR— NRovje) |r \ 
Die retardierte Zeit t’ ist durch die Gleichung 
et —t) = |R| (12.24) 


definiert. | 
Mit Hilfe der LiENARD-WIECHERTschen Potentiale kann man die Feld- 
stärken berechnen:, 


ed DL Sm RL RS | 
(1 —noje?R? al —nofo®R je | (12.25) 


Henxe 
Dabei ist n = R/R,ß = vle. 


Der erste Term von & und der entsprechende Term von 9 beschreiben ein 
Feld, das wie 1/R? mit dem Abstand abnimmt (quasistationäres Feld) und sich 
gemeinsam mit der Ladung bewegt, ohne von ihr abzureißen. Der zweite Term 
von E& und der ihm entsprechende Term von 9 beschreiben ein Feld, das wie 
1/R mit dem Abstand abnimmt (Strahlungsfeld); der Energiestrom dieses 
Feldes hängt nicht von R ab. Das bedeutet, daß sich das Strahlungsfeld von 
der felderzeugenden Ladung loslöst. In großem Abstand von der Ladung 
(Wellenzone) ist das quasistationäre Feld vernachlässigbar klein gegenüber dem 
Strahlungsfeld. Wie aus (12.25) folgt, ist das Vorhandensein einer Beschleuni- 
gung d =F 0 eine notwendige Bedingung für die Entstehung des Strahlungs- 
feldes. 


E(r,l)=e 


U’« 
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Die Strahlungsintensität in der Richtung n = R/R wird durch die elektrische 
Feldstärke & in der Wellenzone ausgedrückt: 


dl (t) Eee» u 
Ze a 2.2. dee ae 
== 4st c? cl — tr v/c)? Zw (1 —An b/c)* (1 _n v/c)® |. (12.26) 


Ist die Geschwindigkeit v der Ladung klein gegen die Lichtgeschwindigkeit, 
so kann das Strahlungsfeld nach Multipolen entwickelt werden, und man kann 
zu seiner Berechnung die Gleichungen (12.17) bis (12.22) benutzen. 

Als Ergebnis der Strahlung verliert das sich beschleunigt bewegende Teil- 
chen seine Energie E und seinen Impuls p an das elektromagnetische Feld. 
Man kann den Verlust der i-ten Komponente des Viererimpulses p; = (pP, ?EZjc) 
je Einheit der Eigenzeit r durch Vierergeschwindigkeit vw; und Viererbeschleu- 
nigung w; des Teilchens ausdrücken: 

d i 2e? 
7-0. (12.27) 


Der Energieverlust —dE/di’ eines Teilchens je Zeiteinheit im Laborsystem 
(Geschwindigkeit des Energieverlustes) unterscheidet sich um den Faktor 
y = 1/V1 — v2]Je2 von der vierten Komponente der Beziehungen (12.27), da 
di =ydr ist. Die mit Hilfe der Gleichung (12.26) bestimmte Strahlungs- 
intensität stimmt nicht mit dem Energieverlust je Zeiteinheit überein (s. die 
Aufgaben 663 bis 669). 

Das Feld A(R,,) einer Ladung, die sich periodisch mit der Periode 2r/o, 
auf der geschlossenen Bahn r = ı,(f’) bewegt, kann in eine FOURIER-Reihe 
entwickelt werden: 


ANRH= KU etett. 
j 


=-0 


Die FOURIER-Komponente A, des Feldes ist in großen Abständen von der Bahn 


ei k Ro 


ER ASIEN? ot ))o (lt) Ar 12.2 
U RT e b(t’)dt ( 8) 
mit 
27t lo, 
m: = C 


Dabei wird über die gesamte Teilchenbahn integriert. 

Geladene Teilchen bewegen sich bei einem Zusammenstoß beschleunigt und 
strahlen daher elektromagnetische Energie ab. Das Bewegungsgesetz der 
stoßenden Teilchen und die beim Stoß von ihnen emittierte Energis werden 
durch den Typ der Wechselwirkung und den Stoßparameter s bestimmt (falls 
die potentielle Wechselwirkungsenergie zwischen den stoßenden Teilchen nur 
von ihrem gegenseitigen Abstand abhängt). Die Energie, die bei der Streuung 
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eines Teilchenstroms in allen Richtungen abgestrahlt wird, charakterisiert man 
am besten durch die effektive Gesamtstrahlung 


ee 2m | A W(s)sds. (12.29) 


Dabei bedeuten AW (s) die Energie, die beim Stoß zweier Teilchen abgestrahlt 
wird, und s den Stoßparameter. 

Die Winkelverteilung der Strahlung wird durch die differentielle effektive 
Ausstrahlung dx, charakterisiert, die durch den Ausdruck 


a — 2 I: En ul Belgde (12.30) 


definiert ist. Dabei bezeichnet d[AW,(s)]/d2 die Energie, die bei einem Stoß 
mit dem Stoßparameter s in der Richtung n in den Raumwinkel 1 emittiert 
wird, gemittelt über das Azimut in der zum Teilchenstrom senkrechten Ebene. 
Eine analoge Gleichung ergibt sich für die differentielle effektive Ausstrah- 
lung dx«,/dw je Einheitsfrequenzintervall. Spielt die Dipolstrahlung beim 
Stoß die Hauptrolle, so lautet 2 30) 


Axn 
| 140 — in — [A + BP,(cos®)]. (12.31) 
Dabei sind P,(cos®) = ®/,cos?® — !/, ein LEGENDREsches Polynom (s. An- 
hang Il), % der Polarwinkel zwischen der Richtung n der Strahlung und der 
Stromrichtung 2 der einfallenden Teilchen, und 


+00 


Le J 92 dt, 


u: (12.32) 


+00 


nf fu 2 — 39) dt. 


Die spektrale a der Strahlung erhält man bei einem Stoß der 
Dauer r im Gebiet kleiner ®T< 1 mit Hilfe der Gleichung 
dAW, 


do -z Ina 


[2 e(, — d1)?]; (12.33) 


wobei über alle stoßenden Teilchen summiert wird und vd, , dp, die Geschwindig- 
keiten der Teilchen vor bzw. nach dem Stoß (v,, 0% <c) bedeuten. 


Aufgaben: 


657*. Man berechne die LIENARD-WIECHERTschen Potentiale (12.23) aus den 
allgemeinen Formeln für retardierte Potentiale. 
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Hinweis: Die Ladungsverteilung eines punktförmigen Teilchens wird durch 
die räumliche Dichte o(r,t) = e ölr’ — t,(£)] beschrieben, wobei 1,(f) den 
Radiusvektor des Teilchens zur Zeit t und e seine Ladung bedeuten. Zur Be- 
rechnung des Volumenintegrals über dV’ = dx’ dy’dz’ gehe man zu der 
neuen Variablen R, = r’ — tr, über. 


658*. Ausgehend von der Potenzreihenentwicklung nach R/c in den all- 
gemeinen Formeln (12.1) und (12.2) der retardierten Potentiale, bestimme man 
die Potenzreihenentwicklung der LIENARD-WIECHERTschen Potentiale nach 1je. 


659. Die Potentiale des Feldes einer sich gleichförmig bewegenden Punkt- 
ladung sind aus den LIENARD-WIECHERTschen Potentialen zu bestimmen, 
indem man in den letzteren die retardierte Zeit {' durch die Beobachtungs- 
zeit t des Feldes ausdrückt (s. die Aufgaben 535 und 711). 


660. Man berechne die Feldstärke einer sich gleichförmig bewegenden Punkt- 
ladung mit Hilfe der allgemeinen Gleichungen (12.25). Durch Elimination 
der retardierten Zeit f' drücke man das Feld durch die Zeit it aus, zu der es 
beobachtet wird (s. Aufgabe 535). 


661. Die Ladung e bewege sich mit kleiner Geschwindigkeit d und der Be- 
schleunigung ö in einem begrenzten Gebiet. Man berechne Näherungsausdrücke 
für das elektromagnetische Feld &, 9 des Teilchens in den Punkten mit großem 
Abstand r des Teilchens gegenüber der Ausdehnung des Gebietes, in dem sich 
die Ladung bewegt. Wo liegen die Grenzen der quasistationären und der 
Wellenzone? 


662. Man bestimme die Winkelverteilung d//d@ der Strahlung der in der 
vorigen Aufgabe betrachteten Ladung sowie die Gesamtintensität / der Strah- 
lung. 


663*. Ein Teilchen verliert je Zeiteinheit durch Strahlung in eine bestimmte 
Richtung die Energie —dE/dt' dQ (Energieverlust je Zeiteinheit im Raum- 
winkel l in vorgegebener Richtung). Man drücke diese Größe durch die Winkel- 
verteilung d//d.2 der Strahlung in der durch den Poyntinsschen Vektor be- 
stimmten Richtung aus. Die Aufgabe ist auf zwei Wegen zu lösen: 

a) analytisch durch Betrachtung des Zusammenhangs zwischen der retardier- 
ten Zeit { und der Beobachtungszeit t, 

b) geometrisch durch Betrachtung der Form des Raumgebietes, in dem die 
in der Zeit dt’ abgestrahlte elektromagnetische Energie lokalisiert ist. 


664. Man beweise folgenden Satz: Bewegt sich ein Teilchen periodisch, so 
stimmt der über eine Periode gemittelte Energieverlust je Zeiteinheit mit der 
mittleren Strahlungsintensität überein. 


665. Man beweise die Gleichung (12.26). 

666. Man bestimme den über alle Richtungen summierten Energieverlust 
— d.E/dt’ je Zeiteinheit eines strahlenden geladenen Teilchens, indem man ihn 

a) durch die Geschwindigkeit v(t’) und die Beschleunigung 9 (f'), 

b) durch die Geschwindigkeit v(f’) und die Feldstärken &, 9 des äußeren 
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elektromagnetischen Feldes, das die beschleunigte Bewegung des Teilchens 
hervorruft, 


ausdrückt. Das Teilchen besitze die Masse m und die Ladung e. 


667. Man drücke den Impulsverlust — d.p/di’ je Zeiteinheit eines emittieren- 
den geladenen Teilchens durch den über alle Richtungen summierten Energie- 
verlust aus. 


668. Ein emittierendes Teilchen werde von zwei Bezugssystemen aus be- 
obachtet, die sich gleichförmig gegeneinander bewegen. Man vergleiche die 
über alle Richtungen summierten Energieverluste je Zeiteinheit des Teilchens 
in den beiden Bezugssystemen. 


669. Die Geschwindigkeit v eines relativistischen Teilchens sei im retardier- 
ten Zeitpunkt # seiner Beschleunigung d parallel. Man bestimme die momen- 
tane Winkelverteilung d//d@ der Strahlung, die momentane Gesamtinten- 
sität / der Strahlung und den über alle Richtungen summierten Energie- 
verlust— dE/dt’ je Zeiteinheit. 


670. Die Geschwindigkeit eines Teilchens nehme in der Zeit r von v, auf Null 
ab. Man bestimme die Winkelverteilung der Bremsstrahlung, die während der 
Bewegung des Teilchens emittiert wird (die Beschleunigung werde als konstant 
vorausgesetzt). Welche Impulsdauer At registriert ein ruhendes Gerät? 


671. Ein relativistisches Teilchen mit der Ladung e, der Masse m und dem 
Impuls 9 bewege sich auf einer Kreisbahn im konstanten Magnetfeld 9. Der 
Radius der Bahn sei a =cp/eH. Man bestimme den über alle Richtungen 
summierten Energieverlust —dZ/dt' je Zeiteinheit des Teilchens. 


672. Man bestimme die momentane Winkelverteilung d//d@ der Strahlung 
eines relativistischen Teilchens, dessen Geschwindigkit in einem retardierten 
Zeitpunkt auf seiner Beschleunigung senkrecht steht. Man zeichne die Polar- 
diagramme für die Fälle v<&c und v » c. In welchen Richtungen ist keine 
Strahlung vorhanden? 


673*. Ein Teilchen mit der Ladung e und der Masse m bewege sich mit der 
Geschwindigkeit v auf einem Kreis im konstanten homogenen Magnetfeld 9. 


Man berechne die Winkelverteilung d//d@ der Strahlung, gemittelt über eine 
Umlaufperiode des Teilchens im Magnetfeld. Welchen Charakter hat die 
Winkelverteilung im extrem relativistischen Fall v z c? 

Hinweis: Man benutze die Ergebnisse der vorigen Aufgabe und gehe zu 
Kugelkoordinaten über, wobei der Pol im Mittelpunkt der Kreisbahn liegt und 
die Polarachse die Richtung von 9 hat. Bei der Berechnung des Integrals 
über den Azimutwinkel benutze man die Formeln 3.428 aus [72]. 


674*. Man bestimme die FOURIER-Komponenten Y,„, 9 des Strahlungsfeldes 
einer Ladung e, die sich mit relativistischer Geschwindigkeit v auf einer Kreis- 
bahn mit dem Radius a bewegt. Welche Polarisation haben die FOURIER- 
Komponenten? 


Hinweis: Man benutze die Formeln (A IIL.11) und (A IIL.9). 
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675. Wie erklärt sich das Vorhandensein der höheren FOURIER-Komponen- 
ten im Spektrum des Feldes einer Ladung, die sich mit konstanter Geschwindig- 
keit auf einer Kreisbahn bewegt (s. die vorige Aufgabe)? Wie ändern sich die 
Intensitäten dieser Harmonischen für d = v/c >0? Welche Form hat das 
Strahlungsfeld in diesem Fall? 

676*. Die Ladung e bewege sich mit der Geschwindigkeit v = f c auf einem 
Kreis mit dem Radiusa. Man bestimme die spektrale Verteilung dI„/d2 der 
Strahlung in vorgegebener Richtung. _ 

677*. Auf einer Kreisbahn sollen sich gleichzeitig N Elektronen befinden 
(s. Aufgabe 674). Welchen Einfluß haben die Interferenzen der durch diese 
Elektronen erzeugten Felder auf die Strahlungsintensität der n-ten FOURIER- 
Komponente? Man untersuche folgende Spezialfälle: 

a) völlig ungeordnete Anordnung der Elektronen, 

b) reguläre Anordnung der Elektronen im Abstand 2r/N voneinander, 

e) Anordnung der Elektronen in Form einer Wolke, deren Ausdehnung klein 
gegen den Bahnradius ist (das Ergebnis hängt in diesem Fall wesentlich vom 
Verhältnis der Wellenlänge zur Ausdehnung der Wolke ab). 

678*. Zwei Teilchen mit den Ladungen e,,e, und den Massen m, , m, 
(e,/mı == e;/m,) bewegen sich auf einer elliptischen Bahn (s. Aufgabe 614). Man 


berechne die zeitlich gemittelte Gesamtintensität / der Strahlung. 
679. Man bestimme den über eine Periode gemittelten Drehimpulsverlust 


d2/dt eines Systems zweier Teilchen, die sich auf einer elliptischen Bahn be- 
wegen (s. die vorige Aufgabe). 

Hinweis: Die allgemeine Formel für den Drehimpulsverlust wurde in der 
Aufgabe 632 abgeleitet. 

680*. Man bestimme die.differentielle effektive Ausstrahlung dx,/d@ bei der 
Streuung eines Stromes von Teilchen mit den Ladungen e,, den Massen m, 
und der Geschwindigkeit v, an einem gleichnamig geladenen Teilchen der 
Ladung e, und der Masse m,. | 

Hinweis: Bei der Berechnung der Integrale A und B in den Gleichungen 
(12.31) gehe man von der Integration über dt mit Hilfe von dt = dr/r zur 
Integration über dr über. Dabei ist | 


j | 2a 82 
r=VU — m oo 
u r 2’ 


s bedeutet den Stoßparameter und 2a den minimalen Abstand, bis auf den 
sich die Teilchen nähern können (er wird bei s = 0 erreicht). Man integriere 
zuerst über ds und dann erst über dr. Bei der Berechnung von B benutze 
man die in der Lösung zur Aufgabe 614 angegebene Bahngleichung der Relativ- 
bewegung. 

681*. Ein Teilchen mit der Ladung e, und der Masse m stoße auf ein zweites 
Teilchen mit der Ladung e,, dessen Masse groß gegen m sei; der Stoßpara- 
meter sei s. Die kinetische Energie des ankommenden Teilchens sei groß gegen 
die potentielle Wechselwirkungsenergie e, e,/r zwischen den Teilchen. Die Ge- 
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schwindigkeit v» des ankommenden Teilchens kann dann während des Stoßes 
als konstant angesehen werden (sie ist nicht notwendig klein gegen die Licht- 
geschwindigkeit). Man bestimme die Winkelverteilung dAW,„/d2 der Gesamt- 
strahlung und untersuche insbesondere den Fall P =vfe<1. 

Hinweis: Man benutze die allgemeine Formel (12.26) für die Winkelverteilung 
der Gesamtstrahlung. Die Beschleunigung ö des Teilchens ist mit Hilfe der 
Beziehungen 5 

c“p $ L 
re We 
durch die an ihm angreifende CouLoMB-Kraft und die Geschwindigkeit v des 
Teilchens auszudrücken. 

682. Man bestimme die Gesamtstrahlung der Energie AW und des Impul- 
ses Ab des in der vorigen Aufgabe betrachteten Teilchens während der ge- 
samten Zeit seiner Bewegung unmittelbar durch Integration der in der vorigen 
Aufgabe berechneten Winkelverteilung sowie mit Hilfe der in den Aufgaben 666 
und 667 erhaltenen Gleichungen. 

683*. Ein Teilchen der Ladung e, und der Masse m stoße auf ein schweres 
Teilchen der Ladung e,. Der Stoßparameter sei groß, so daß die kinetische 
Energie des Teilchens während der gesamten Bewegung groß gegen seine 
potentielle Energie bleibt. Die Geschwindigkeit des Teilchens sei v<c. Man 
bestimme das Bremsstrahlungsspektrum dAW_ [dw des Teilchens. 

Hinweis: Man benutze die Formel (A 111.15). 

684. Ein Strom von Teilchen mit der Ladung e und der Geschwindigkeit 
© < c werde an einer absolut harten Kugel mit dem Radius « gestreut. Man 
bestimme die effektive Ausstrahlung d«, im Frequenzintervall dw. Wie groß 
ist die effektive Gesamtstrahlung x? | 

685*. Ein Strom von Teilchen mit der Ladung e, und der Masse m, werde 
an einem Teilchen mit der Ladung e, und der Masse m, gestreut (e,/mı, = &2/Ms). 
Man drücke die differentielle effektive Ausstrahlung dx„/d(2 durch die Kom- 
ponenten Q,,; des Quadrupolmomentes des Systems aus. Das Ergebnis ist in 
einer (12.31) und (12.32) analogen Form darzustellen. 

686*. Man bestimme die effektive Gesamtstrahlung x bei der Streuung eines 
Stromes geladener Teilchen (Ladung ee, Masse m, Geschwindigkeit v,) an einem 
gleichartigen Teilchen. 


12.3. Wechselwirkung geladener Teilchen mit Strahlung 


Ein emittierendes System von Teilchen überträgt dem Strahlungsfeld Energie 
und Impuls und erfährt seitens dieses Feldes eine Rückwirkung (Strahlungs- 
reaktion). Handelt es sich um elektrische Dipolstrahlung, so greift an jedem 
Teilchen mit der Ladung e die Strahlungsreaktionskraft (Strahlungsdämpfung) 

2e .. 
Eu 30? 


an. Dabei bezeichnet p das elektrische Dipolmoment des Gesamtsystems. 


(12.34) 
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Im Spezialfall einer Ladung mit der Geschwindigkeit v < c gilt 
Ze: 
Ir 3° 


(12.35) 


Im extrem relativistischen Fall vo & c kann die Strahlungsreaktionskraft 
in der Form 
Ze 
u | _ HH 2] m2 
geschrieben werden; die x-Achse hat die Richtung der Geschwindigkeit des 
Teilchens, € und 9 sind die Komponenten des äußeren Feldes; in dem sich 
das emittierende Teilchen bewegt, und 


2 
MC 
E = 


bedeutet die Energie des Teilchens. 

Die Strahlungsreaktionskraft, die durch die Gleichungen (12.34) bis (12.36) 
bestimmt wird, berücksichtigt die Strahlungsreaktion nicht exakt. Man 
kann diesen Begriff nur dann benutzen, wenn die Dämpfung klein gegen 
andere Kräfte ist, die an dem Teilchen in seinem Ruhsystem angreifen. Diese 
Bedingung ist bei der Bewegung eines Teilchens mit der Ladung e und der 
Masse m in einem gegebenen elektromagnetischen Feld €, 9 erfüllt, ‚wenn 


> rn, (12.37) 


H< — — (12.38) 


gilt, wobei A die vom Teilchen emittierte Wellenlänge und r, = e?/m ? = 
— 2,8-.10-1?cm den klassischen Elektronenradius bedeuten. Die Bedin- 
gungen (12.37) und (12.38) besagen, daß die klassische Elektrodynamik bei 
sehr kleinen Abständen (großen Frequenzen) und in sehr starken Feldern einen 
inneren Widerspruch aufweist.!) 

Eine elektromagnetische Welle, die auf ein System von Ladungen trifft, 
beschleunigt deren Bewegung. Dadurch wird das System zu einer Quelle von 
sekundären Wellen: Die einfallende Welle wird gestreut. Der Streuprozeß wird 
durch den differentiellen und den totalen Streuquerschnitt beschrieben, deren 
Definitionen in 8.2. angegeben sind. 

Das elektromagnetische Feld eines sich bewegenden geladenen Teilchens 
besitzt Energie und einen Impuls und folglich eine Masse (elektromagnetische 
Masse des Teilchens). Die Frage der elektromagnetischen Masse kann nicht 
auf der Grundlage der klassischen ‚Elektrodynamik gelöst werden. Die klas- 


1) Die klassische Elektrodynamik wird infolge von Quanteneffekten bereits früher 
falsch, als ihr innerer Widerspruch zum Ausdruck kommt, nämlich schon bei Abständen 
der Größenordnung A, = A/mc = 137r, und in Feldern H = e/A, ru, = m? c!/137e®. 
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sische Theorie erklärt jedoch gut die Idee der elektromagnetischen Masse. Die 
Aufgaben 687 bis 690 illustrieren die Grundannahmen dieser Theorie sowie die 
in ihr auftretenden Schwierigkeiten. 


Aufgaben: 

687*. Man bestimme den Impuls des elektromagnetischen Feldes eines Teil- 
chens mit der Ladung e, das sich gleichförmig mit der Geschwindigkeit v 
bewegt. Das Teilchen wird in seinem Ruhsystem $’ als harte Kugel mit dem 
Radius r, betrachtet (im System, in dem die Geschwindigkeit des Teilchens 
gleich » ist, gibt es eine LoRENTZ-Kontraktion). Man führe die elektromagne- 
tische Ruhmasse m, des Teilchens ein, die mit seiner Feldenergie im Zustand 
der Ruhe durch die EInsTEinsche Beziehung zusammenhängt. Welche Schwie- 
rigkeiten entstehen dabei? 


688. Man bestimme die Energie W„ des Magnetfeldes sowie die elektro- 
magnetische Gesamtenergie W des in der vorigen Aufgabe betrachteten Teil- 
chens. 

689*. Man bestimme die Kraft %, mit der ein geladenes kugelsymmetrisches 
Teilchen bei einer beschleunigten Translationsbewegung mit kleiner Geschwin- 
digkeit 9 < c auf sich selbst wirkt (Selbstkraft). Retardierung und LORENTZ- 
Kontraktion werden nicht berücksichtigt. 

Hinweis: Man berechne die resultierende Kraft, die an einem kleinen Ele- 
ment de der Teilchenladung angreift, mit Hilfe der LIENARD-WIECHERTschen 
Beziehung (12.25) für die Feldstärke. 


690%. Man berechne den genaueren Ausdruck für die Selbstkraft % eines 
geladenen kugelsymmetrischen Teilchens (s. die vorige Aufgabe). Bei der Lösung 
ist der Kffekt der Endlichkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wechsel- 
wirkung zu berücksichtigen, und zwar bis auf Glieder erster Ordnung in der 
Ausbreitungszeit !’ — t der Wechselwirkung zwischen den Elementen des Teil- 
chens genau. Insbesondere betrachte man den Grenzfall eines punktförmigen 
Teilchens. Man schätze in diesem Grenzfall den Beitrag der vernachlässigten 
Terme höherer Ordnung in ! —t ab. 


691. Wie groß wäre die Lebenszeit 7’ eines RUTHERFORDschen Wasserstoff- 
atoms, wenn sich das Elektron im Atom wie ein klassisches Teilchen bewegen 
und Strahlung emittieren würde? Es wird vorausgesetzt, daß sich das Elektron 
unter Energieverlust auf einer Spirale auf das Proton zu bewegt, deren Krüm- 
mung so beschaffen ist, daß es in jedem Zeitpunkt wie eine Ladung auf einer 
Kreisbahn emittiert (der Bahnradius ändert sich schwach mit der Zeit). Unter 
welcher Bedingung trifft diese Annahme zu? Der Anfangsradius des Atoms 
sei a = 0,5 - 108 cm. | 

692. Ein relativistisches Teilchen mit der Ladung e und der Masse m bewege 
sich auf einer Kreisbahn im konstanten homogenen Magnetfeld 9 und verliere 
Energie durch Strahlung. Man bestimme die zeitlichen Änderungen E(f) und 
r(t) der Energie bzw. des Bahnradius. Im Anfangszeitpunkt {=0 sei die 
Energie des Teilchens gleich E, (s. Aufgabe 691). 


Il Batygin/Toptygin 
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693. Im Betatron werden Elektronen auf einer Bahn mit dem konstanten 
Radius a durch ein elektrisches Wirbelfeld beschleunigt. Dieses wird durch ein 
veränderliches Magnetfeld der Frequenz w induziert. Man bestimme die kri- 
tische Energie Z,, des Elektrons, bei der die Strahlungsverluste mit der Energie 
vergleichbar werden, die das Elektron durch die Arbeit des elektrischen Wirbel- 
feldes erhält. 


694*. Ein Teilchen mit der Ladung e und der Masse m nähere sich dem 
Zentrum der quasielastischen Kraft — m 5 t. Im Zeitpunkt t = 0 entstehen : 
in diesem harmonischen Oszillator freie Schwingungen. Man bestimme das 
Gesetz ihrer Dämpfung, wobei die Strahlungsreaktion berücksichtigt, aber 
als klein vorausgesetzt werden soll. Außerdem sind die Form des Spektrums 
und die Breite der Spektrallinie (‚natürliche Linienbreite‘‘) anzugeben. Wel- 
cher Zusammenhang besteht zwischen der Unbestimmtheit der Energie h w 
der emittierten Photonen und der Lebensdauer des Oszillators? 


695. Ein Gas bestehe aus Atomen der Masse m. Ein ruhendes Atom dieses 
Gases emittiere Licht mit der Frequenz w, (die natürliche Breite der Emissions- 
linie wird vernachlässigt). Wegen der Wärmebewegung der Atome registriert 
ein Beobachter, der in bezug auf den Gasbehälter ruht, eine Frequenz, die sich 
von ®, unterscheidet. Man bestimme die Form d/, /dw des Emissionsspek- 
trums des auf die Temperatur T' erwärmten Gases. 

Hinweis: Die Geschwindigkeiten der Gasatome sind nach dem MAXWELL- 
schen Gesetz 8 
en — (sur " mfarT dv, dv, dv, 
N 21 kT - 
verteilt, wobei AN/N den Bruchteil der Moleküle, deren Geschwindigkeiten v 
im Intervall dv,dv,dv, enthalten sind, und k = 1,38. 10-16 erg/grd die 
BOLTZMANN-Konstante bedeuten. Da die Bedingung v < c erfüllt ist, kann man 
in der Gleichung für die DoPpLersche Frequenzverschiebung (s. Aufgabe 511) 
alle Terme vernachlässigen, die von höherer Ordnung als v/c sind. 


696. Ein emittierendes Atom, das durch das Modell des harmonischen 
Oszillators beschrieben wird, bewege sich in einem Gas; dabei stößt es mit 
anderen Atomen zusammen, wodurch sich sein Schwingungszustand sprung- 
haft ändert. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die freie Bewegung des Atoms 
von 7 bis vr + dr andauert, wird durch die Gleichung 


dAW(r) = errkdr 
beschrieben (die mittlere Zeit zwischen den Stößen ist 7 — 2/I'). Unter Ver- 
nachlässigung der natürlichen Linienbreite bestimme man die Form d/ [dw 
des Emissionsspektrums dieses Oszillators. 


697*. Auf einen dreidimensionalen isotropen Oszillator treffe eine durch die 
spektrale Intensitätsverteilung $8, und die Gesamtintensität 


s- | 8.do 
Ö 
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charakterisierte Wellengruppe ($ ist die Energiemenge, die während der Durch- 
gangszeit der Gruppe durch 1 cm? fließt). Die Breite der spektralen Verteilung 
der Gruppe sei groß gegen die natürliche Linienbreite y des Oszillators. Die 
Geschwindigkeit des Elektrons sei v < c. Man bestimme unter Berücksichti- 
gung der Bremsstrahlung die Energie, die der Oszillator aus der Lichtwelle 
absorbiert. Welchen Einfluß haben die Polarisation und die Ausbreitungs- 
richtung der Wellen, die zur Gruppe gehören? 


698. Man bestimme die Gesamtenergie AW, die ein eindimensionaler Oszilla- 
tor mit der Eigenfrequenz w, aus einer Wellengruppe mit der spektralen Vertei- 
lung $, absorbiert, in den folgenden drei Fällen: | 


a) linear polarisisrte ebene Wellengruppe, in der die Schwingungsrichtung 
des Vektors & mit der Achse des Oszillators den Winkel ® bildet, 


b) unpolarisierte ebene Wellengruppe, die sich unter dem Winkel © gegen 
die Achse des ÖOszillators ausbreitet, 


€) isotropes Strahlungsfeld (auf den Oszillator treffen mit gleichen Wahr- 
scheinlichkeiten ebene Wellen mit beliebigen Richtungen der Polarisation und 
beliebigen Ausbreitungsrichtungen). 


699*. Eine linear polarisierte Welle treffe auf einen isotropen harmonischen 
Oszillator. Die Geschwindigkeit des Elektrons sei v<c. Man bestimme den 
differentiellen und den totalen Streuquerschnitt do/dQ bzw. o der Welle unter 
Berücksichtigung der Strahlungsreaktionskraft. Insbesondere untersuche man 
die Fälle des stark bzw. schwach gebundenen Elektrons. 


700. Eine zirkular polarisierte ebene elektromagnetische Welle werde durch 
eine freie Ladung gestreut. Man bestimme das Streufeld 9 und untersuche 
seine Polarisation. Wie groß sind der differentislle und der totale Streuquer- 
schnitt do/d.Q bzw. o? | 


701. Eine unpolarisierte ebene Welle werde durch eine freie Ladung gestreut. 
Man bestimme den Depolarisationsgrad o der Streuwelle in Abhängigkeit vom 
Streuwinkel ®%. 


702*. Eine linear polarisierte Welle werde durch eine freie Ladung gestreut. 
Die Ladung bewege sich mit der relativistischen Geschwindigkeit v in der Aus- 
breitungsrichtung der Welle. Man berechne den differentiellen Streuquer- 
schnitt. Außerdem untersuche man die Streuung einer unpolarisierten Welle. 


Hinweis: Man benutze die Gleichung (12.26) und drücke öd durch & und 9 
aus. 


703*. Ein isotroper harmonischer Oszillator der Frequenz w,, der Ladung e 
und der Masse m befinde sich in einem schwachen homogenen statischen 
Magnetfeld 9. Man bestimme die Bewegung des ÖOszillators und untersuche 
die Polarisation der Oszillatorstrahlung.!) 


t) Ein solcher harmonischer Oszillator stellt das Modell eines Atoms im äußeren Magnet- 
feld dar. Die vorliegende Aufgabe hat also die Entwicklung der klassischen Theorie des 
ZEEMAN-Effektes zum Gegenstand. 


11* 
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12.4. Entwicklung eines elektromagnetischen Feldes 
nach ebenen Wellen 


Ein elektromagnetisches Feld ist eine Funktion der unabhängigen Ver- 
änderlichen r und t. Bei vielen Problemen ist es günstig, FOURIER-Ent- 
wicklungen der Felder zu betrachten. Es werden folgende Arten von Ent- 
wicklungen benutzt: 

1. Entwicklung nach monochromatischen Wellen: 


fe,t) = falt) eietdo, (12.39) 
1 r Bis 
fo(t) = Ir N It, t)e!®'dt; (12.39’) 
2. Entwicklung nach ebenen Wellen: 
ft, - | tt eitraf, (12.40) 
1 
f(t) = EOn)® [ fit, £) e-ittdr. (12.40’) 


Dabei ist f eine der Feldkomponenten und d!=dk,dk,dk,. 


3. Entwicklung nach ebenen monochromatischen Wellen: 


e)= [he varao, (12.41) 


1 
Ita = On [ fir, t) e@r-oNddrdt. (12.41’) 


Aus den Maxwerıschen Gleichungen folgt, daß die Frequenz w eine Funk- 
tion des Wellenvektors f ist. Man bezeichnet diese Beziehung ® = w(ff) als 
Dispersionsgleichung. Da die Feldlkomponenten f(t, t) reell sind, ergeben sich 


die Beziehungen 
Io A f =}. De (12.42) 


Durch die Entwicklungen (12.40) und (12.41) wird das Feld im ganzen. un- 
endlich ausgedehnten Raum beschrieben. Dementsprechend ist in diesen Glei- 
chungen über den gesamten Raum der Wellenvektoren und den ganzen Orts- 
raum zu integrieren. Die andere gebräuchliche Form der Entwicklung nach 
ebenen Wellen, bei der das Feld in einem begrenzten Volumen V betrachtet 
wird, ist in der Literatur, z.B. in [53] oder in [44], Kap. 1, zu finden. 

Bei der Anwendung der Fourier-Entwicklungen sind die Beziehungen 
(A1I.15) und (A I.14) aus der Theorie der ö-Funktion sehr nützlich. Insbeson- 
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dere kann man mit Hilfe der Formeln (A 1.15) und (12.42) die Gleichungen 


[Pwar=ar [Iierao 


a (12.43) 
[re oa = em° [Inpat 
beweisen. . 

Die Entwicklung nach ebenen monochromatischen Wellen spielt in der 
Quantenelektrodynamik eine große Rolle. Einer jeden solchen Welle ent- 
sprechen in der Quantentheorie Photonen, d.h. Teilchen, die sich mit der Licht- 
geschwindigkeit c bewegen. Energie E und Impuls p eines Photons hängen 


durch die Beziehungen 
E=hwo, p=hl (12.44). 


mit der Frequenz ® und dem Wellenvektor f zusammen. 


Aufgaben: 
704. Man beweise die Beziehungen (12.43). 


705. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den FOURIER-Komponenten 
der Felder €, 9 und der Potentiale WU, @? (Man betrachte alle drei Varianten 
der FOURIER-Entwicklung.) 


706. Wie lauten die MAxweruschen Gleichungen der FOURIER-Komponenten 
für die drei Varianten der FOURIER-Entwicklung? Der Raum enthalte ein 
homogenes isotropes dispergierendes Medium mit den im allgemeinen frequenz- 
abhängigen Parametern &(») und u(o). | 


707. Wie lauten die D’ALEMBERTsche Gleichung und die LORENTZ-Konven- 
tion in den FOURIER-Komponenten für die Potentiale Y(r,) und o(t, i)? 
Man betrachte alle drei Varianten der FOURIER-Entwicklung. Der Raum ent- 
halte ein homogenes isotropes Medium mit den Parametern e(w) und u(o). 


708*. Man entwickle das Potential $ des CovLoMmB-Feldes einer ruhenden 
Punktladung nach ebenen Wellen. | 


709. Man entwickle die elektrische Feldstärke & einer ruhenden Punkt- 
ladung e nach ebenen Wellen. 


710. Eine Punktladung bewege sich mit der Geschwindigkeit d — const im 
Vakuum. Man entwickle das Feld &, X, €, 9 der Ladung nach ebenen mono- 
chromatischen Wellen. 


711*. Man bestimme die Potentiale p(t, £) und X(t, t) des Feldes einer sich 
gleichförmig bewegenden Ladung e (s. die Lösung der Aufgabe 535). Man 
benutze dazu die in der vorigen Aufgabe erhaltenen Entwicklungen dieser 
Potentiale nach ebenen Wellen. 
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Hinweis: Zur Berechnung des Integrals über df substituiere man die Varia- 
blen 
—k 


k, > —, ke, y> 


k, 
mg Y 
Tr 


(x-Achse parallel zu d) und benutze die Entwicklung des Feldes einer ruhenden 
Punktladung nach ebenen Wellen (Aufgabe 708). 


712*. Ein neutrales punktförmiges System von Ladungen bewege sich gleich- 
förmig im Vakuum mit der Geschwindigkeit vd. Man bestimme das elektro- 
magnetische Feld o(r, £), A(r, i) mit Hilfe einer FOURIER-Entwicklung nach 
ebenen monochromatischen Wellen, wenn das elektrische und das magnetische 
Dipolmoment p bzw. m im Laborsystem vorgegeben sind. 


Hinweis: Die elektrische Strom- und Ladungsdichte des Systems werden 
durch die Gleichungen 


k,—k, 


= crot[mö(r — pi] er: ö(lt — di], 


oe= —div[pöt — pi] 


ausgedrückt. 


713. Man bestimme die Potentiale des Feldes eines gleichförmig bewegten 
magnetischen Dipols (mit dem Moment m, im Ruhsystem des Dipols). Die 
Geschwindigkeit des Dipols sei d. Man beschränke sich auf die beiden Spezial- 
fälle 

a) 7) | D, 

bym_id. 

Es sind die Transformationsgleichungen der Momente aus Aufgabe 538 zu 
benutzen. 


714. Man berechne das Feld eines gleichförmig bewegten elektrischen Dipols 
(mit dem Moment p, im Ruhsystem) mit Hilfe der Ergebnisse der Aufgabe 712 
(s. die Lösung der Aufgabe 537). 


«15. Man zeige, daß die FOURIER-Komponenten der Entwicklung eines 
wirbelfreien Vektors nach ebenen Wellen parallel zu f (longitudinal), die 
FOURIER-Komponenten eines quellenfreien Vektors dagegen senkrecht zu f 
(transversal) sind. | 


716*. Wie lauten die Gleichungen für den wirbelfreien und den quellenfreien 
Teil der elektromagnetischen Feldvektoren € und 9 im Vakuum? Man zeige, 
daß der wirbelfreie Teil E, (rt, £) des elektrischen Feldes das momentane (nicht- 
retardierte) CouLoMmB-Feld beschreibt, das durch die Ladungsverteilung in 
dem Zeitpunkt bestimmt ist, für den &| berechnet wird. 


717*. Man entwickle das freie elektromagnetische Feld W(r, i) im Vakuum 
(o=0,j=0) nach ebenen Wellen (in diesem Fall gilt 9 = 0). Das Feld 
erfülle den gesamten unendlich ausgedehnten Raum. Man stelle die FOURIER- 
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Amplituden dieser Wellen in der Form 


al) = 8 galt) era 


dar, wobei .e;,; Einheitsvektoren bedeuten, die die Polarisationsrichtungen 
der vorgegebenen transversalen Welle charakterisieren, so daß f ex, = 0 ist 
(vgl. den Anfang von 8.1.). Dabei entsprechen offenbar jedem f zwei von- 
einander unabhängige Polarisationseinheitsvektoren (A=1, 2). Die Ein- 
heitsvektoren er und e, sind zueinander orthogonal:  & = er &, =. 
Man bestimme die Gleichungen, denen die komplexen „Koordinaten“ g,() 
im allgemeinen Fall genügen. Man drücke die Feldstärken &, 9, die Energie W 
und den Impuls © des Feldes durch ge, und dr, aus. 


718*. Man benutze die Ergebnisse der vorigen Aufgabe, führe die reellen 
Oszillatorkoordinaten 


dr = met + ar, et®' 


ein und drücke die Feldvektoren W, €, 5 durch diese Koordinaten aus. Man 
berechne ferner die Energie W und den Impuls & des Feldes in den Koordi- 
naten ;. 


719*. Ein elektromagnetisches Strahlungsfeld werde durch die Oszillator- 
koordinaten gr, beschrieben (s. die Aufgabe 717). Wie lauten die Differential- 
gleichungen für die Wechselwirkung des Strahlungsfeldes mit einem geladenen 
nichtrelativistischen Teilchen in den Variablen g; ;? 


720. Man bestimme die Energieänderung dW/dt eines Strahlungsfeldes. je 
Zeiteinheit infolge der Wechselwirkung eines Teilchens mit dem Feld und 
drücke sie durch die Oszillatorkoordinaten 9, und die Kräfte Fr, (t) aus (s. die 
Lösung der vorigen Aufgabe). 


721*. Ein Teilchen mit der Ladung e führe nach dem Gesetz r = 1, sinoy £, 
t, = const eine einfache harmonische Schwingung aus. Mit Hilfe der Methode 
der Feldoszillatoren (s. Aufgabe 719) bestimme man die Winkelverteilung und 
die Gesamtintensität I der Strahlung.!) 


722. Die Ladung e bewege sich mit der konstanten Winkelgeschwindig- 
keit &, auf einem Kreis mit dem Radius a,. Mit Hilfe der Methode der Feld- 
oszillatoren ist die Polarisation des Strahlungsfeldes der Ladung zu unter- 
suchen sowie die Winkelverteilung und die Gesamtintensität der Strahlung 
zu bestimmen (s. Aufgabe 634). 


723*. Eine linear polarisierte Welle mit der Frequenz & treffe auf einen 
harmonischen Oszillator mit der Eigenfrequenz &,. Mit Hilfe der Methode der 
Feldoszillatoren bestimme man den differentiellen und den totalen Streuquer- 
schnitt do/d@ bzw. o (die Strahlungsdämpfung wird nicht berücksichtigt). 
Welche Polarisation hat die gestreute Strahlung? 


1) Die Aufgabe kann natürlich wesentlich einfacher gelöst werden (s. Abschnitt 1 dieses 
Kapitels). Die vorgeschlagene Lösungsmethode ist wegen ihres engen Zusammenhangs mit 
der des analogen quantenelektrodynamischen Problems interessant. 
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724. Man bestimme den differentiellen und den totalen Streuquerschnitt 
do/d@ bzw. o einer linear, einer zirkular und einer nicht polarisierten mono- 
chromatischen Welle an einer freien Ladung mit Hilfe der Methode der Feld- 
oszillatoren (vgl. mit den Aufgaben 699 und 700). 


725. An einer freien Ladung werde 

a) eine unpolarisierte Welle der Frequenz w, 

'b) eine zirkular polarisierte Welle gestreut. 
Man untersuche die Polarisation des Strahlungsfeldes mit der Methode der 
Feldoszillatoren (s. die Aufgaben 699 und 700). 
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13. STRAHLUNG BEI DER WECHSELWIRKUNG GELADENER 
TEILCHEN MIT MATERIE 


In diesem Kapitel werden die verschiedenen Prozesse des Energieverlustes 
schneller Teilchen in Materie mit Hilfe der Methoden der klassischen makro- 
skopischen Elektrodynamik betrachtet. 

Die makroskopische Theorie, die die räumliche Dispersion der Dielektri- 
zitätskonstanten und der Permeabilität nicht berücksichtigt, ist anwendbar, 
wenn man die Materie als dichtes Medium auffassen kann, d.h., wenn das 
hindurchfliegende Teilchen mit vielen Atomen gleichzeitig in Wechselwirkung 
steht. Das bedeutet, daß man mit Hilfe der makroskopischen Gleichungen nur 
diejenige Energie richtig bestimmen kann, die ein Teilchen den Elektronen 
der Materie überträgt, die sich in genügend großen Abständen r von der Teil- 
chenbahn befinden (r > a, wobei a eine Größe von der Ordnung der Abstände 
zwischen den Atomen bezeichnet; in kondensierten Medien stimmt a » 10°®cm 
mit der linearen Ausdehnung eines Atoms überein). 

Die Teilchengeschwindigkeit v muß der Bedingung v > v,, genügen, wobei 
d%,, die mittlere Geschwindigkeit der Atomelektronen ist. Bei kleineren Ge- 
schwindigkeiten überträgt das Teilchen seine Energie hauptsächlich den Elek- 
tronen in der Nähe seiner Bahn, wo die makroskopische Betrachtung nicht gilt. 

Die Energieverluste, die durch Ionisation oder Anregung der Atome eines 
Mediums hervorgerufen werden, bezeichnet man als Ionisationsverluste. Ein 
Teilchen, das durch ein Plasma hindurchfliegt, verliert einen großen Teil seiner 
Energie durch Anregung von Schwingungen des Elektronengases als Ganzes 
(longitudinale Plasmaschwingungen, s. die Aufgaben 456 und 739). 

Die Materie beeinflußt wesentlich auch die Emission transversaler elektro- 
magnetischer Wellen durch Teilchen. Ein geladenes Teilchen, das sich in 
einem nichtabsorbierenden Medium mit einer. konstanten Geschwindigkeit 
größer als die Phasengeschwindigkeit des Lichtes bewegt, emittiert trans- 
versale elektromagnetische Wellen (TSCHERENKoW-Strahlung, deren Theorie 
durch TAmm und FRANK entwickelt wurde [86)). 

Das elektromagnetische Feld, das ein bewegtes Teilchen in einem Medium 
erzeugt, wird durch die MAaxwetschen Gleichungen bestimmt, in denen 
Ladungs- und Stromdichte am günstigsten in der Form 


e=eöhtt— nl, i=ehölt — ro] 


geschrieben werden, wobei e die Ladung und t,(t) den Radiusvektor des Teil- 
chens bedeuten. Man löst die MAxweuıschen Gleichungen im allgemeinen Fall 
eines dispergierenden Mediums durch Entwicklung der gesuchten Größen (Feld- 
vektoren) in FOURIER-Integrale bezüglich der Koordinaten und der Zeit. Dabei 
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ergibt sich zur Bestimmung der FOURIER-Komponenten ein System alge- 
braischer Gleichungen (siehe z.B. die Aufgabe 726). 

Bei der Berechnung der Energie der TSCHERENKoWw-Strahlung pro Längen-. 
einheit des Weges des Teilchens muß man das elektromagnetische Feld, das 
das Teilchen im Medium erzeugt, und den Energiestrom durch die Oberfläche 
eines Zylinders der Länge 1 mit unendlich großem Radius, der die Teilchen- 
bahn umschließt, bestimmen. Das Integral dieses Energiestroms über die Zeit 
ergibt gerade die Gesamtenergie, die das Teilchen je Längeneinheit des Weges 
in Form elektromagnetischer Wellen emittiert. 

Ist der Radius des Zylindermantels endlich (gleich a), so erfaßt das Integral 
des Energiestroms über die Zeit nicht nur die Energie der TSCHERENKOW- 
Strahlung, sondern auch die Energie, die den Elektronen des Mediums, die 
sich in Abständen r >a von der Teilchenbahn befinden, übertragen wird. 


Aufgaben: 


726*. Ein Teilchen der Ladung e bewege sich mit der Geschwindigkeit 
b = const in einem homogenen und isotropen Medium mit der Dielektrizitäts- 
konstanten e(®) und der Permeabilität u = 1. Man berechne die Komponen- 
ten des elektromagnetischen Feldes, das durch das bewegte Teilchen erzeugt 
wird. 


727*. Ein Teilchen bewege sich in einem nichtabsorbierenden Dielektrikum 
mit der konstanten Geschwindigkeit v = fc. Mit Hilfe der Ergebnisse. der 
vorigen Aufgabe untersuche man das vom Teilchen erzeugte Feld in großen 
Abständen von seiner Bahn. Man zeige, daß ein genügend schnelles Teilchen 
transversale elektromagnetische Wellen emittiert (TsCHERENKOW-Eiffekt). 
Unter welchen Bedingungen entsteht diese Strahlung? Wie groß ist der gesamte 
TSCHERENKowsche Verlust #7 je Längeneinheit des Weges? 


728. Ein Teilchen mit der Ladung e bewege sich mit konstanter Geschwindig- 
keit durch ein Medium, dessen Dielektrizitätskonstante näherungsweise durch 


2 
n) 
en 2 ws — W? 


beschrieben wird. Man berechne die Energie wr der TSCHERENKOW-Strahlung 
je Längeneinheit des Weges, wenn die Geschwindigkeit des Teilchens der Be- 
dingung v?e, > c? genügt, wobei &, der statische Wert der Dielektrizitäts- 
konstanten ist. In welchem Winkelintervall ist die Strahlung konzentriert? 
Man schätze w, mit den Werten 


o=6 10 He Veit 
numerisch ab. 

729. Die Bedingung cos = 1/P n, die die Richtung der TSCHERENKOW- 
Strahlung bestimmt, ist durch Betrachtung der Interferenzen zwischen den 
einzelnen Wellen abzuleiten, die das Teilchen in verschiedenen Punkten seiner 
Bahn emittiert. 
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730. Man kann die TSCHERENKOW-Strahlung eines Teilchens als Folge einer 
Resonanz zwischen den Eigenschwingungen des Mediums und der mit dem 
bewegten Teilchen zusammenhängenden erzwingenden Kraft betrachten. Die 
Bedingung für die Entstehung der TSCHERENKOW-Strahlung ist durch Ver- 
gleich zwischen den Eigenschwingungsfrequenzen des Mediums und der 
erzwingenden Kraft abzuleiten. 


731. Man zeige, daß die minimale Geschwindigkeit vn eines Teilchens, bei 
der in einer vorgegebenen Richtung eine TSCHERENKOW-Strahlung entsteht, 
der Bedingung | 


Umin C08SO — %, (Om) 


genügt, wobei v, die Gruppengeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen 
im Dielektrikum, &„ die Frequenz, bei welcher der Brechungsindex maximal 
ist, und © den Winkel zwischen der Strahlungsrichtung und der Geschwindig- 
keit des Teilchens bedeuten. Das Dielektrikum wird als nichtabsorbierend 
vorausgesetzt. 


732*. Ein Teilchen bewege sich mit der konstanten Geschwindigkeit v = ß c 
in einem nichtdispergierenden Medium mit der Dielektrizitätskonstanten e und 
der Permeabilität u. Man bestimme die elektromagnetischen Potentiale & 
und %. Man betrachte die beiden Fälle v >v, und v<v,, wobei ®, die 
Phasengeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen im betrachteten Me- 
dium ist. 

733. Ein der x-Achse paralleler geradliniger Leiter bewege sich in Richtung 
der %-Achse mit der Geschwindigkeit v® — const in einem nichtabsorbierenden 
Medium mit der Dielektrizitätskonstanten e(®) und der Permeabilität u(o). 
Im Laborsystem sei der Leiter elektrisch neutral, und in ihm fließe in x-Rich- 
tung der Strom I.!) Man bestimme die Bedingung, unter der TSCHERENKOW- 
Strahlung auftritt. Wie groß ist die Gesamtenergie wr der Strahlung je Längen- 
einheit des Leiters und je Weglängeneinheit? Welche Bremskraft | wirkt auf 
die Längeneinheit des Leiters seitens des von ihm erzeugten Feldes? 

Hinweis: Das Vektorpotential hat nur die nichtverschwindende Kompo- 
nente A,(y,2,t). Bei der Ausführung der inversen FOURIER-Transformation 
benutze man die in der Lösung zur Aufgabe 732 formulierte Regel für das 
Umlaufen der Pole. | 


734. Zwei Punktladungen e, und e, bewegen sich mit gleicher konstanter 
Geschwindigkeit v im Abstand Z voneinander auf einer Geraden in einem Me- 
dium mit der Dielektrizitätskonstanten e(») und u=1 (l wird im Labor- 
system gemessen). Man berechne die Energie 7 der TSCHERENKOW-Strahlung 
je Weglängeneinheit. Man untersuche die beiden Fälle a) e, =e,=e und 
b) eg = —&=e. Durch Grenzübergang bestimme man die TSCHERENKOW- 
schen Energieverluste eines punktförmigen elektrischen Dipols, der in der Be- 
wegungsrichtung orientiert ist. 


1) Ein sich sehnell bewegender stromtragender Teilchenstrahl kann z.B. in Beschleu- 
nigern und bei verschiedenen elektrischen Entladungen erhalten werden. 
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735*. Zwei Punktladungen +e und —e bewegen sich mit gleicher konstanter 
Geschwindigkeit v im Abstand I voneinander in einem Medium mit der Di- 
elektrizitätskonstanten e(®) und der Permeabilität u = 1. Die Verbindungs- 
gerade der Ladungen soll mit der Geschwindigkeit den Winkel « bilden (l und 
«& werden im Laborsystem gemessen). Mit Hilfe der in der vorigen Aufgabe 
benutzten Methode bestimme man die Energie wr der TSCHERENKOW-Strah- 
lung je Weglängeneinheit unter der Voraussetzung, daß ! sehr klein ist. 


736*. Ein magnetischer Dipol!) bewege sich mit der konstanten Geschwindig- 
keit v—= fc in einem nichtabsorbierenden Medium mit der Dielektrizitäts- 
konstanten e(®) und der Permeabilität u(w). Das im Laborsystem gemessene 
magnetische Moment m sei in Richtung der Geschwindigkeit orientiert. Man 
berechne die auf die TSCHERENKOW-Strahlung entfallende Energie wr je Weg- 
längeneinheit. | 

Hinweis: Die Gleichungen für die Potentiale lassen sich durch FOURIER- 
Transformation integrieren. Ein bewegtes magnetisches Moment erzeugt den 
Strom i(t,) =crotmölr — pi). 


737*. Ein schnelles Teilchen mit der Ladung e bewege sich durch ein nicht- 
absorbierendes Dielektrikum mit der Dielektrizitätskonstanten 


= _@p 

e@=1+ wo — W*’ 
wobei &; =4me?N|/m ist. Man bestimme den Energieverlust —dE/di je 
Weglängeneinheit in Abständen von der Teilchenbahn größer als die inter- 
atomaren Abstände a (der Parameter a muß so gewählt werden, daß die 
makroskopische Betrachtung im Gebiet r > «a gerechtfertigt ist). Welche phy- 
sikalische Bedeutung haben die einzelnen Terme im Ausdruck für den Energie- 
verlust? 


738*. Ein geladenes Teilchen bewege sich mit der Geschwindigkeit v—= ßc 
durch ein Plasma mit der Dielektrizitätskonstanten (s. Aufgabe 312) 


(w, = 4 e! Nm). 


Man bestimme den Energieverlust —dE/dl je Weglängeneinheit infolge 
„ferner“ Stöße. Darunter sind Stöße mit Stoßparametern r > a zu verstehen, 
wobei a der Abstand ist, bei dem die makroskopische Betrachtung noch gilt. 


739. Man zeige, daß die in der Aufgabe 456 betrachteten longitudinalen 
Plasmawellen Schwingungen der Elektronenwolke gegenüber der Gesamtheit 
der Ionen darstellen. Dazu betrachte man ein (im Mittel) elektrisch neutrales 
Plasma in einem rechtwinkligen Parallelepiped mit dem Volumen V = a,0,03. 
Wie lauten die Bewegungsgleichungen für die FOURIER-Komponenten or der 


1!) Ein neutrales System (Paket) von Teilchen mit magnetischem Moment strahlt wie 
ein magnetischer Dipol, wenn die Wellenlänge im Medium groß gegen die Abmessungen 
des Paketes ist. 
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'elektrischen Ladungsdichte (die positiven Ionen sind als ruhend anzunehmen)? 
Man zeige, daß die o: bei kleinen f harmonische Schwingungen mit der ‚„Plasma- 


frequenz“ w, — V4r e:N/m ausführen können, wobei N die mittlere Zahl der 
Elektronen je Volumeneinheit und e,m Ladung und Masse des Elektrons 
bedeuten. Man schätze das Gebiet der £-Werte ab, in dem das entworfene Bild 
richtig sein wird. 


740*. Die Punktladung e bewege sich im Vakuum normal zur Grenze eines 
idealen Leiters. Man bestimme die spektrale und die Winkelverteilung der 
Strahlung, die beim Übergang der Ladung aus dem Vakuum in den Leiter 
entsteht, unter Vernachlässigung der Beschleunigung, die die Ladung unter 
dem Einfluß der elektrischen Bildkraft erfährt. Die Geschwindigkeit der 
Ladung siv=ße. 

Hinweis: Das Feld im Vakuum wird durch die Ladung und ihr Bild erzeugt, 
die sich mit gleichen konstanten Geschwindigkeiten aufeinander zu bewegen. 
Sobald das Teilchen die Leitergrenze passiert, wird seine Ladung durch die 
freien Leiterelektronen abgeschirmt; das ist einem plötzlichen Abbremsen der 
Ladung und ihres Bildes im selben Punkt an der Leitergrenze äquivalent. 


741*. Die Punktladung e bewege sich mit der Geschwindigkeit v = ßc im 
Vakuum senkrecht zur Grenze eines nichtabsorbierenden Dielektrikums mit 
der Dielektrizitätskonstanten e(®) und der Permeabilität u = 1. Beim Über- 
tritt der Ladung aus dem Vakuum in das Dielektrikum entsteht eine Strahlung. 
Man berechne die spektrale und die Winkelverteilung der Strahlung im Vakuum 
(d.h. im Gebiet 2 >0, s. Abb. 100, 8.457) unter Vernachlässigung der Be- 
schleunigung der Ladung unter dem Einfluß der elektrischen Bildkraft. 

Hinweis: Die durch das bewegte Teilchen hervorgerufene Ladungs- und 
Stromdichte sind durch den äguivalenten Satz harmonischer Oszillatoren zu 
ersetzen. Zur Bestimmung des Feldes in der Wellenzone benutze man den 
Reziprozitätssatz (s. [55], $ 69) pz&4(B) = pı Es (A). Dabei bedeuten &, (A) 
das Feld, das im Punkt A durch den im Punkt B befindlichen harmonischen 
Dipoloszillator p, erzeugt wird, und &,(B) das Feld, das im Punkt B durch 
den im Punkt A befindlichen Oszillator p , erzeugt wird. Da der Aufpunkt A 
in großem Abstand von dem Punkt liegt, in dem die Ladung auf das Di- 
elektrikum auftrifft (in der Wellenzone), kann man bei der Berechnung von 
&4(BD) die FRESsNELschen Formeln benutzen. 
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ANTWORTEN UND LÖSUNGEN 


1. VEKTOR- UND TENSORRECHNUNG 


1.1. Vektor- und Tensoralgebra. 
Vektor- und Tensortransformationen 


cs9 = nn = cos® cosd#’ + sind sind’ cos(x — a’). 


3. Da die 5; # = 1,2,3) Komponenten eines Vektors sind, gilt bei einer 
Drehung des Koordinatensystems 57; = &;;, dx. Setzt man b} in die Gleichung 
ab, =inv ein und vergleicht mit a,b, —=inv, so erhält man a, = «;x.%, 
d.h., die a, transformieren sich bei Drehungen wie die Komponenten eines 
Vektors. Da sich das Vorzeichen einer Invariante (Skalar) bei Drehungen nicht 
ändert, müssen die Vorzeichen der Komponenten a, und 5; sich entweder 
gleichzeitig umkehren (polare Vektoren) oder erhalten bleiben (Pseudovekto- 
ren). 

10. 

[axbh = tla-ı 541 —a,ıd-,), Taxbl,ı = +il@ du — @;ı do); 


2 3 
(ab)= 3 (-1%a_,b; Mm V+ "Yu (va=-10,-+1. 
u=-1 IT 
11. Der dem vorgegebenen inverse Tensor genügt den Beziehungen 
Eir&xi— Oi. (1) 
Das sind algebraische Gleichungen in den Komponenten e;} des inversen 
Tensors. Ihre Lösungen haben die Form 


= Ari 


st (2) 
le 

wobei A;, die Unterdeterminante des Elementes e;. in der Determinante |e| 

ist. Aus (2) folgt, daß |e| + 0 eine für die Existenz des inversen Tensors not- 


wendige Bedingung ist. Mit Hilfe der bekannten Eigenschaft der Deter- 
minante A,; &xı = Öiı |e| sieht man, daß der inverse Tensor neben (1) auch 
der Bedingung 

Ex &Erı = Öil (3) 


genügt. Ist e;, einim Hauptachsensystem vorgegebener symmetrischer Tensor, 
d.h. &;x = eÜ ö;, (hier ist nicht über ? zu summieren!), so gilt 


Er ER 
Eik gÜ) Öir- 


12 Batygin/Toptygin 
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14. T,, ist ein Tensor zweiter Stufe. 


15. Bei der Transformation e,; — e}; nach den Formeln e; = «;; €, bedeuten 
die Koeffizienten &;x = & e, die Projektionen der neuen Einheitsvektoren auf 


> 
Ar 
Zee 


Abb. 28 Abb. 29 


die alten. Durch Ausführung der Projektion (Abb. 28 und 29) erhält man 
folgende Transformationsmatrizen: 
für den Übergang von kartesischen zu Kugelkoordinaten 


sin®cosx  sin®sin«& cos’ 
@e—=|cos®cosx cos®sinx —sin® |, 
— sin COSX 0 
sin® cosx cos®cos« —sin« 
atT=|sin®sinx cos®sin«a Cosa |]; 
COS 9 — sin® 0 
für den Übergang von kartesischen zu Zylinderkoordinaten 
COSX sinx 0 cosx —sinx 0 
a=| -—-sinx cos& 01, at=|sina COS& 0 
0 0 1 0 0 1 


16. Bezeichnet man mit g die Matrix, die die Komponenten des Vektors in 
den Systemen 8’ und $ miteinander verknüpft (A? = g;xA,), so erhält man: 


für den Fall der Spiegelung 10 0 
0 0 —1 
für den Fall der Drehung cosx sinx 0 
g(a)=| —sina cos 0 
0 0 1 


Die Richtung, in der der Winkel « gezählt wird, und die Richtung der 
z-Achse bilden eine Rechtsschraube. 
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17. Benutzt man die Ergebnisse der vorigen Aufgabe, so erhält man 


8 (0, 9 0,) = 8(a,) 8(d) g(aı) = 


COS] COSXg— COSÜsina&, sin&,  SINA&, COSX,+COSP Cosa, Sina, sin®sina, 
—=| — 608%, SIN&g — COSP INK, COS&, — SINA, SIN&, + COSPCOSA, COS, SINP COSaz |. 
sin«, sind — sin® cosa, cos®# 
18. 
1 % sin® . 1 
— (1 + cosd) eat)  — a elta — — (1 — 0089) eila-%) 
2 Y2 2 
vsind . 
D (6,0 0,)= = ein cos ® ee 
2 v2 
1 l 
= (1 — cos ®#) ei(aı- %) ein der > (+ eosd)etnt 


19. Da die Matrix einer Drehung um den Winkel 0 (identische Transforma- 
tion) gleich 1 ist, gilt für eine Drehung um einen kleinen Winkel l&;.| <1. 
Für den Beweis der Beziehungen &;; = — &,; benutzen wir die Invarianz von 
r? — 6;% %; %, gegenüber Drehungen. Wegen x; = &,%& = % + &x%x erhält 
man unter Vernachlässigung von Größen, die von zweiter Ordnung klein sind, 
die Relation r? = r? + 2&;,%; %,. Aus der Invarianz von r? folgt &;. &; X, = 0 
für beliebige x;, was nur bei &; = —&,; möglich ist. Wir führen nun den 


Vektor Fy“ op mit den Komponenten 60; = Yseirıerı ein. Dann gilt’ =ır+ 


+6 o x r, woraus folgt, daß 5 o den Vektor eines kleinen Drehwinkels dar- 
stellt, dessen Richtung die Drehachse und dessen Betrag den Drehwinkel 
ergibt. 

22. Der Beweis ist für jede beliebige Dimensionszahl n gleich. Es sei & die aus 
den Transformationskoeffizienten gebildete Matrix und |«| ihre Determinante.. 
Wegen der Orthogonalität der Matrix «a erhalten wir n?Gleichungen &; x & x = Öi1- 
Berücksichtigen wir, daß auf den linken Seiten dieser Gleichungen die Ele- 
mente einer Determinante stehen, die gleich dem Produkt zweier Determinan- 
a le | ist, so erhalten wir |a@|- |@a|=|1|=1 oder |a]®?= 1. Daraus folgt 

eo=-l. 

| Wir zeigen nun, daß bei Drehungen |a| = +1 gilt. Der Drehung um den 
Winkel 0 (der identischen Transformation) entspricht |@| = 1; da die Ele-, 
mente der Matrix a stetige Funktionen der Parameter sind, die die Drehung 
beschreiben (z. B. der EuLerschen Winkel, siehe die Lösung der Aufgabe 17), 
so gilt auch bei einer Drehung um einen endlichen Winkel |a| =1. 

Bei Spiegelungen hat die Determinante |a| die Form 


1100 
0 410 
Be 


.3 HH 28 28 8 8 8 8 8 —* 


12* 
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Das Minuszeichen gilt für die Diagonalelemente der Determinante, die den 
gespiegelten Achsen entsprechen. Offenbar ist also in der Tat |@| = +1 bei 
einer geraden und |@| = —1 bei einer ungeraden Anzahl gespiegelter Achsen. 


24. Von den 27 Größen e;,ı sind nur 6 ungleich Null. Die übrigen haben 
mindestens zwei gleiche Indizes und sind deshalb wegen der Antisymmetrie 
gleich Null (e;;x = —Eiir). Die von Null verschiedenen Komponenten sind 


e123 — ®zı2 7 #ası ur: a 2 2:0 — 43-1. 


Wir bilden nun den Ausdruck & ; &gr &gı &ixı. Benutzt man die Definition 
der Determinante dritter Ordnung und die Definition von e;,,, so kann man 
ihn in der Form &; &ar Kgıeirı = |a| = +1 = eis; schreiben. Vertauscht 
man links zwei Indizes, z.B. 1 und 2, so erhält man 


! / 
Ki &ır Kr &irı = — Kr gi Az eirı = — ea = Bı3 = - -- 


Aus diesen’ Gleichungen folgt unmittelbar, daß sich die e;,; bei Drehungen 
wie die Komponenten eines Tensors dritter Stufe transformieren. Da sie sich 
bei Spiegelungen nicht ändern, bilden sie einen Pseudotensor dritter Stufe. 
Er besitzt die günstige Eigenschaft, daß seine Komponenten in allen Koordi- 
natensystemen gleich sind. 


25. Wir schreiben den Tensor A;, als Schema: 
0 Aa —Ası 
Ar=|—Aı: 0 As; |; 
As Ag, 0 


und verwenden die Bezeichnungen Ay; = A,, Ası = Az, Ara = Az. Diese, 
drei Gleichungen lassen sich in der Form A; = !/ae;rı Axı schreiben, wobei 
e;x, der vollständig antisymmetrische Tensor dritter Stufe ist, der in der 
vorigen Aufgabe eingeführt wurde. Da e;,ı ein Tensor dritter Stufe und A;xı 
ein Tensor zweiter Stufe ist, bilden die Größen A; (= 1,2,3) einen Vektor. 
Man bezeichnet A; als den zum Tensor A;, dualen Vektor. 
26. 
0A 
[UXB]) = &irıArBı, rot A= rı a. 
0x 
Man kann U x und rot\ als antisymmetrische Tensoren zweiter Stufe 
oder als zu diesen duale Vektoren auffassen, deren Komponenten bei Spiege- 
lungen ihr Vorzeichen nicht ändern (Pseudovektoren). 


28. 
a) a(be)+(ab)(acd), b) [axb)x cl [ka xb)xc). 


30. 
(aa), )+lab)(be)(ca) + (bar) (ed) (ac) — 
— (ad)(ea) (BP) — (ad) (ba’)(ee)—(be)(eb’) (aa). 
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3l. Wir führen den Beweis für den Vektor und den Tensor zweiter Stufe. 
a) Da die Komponenten des Vektors nach Voraussetzung in allen Bezugs- 
systemen gleich sein sollen, gilt bei einer beliebigen Drehung A} = 4,, d.h. 


A,n=4A, Al=4, Al=A,. (1) 


Wir drehen das Koordinatensystem um den Winkel x um die z-Achse. Die 
Transformationsgleichungen 47 = &r4, für die Vektorkomponenten bei 
Drehungen ergeben 


A=-A, A=-4A, A=4,. (2) 


Die Gleichungen (1) und (2) sind nur dann miteinander verträglich, wenn 
A,= A, = 0 ist. Dreht man das Koordinatensystem um den Winkel z um 
die x-Achse, so sieht man analog, daß A, —= 0 gelten muß. Der einzige Vektor, 
dessen Komponenten nicht von der Wahl des Bezugssystems abhängen, ist 
also der Nullvektor, was zu beweisen war. 

b) Man kann jeden beliebigen Tensor zweiter Stufe als Summe eines sym- 
metrischen und eines antisymmetrischen Tensors schreiben: T';, = S;rk +4 ir. 
Der antisymmetrische Tensor ist einem Pseudovektor äquivalent (s. Auf- 
gabe 25), und seine Komponenten hängen auf Grund der oben gezeigten Eigen- 
schaft eines Vektors nur dann nicht vom Bezugssystem ab, wenn sie gleich 
Null sind. Deshalb betrachten wir nur den symmetrischen Tensor $;;,. 

Wir wählen ein Koordinatensystem, in dem $,;, Diagonalform hat: A® 6;;. 
Sind die Größen A® voneinander verschieden, so hängen die Komponenten 
des Tensors von der Wahl der Achsen ab, d.h. davon, mit welcher Zahl (1, 2 
oder 3) die betrachtete Achse bezeichnet wird. Nur für AV = 9) — /9) — } 
hängen die Tensorkomponenten nicht von der Wahl der Achsen ab. Dann hat 
der Tensor aber die Form / ö;,, was zu beweisen war. 


32. Die gesuchten Mittelwerte sind 


un 1 


—— 1 
==, | mdQ, mm | mmdR,... (1) 


Statt der direkten Berechnung dieser Integrale benutzt man jedoch besser 
eine andere Methode, die auf einer Anwendung der Transformationseigen- 
schaften der betrachteten Größen beruht. Offenbar sind die Größen %;, n; n, 
usw. Tensoren erster, zweiter, dritter und vierter Stufe. Andererseits folgt aus 
ihrer Definition (1), daß sie in jedem beliebigen Bezugssystem gleich sein 
müssen. Daher werden sie durch solche Tensoren ausgedrückt, deren Kom- 
ponenten nicht von der Wahl des Bezugssystems abhängen. 

Unter diesem Gesichtspunkt betrachten wir %;. Da es außer dem Nullvektor 
keinen Vektor gibt, dessen Komponenten vom Bezugssystem unabhängig sind 
(s. Aufgabe 31), folgt n; =. | 

Der Tensor 2; nr, muß durch einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe aus- 
gedrückt werden, dessen Komponenten in allen Bezugssystemen gleich sind. 
Nur 6;, ist ein solcher Tensor. Daher können wir schreiben: 


N;N, = Aöik- (2) 
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Zur Bestimmung von A verjüngen!) wir den Tensor bezüglich der beiden 


Indizes: 
1 


Analog finden wir 
N;NKNR,L = 0, 


REEL EN l 
NR Nı Nm = Tz (Ö;r Öim + Öir Örm + Öim Örı)- (3) 


33. 
1 1 1 2 2 
—_g2 —R — — a? „ad, 
5, zb, 30 3 zab; 
1 
75 [(a 6) (cd) + (ac) (bd) + (ad) (b e)]. 
34. 
nn, [nxn]-l. 
35. 
n-l, W-l, nl[mxn]. 


1.2. Vektoranalysis 


36. 
u U 9, cos#® 0 i 9) 
Vua=rg® (rg ie) 
6) sin® 0 | 
lg 
37. 
divr=3, rotr=0, gradlir)=1, (N)ı=1!. 
38. 
rot[® x 1] = 20. 
41. 
gradp(r) = - 2) dive(f)ti=3p-+rY, 
> (lt) , 
rotp(r)r=0, INMonı=Ip+r——g. 


1) Unter der Operation der Verjüngung eines Tensors versteht man die Gleichsetzung 
zweier Indizes und Summation über diese Indizes. Man erhält einen Tensor von um eine 


Einheit geringerer Stufe. | | 
?) Hier und im weiteren Text dieses Abschnitts bezeichnet der Strich die Ableitung 


nach r. 
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42. 
const 
o(r) = r3 . 
43. 
divaıb=ab, rot(ar)b=axb; 
div(car)r=4l(ar), rotfar)r=axtr; 
divfaxı]=0, rot[axı] = 2a; 
divg)laxıl=0, retplnlaxi=@ptrp Ja N gr; 
divrx[faxr]= —2(ar), rotrx[axtr]=3ftxa]. 
44. 


gradAr)r = U+ WM), gradllr) Br) -—UB+ABN), 


+ te, 


r 
Y 1% ’ D It, ’ 
rote (r) Ar) = It x Ar ax, dl V)p(r) Ar) 8 AHA). 
45. — grad (p r/r?) = rot(p X r/r?); die Komponenten dieses Vektors in Rich- 
tung der Basisvektoren e,, e,, e, sind 


2pcos® psin® 


r? r3 


‚od. 


Die Vektorlinien entstehen durch Schnitt zweier Flächenscharen: & = C\, 


r = (,sin®. 
47. z 
2 2.9. 2 dAn 
(AU,= AA, — 4, — r?sin® 7, en dAs)— r!sind da ’ 
As 2 04, 2000 O4, 
(AN: = AA, — r2 sin?® TR 09% rsind I ’ 
A, 2 OA, 2Cc0osP% 0As 
(AU. = AA, — r2sin? #9 rsin® 0x rsind 0a 
48. 
A. 2 04, 
2 nn 
| A„ , 2 04, 
AN, A= Su da ’ 
(AU. = AA,. 
49. 


| (eradp rot) av — $ (U x grado) dS= | prot4 d®. 
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50. Es ist hier ebenso wie in einer Reihe weiterer Fälle günstig, das Skalar- 
produkt des Integrals mit einem beliebigen konstanten Vektor c zu betrachten: 


ePrtan)ds= Pledads = [rien ld’ = 


= (a0) | av =(ad) Vv. 
Da c ein beliebiger Vektor ist, folgt [ t(an)d$S=aV. Analog findet man 
XL: )ndS=aV. 
51. . 
Bnpas- [apar, Dnxads- [otaar, 


$ (nb)ads = f (bN)adv. 
55. Die bei der Lösung der Aufgabe 50 angewandte Methode liefert 


$ pdi= [ In x gradp] dS, 
wobei n der zur Fläche normal gerichtete Einheitsvektor ist. 


56. 
/ [gradu x gradf|ndS. 


61. B 9 
a) A a b) A + Bintan—, ec) A+Ba. 
62. 
a) A+Bhr, b)A+DBoa, e)A-+Ba. 
64. 


TE +a)n+a)(C+ a) 

-+| (ad) (® — a?) |" 
EHE) HB) (CH Dr 
| | . 
TEAM) Th, 

--+| (0) (BE ©) x 


VE-ZWE-d) „_Va-9a-d8 „_W-HE-n 


Mr DR: = 2 IR, 3 2R, 
4 1) ) 
I SHERENEHEFER: ERERERBRRSR | RE DRROER OR 
Aeneon @ Re (R e) + 


ES (Bug) + EM Rege (Reze)] 


wobei A, = Y(u + a?) (u + 5°) (u + 0?) ist. 
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Aus den Gleichungen (1) geht hervor, daß jedem Tripel &,n,& acht Tripel 
x, y, 2 entsprechen. 

Man kann sich von der Orthogonalität der elliptischen Koordinaten über- 
zeugen, indem man grad, gradn, gradZ berechnet und die Skalarprodukte 
grad & gradn,... bildet, die sämtlich Null sind. grad &, gradn, grad kann man 
unmittelbar aus den Bestimmungsgleichungen für &,n,{ berechnen, indem man 
auf beiden Seiten dieser Gleichungen den Gradienten bildet und (1) benutzt. 


65. 
ze era" -etneta]", 
Zu =) ae er u 9 u ee E 
_ 1Ve<n Ve ge 
ae el u er ne 


mit R=VE+a)E+R), = V\n+a)(-n— 0); 


4. 0) 0) 0 0 1.02 
ar [Re DE (Bee) + Rag (Brz)| + = gu 


66. 
=+ et E+)C+ 5 r- | + Bd) (€ weile 
a? — b2 ‘ = b2 — a? 2 
1-7 ,„_ 1 VE<C 
a, u en Won 
mit 
R=-VErd)E+HN, R=VeEet+d)(-T— ); 
4 Ö 9) ) 0) 1 0 
A= gg |BrgeRe gg) + Reg (Bege)| + do 
67. 
a, a _ asinn 
az cosh & — cosn ’ u cosh& — cos’ 
je (cosh& — cosn)? [ 0 1 d 
2 a? Ka cosh & — cosn 3E) + 
1 | sinn „0 1 0° 
sinn On \ cosh& — cosn 3m) e sin?n(cosh& — cosn) Fr 


68. Die Flächen o — const sind Toroide: 
| 2 
(Yx2 +y — a cothe)” +.?= (=) » 
% 
und die Flächen & = const Kugelsegmente: 
232 
Ba t 2. 2 2 —_ . 
(2 — aretan&)®? + a2 + y (=) Ä 


a a sinho 
h — h =". em a, 
e 5 coshe — cos’ fa cosho — cosE 


2.  STATISCHES ELEKTRISCHES FELD IM VAKUUM 
69. 


pi = —2n 02" &=—4moze, (121<$) 
1 c zZ a 
p=-zreadk a), a (21>5)- 
Die z-Achse hat die Richtung der Normalen zur Plattenoberfläche. 
0. 
_ LTE 09 
| 9(8,9,2)= ER cos xx cosßy cosy2. 
71. Für 2 >O gilt 
= ZEN ga sinaxsinßy 
und für 2< 0 
2 
— ——L et sinaxsinßy 


mit A= Ya? + ß?. 
Die exponentielle Abnahme des Potentials in Richtung der 2-Achse wird 
dadurch erklärt, daß die Ebene entgegengesetzt geladene Bereiche enthält. 


72. Bei räumlicher Ladungsverteilung gilt 


R 
DT y2 Ixr 
a=/5 dr=a(1-—). B =, <BR); 
R 
Ix r >x 
= [| Far - un. = (r>.R). 


r 


Die einfachste Lösungsmethode geht vom GAaussschen Satz der Elektro- 
statik aus. Bei der Lösung durch Integration der Poıssonschen Gleichung be- 
nutzt man den LAPLACE-Operator in Zylinderkoordinaten und die Tatsache, 
daß @ wegen der Symmetrie des Systems nur von r abhängt. 

Bei Verteilung der Ladung auf der Oberfläche des Zylinders gilt 


Tr 
9% =%, p=2xlnz. 


73. Man erhält 
9 = — 2x lnr, E=——, 
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wobei x die Ladung je Längeneinheit bedeutet. Die willkürlich wählbare Kon- 
stante im Potential wurde so bestimmt, dB o=0 fürr =1 ist. 


74. 
= (> __ 2 La 
en ee 
2a zta+ Ye ta? ++ 2 


75. Führen wir die Bezeichnungen 
21=2ta, »=2-0, n,=Jet2ı2,, (0= 
1 2 1,2 1 Y 1,2 2, tr 


ein, so erhalten wir aus dem Ergebnis der vorigen Aufgabe 
C+1l 
0—l1 
(man muß 2, — 2, = 2a berücksichtigen). 


Die Äquipotentialflächen sind also Rotationsellipsoide, deren Brennpunkte 
in den Drahtenden liegen. 


rt, tr, = 2a -= const (1) 


76. 
ER. . _gE m. 
9 (r) As sm)" 7 R3 (r<sR); 
j 
Pal) = I, = (r> R) 
77. 
aAN)=— &=0  d<B; 
t 
pl) =Z, .- (r>R). 


78. Das elektrische Feld im Hohlraum ist homogen: 


4 4 
& =„zretognol — a) = „mon. 
79. Es ergibt sich 
g=4nall, — AR); 


q R, 5 > 
E — —— nn = . 
eu, %ı RR, In R, für rsR,; 
g(r — R,) q r R, er 
ee et I nen 
: (BR, — R,)r? in | = Re r ) für Mer, 
q q . 
=, 077) en für rZ> Rs. 


Für R, > R, = R erhalten wir bei festem g das Feld einer Kugel mit gleich- 
förmig geladener Oberfläche. 
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80. Man erhält 

3 _f T . R, R, 
—— W = W= —— — — In — 
für die in den Aufgaben 76, 77 und 79 angegebenen Ladungeverteilungen. 


Vergleicht man die Beiträge zur Energie W, die durch die Integrale f und f 


zustande kommen, so sieht man, daß der größere Teil der Feldenereie se: 
halb der Ladungsverteilung lokalisiert ist (83% im Falle einer Kugel mit räum- 
licher Ladungsverteilung). 

81. 


o(r) -— (em "dr +4m | em)r dr’; 
0 r 


&(t) = ud [em r'’?2dr'. 
() 


83. Das Feld der Elektronenwolke im Atom ist 


&o € 
— —__(] — e-?rla _® „-2rla 
pen) = — U — ertra) + 8 o-ark, 


2 
B, = — 2 k = ei an 1) eo 2% .-2r, 
rY a a a 
Das Potential des elektrischen Gesamtfeldes im Atom ist 
e 
o(r) == D.(r) a 


84. Die elektrische Feldstärke ist auf der Kernoberfläche maximal: 
Ze, 
R? 
85. Man muß benutzen, daß die Flächenladungsdichte in der Form 
e(r, 9,0) = (#0) ö(r — a) 
geschrieben werden kann. 


86. 


— 6,4 - 1018 


Benax = = Vie). 


91,2 > 


87. Man erhält 
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wobei 2 die von der Scheibenebene aus gerechnete Koordinate des Aufpunk- 
tes ist. 


88. Nimmt der positiv geladene Halbring das Gebiet x > 0 in der x y-Ebene 
ein, so erhält man für x, y < (R?2 + 22)/R durch Reihenentwicklung des Inte- 


sranden im Integral (#/ri) Al 


woraus folgt: 

E— 4gR l2gRxz 
” U n(R? + 22)’ s(R2 + 22): 

Für 2>R erhält man das Feld eines elektrischen Dipols, dessen Moment die 
Richtung der x-Achse und den Betrag 4q R/z hat. 

89. Wegen der Symmetrie des Systems hängt das Potential & nicht vom 
Azimutwinkel & ab, so daß man die xz-Ebene ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit durch den Aufpunkt legen kann, 
Dann gilt (Abb. 30) 


E,=0, H= 


Y 


x=rsin’ 
r12 = Vr? + R? — 2rR sind cos«’ 
und 
d I 
Yr2 £ R?2 — 2rRsin dcosa’ 
N) 
mit x = gj2rR. 


Mit Hilfe der Substitution «=n—2Pß 
und der Bezeichnung 


_ 4rR sin® n 
+ R?2+2rRsin® Eee 
erhält man Abb. 30 
nı/2 
4x R F d 2kx 
Vr? + R? + 2rRsin® Yı <% sin?ß YrR sin 
0 
9. 


a) Es ergibt sich q 
Terre’ 
wobei 2 der Abstand zwischen Ringebene und Aufpunkt ist. 


b) Bezeichnet man mit r’ den Abstand zwischen Kreisring und Aufpunkt, 
so erhält man für ! < R 
e. 8R 
1—-Kr Re’ K(k) = In o(r) = —2x1Inr’ + const, 


wie es bei einer linearen Ladung auch der Fall sein muß. 
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91. Es ergibt sich 


4 | 
9, = dr cos (r<R), 


47 04h? 
Pp=y- = co® (r>R). 


Man hat also innerhalb der Kugel ein homogenes elektrisches Feld mit der 
Feldstärke E,, = —4n0,/3 und außerhalb der Kugel ein Dipolfeld mit dem 
Moment 4r 0,R?/3. 

92. Wegen der Axialsymmetrie des Feldes lautet die LarLAczsche Gleichung, 
in Zylinderkoordinaten geschrieben (wobei die Polarachse die Richtung der 
Symmetrieachse des Systems hat), 


op 109 , Oo 


IC ar Tu 7 = 
Wir setzen ihre Lösung in Form einer Potenzreihe in r an: 
or,2) = 2 An(2) ”, %l@) = 9p(0,2)= Pl). (2) 


Dabei bedeutet D@(z) das Potential auf der Symmetrieachse des Systems. 

Setzt man (2) in (1) ein, ordnet die Terme um und setzt die Koeffizienten 
der gefundenen Reihe Null, so erhält man Rekursionsformeln für die Koeffizien- 
ten a,„(2), woraus 


00 — ])r an 2 
end) 2 nl) Rt... 


n=0 (n!)? 


folgt. 
93. Man muß die Multipolmomente 


4 m \ 
L * 
On = Vrer I 1: Yin (5,0) Rd, 


s 4t % IT 
in = Var er Yin (7a) da 


berechnen. Benutzt man die im Anhang II angegebenen Formeln (A IL.1) und 
(A II.5), so erhält man 


= 2n — 1)!! (R\?r 

o(r, d) - 7 a  () P,n (cos d) für r> R, 
> 2n — 1)!! au | 

o(r,d) = > 2-1 nn (z) P,n(cos®) für r<R. 


Beide Formeln gelten auch fürr=R (9 =+x]2). 
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94. 
2 22 pP 
a) pw m ein = —_ 2a. Ze) 
3g a? sin?® cos« sin«& 
b) 9 ———————. 
95. 
69 a? P,(cos 9) 15c0os®?# — 9cos# 
ee a 1 ee 
lögabexyz l5gqabesin?# cos# sinx cos«& 
96. 
4 r ni ke 
olr, d,0) 2 2l+lrt Y m (9a; &o) Yım(d;&) für r< Tg; 
4 : - R 
o(r,d,«) = 9 1 + Yım(®o: &o) Yım(®,«) für r>ro. 
97. Man erhält 
gq a? (3x2 — r?) + 5?(3y? — r?) + € (32? — r?) 
p(®, Y; z) 2 rY Ze q ne Fra IE R 


Im Falle eines Rotationsellipsoids (a —= b) gilt 
c? — a? P,(cos®) 


erg 


5 f 
Im Falle einer Kugel (a =b = c) wird einfach 
er: 
PT 


98. In Kugelkoordinaten mit der Polarachse in Richtung der Symmetrie- 
achse des Systems und dem Koordinatenursprung im Mittelpunkt des Ringes 
ergibt sich 

a® — b?) P,(cos 9) 
o(r, ) = — ntel j 

Das ist das Potential eines linearen Quadrupols, dessen Ladungen —q sich 
im Abstand Ja? — b2/2 von der zentralen Ladung 2g befinden. 

99. Wir berechnen die Multipolmomente: 


= } (p’ Pr) öt)dV = — $ (Pn)örn)dS=0. 


Da außer bei r = 0 überall ö(t) = 0 ist, en sich daraus 
= u 
7. [WE ar -—- [mm en 


“a Zar 
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Die letzte Umformung besteht in einer partiellen Integration. Über den 
doppelt vorkommenden Index rn ist zu summieren. Das dabei auftretende 
Oberflächenintegral verschwindet wegen ö(t) = 0 für rt 0. Nach der Defi- 
nition der ö-Funktion ist 

0% 
. RE | — ml. 
Pu Pa, Pr Öun = Pa 


Alle Multipolmomente höherer Ordnung sind den Komponenten von r bei. 


t = 0 proportional und deshalb gleich Null. Wir betrachten z.B. die Kom- 
.ponenten des Quadrupolmomentes. In der Tat gilt 
x 


= - [nm mS . 


lt) 1 _ ‚ 
ar = | 
100. Durch n-fache partielle Integration ergibt sich 


ER | u, / —( 
art 0 


> 1 > 1 
PR) = ra | OR) Ta) ra’ = a ITaıN) 


Tr 


101. Am einfachsten ist es, in der Formel 
ga(37’?—r) 
— Be 
(s. die Lösung der Aufgabe 94) 2’ durch x, y, 2 auszudrücken (Abb. 31). Man 
erhält 2 
ga 
yd 


= [3 (x siny cosß + y siny sinß + 2 cosy)? — r?]. 

Geht man davon aus, daß die Komponenten des Quadrupolmomentes einen 
Tensor zweiter Stufe bilden, so erhält 
man dasselbe Ergebnis. Im x’ y’ 2’-System 
sind die Komponenten des Quadrupol- 
momentes 


Orr zu Oyy == ER = Oz — ae —Ö, 
Qlz = 2q a?. 
Die Matrix der Transformationskoeffi- 
zienten lautet 


cosy cosß —sinß siny cosß 
@=| c0sy sinß cosß  sinysinß]. 
— siny 0 COSY 


Mit Hilfe dieser Matrix berechnen wir die 
Komponenten Q,, im x y 2-System nach den Gleichungen 


QaB > 2 Kay 86 5 
v 


und benutzen dann die Beziehung (2.8). 
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102. 
u ae Ip — 22) sin2ß + 2x y cos2ß]. 
108. 


- 1% ; (3sin?d sin2& — 3c0s29 — ]). 


104. Auf Grund des en kann man .. 


Bet 
De ee f Barad' AV” 
ee FR Der 


Formt man dies mit Hilfe des Gaussschen Satzes um, so erhält man 
P, 
t) == f n do, 
=] 
Ss 


wobei S die innere Oberfläche der polarisierten Kugel bedeutet und 
P„= P cos® ist. Benutzt man die Ergebnisse der Aufgabe 91, so folgt 


ArP 

= _— cos® (r<.R), 
An PR? 

Rd (r>R). 


105. Man erhält 
© A„cosn& + B„sinn« 


ot) = —2xlnr +2 % 
n=1 


u [ewas 


die Gesamtladung der Längeneinheit der Verteilung bedeutet und 


2 


N, yn 
wobei 


An= | et) rn cosna'dS”, B.= [ et) r" sinna’ds’ 


die zweidimensionalen Multipolmomente n-ter Ordnung sind. 

Hieraus folgt insbesondere, daß das Potential eines Dipols im zweidimen- 
sionalen Fall die Form 9 = 2p r/r? hat, wobei p = few) v dS’ das Dipol- 
moment der Verteilung je Längeneinheit und tr den Radiusvektor in der x y- 
Ebene bedeuten. 

106. 


o(r,o)= —2xlnr + (®) cosn(& — %,) für r>rnr,, 


1lM8 Me 


1 
in 
1 
ın 


o(lr,o)= —2x Inr u (=) cosn (x — %,) für r<r. 
0 


13 Batygin/Toptygin 
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107. Es ergibt sich 


ot) = RT 


wobei p das Dipolmoment je Längeneinheit und t den Radiusvektor in der 
x y-Ebene (r >a) bedeuten; die 2-Achse hat die Richtung der beiden linearen 
Ladungen. 

108. Auf der Symmetrieachse der Scheibe gilt 


12 z 
Serße2nT ]l —- — es 
? V R2 22 |z |: 
2a? Tz 
\2|(@? + 2°)" 
(die 2-Achse ist von der negativen Seite der Scheibe zur positiven gerichtet). 
109. In Zylinderkoordinaten ergibt sich 


E,=E2,=06, B=- 


a) = E,=#&,=0; 
—) — :E = — — — ıı —) E === BR 5 
b)po=2rn ao), EB, da m B=B—0 


Das Feld € stimmt mit dem Magnetfeld des geradlinigen Stromes / = re 
überein. 
110. Die Gleichung der Kraftlinien lautet 


@+a)le ta? +r%t+@-a)le-a®+r]%=0, 


b) 
Abb. 32 
wobei C eine Konstante ist. Abb. 32a zeigt den Verlauf der Kraftlinien für 


den Fall ungleichnamiger Ladungen. Im Falle gleichnamiger Ladungen gibt 
es im Feld den Gleichgewichtspunkt r = 0, 2 = 0 (Abb. 32). 
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111. Es ist zweckmäßig, Kugelkoordinaten zu benutzen. Wenn man a gegen 
Null gehen läßt, in eine Reihe entwickelt und Terme der Ordnung a? und 
höherer Ordnungen vernachlässigt, so erhält man r = C'sin?®. 

112. Man erhält 

r—= C Ysin?® |cs%|, ©= const. 


Es sei daran erinnert, daß diese Beziehung im Falle eines Quadrupols endlicher 
Abmessungen nur für große Abstände gilt (Abb. 33). 


114. 
_s+Y2(V2- rg 
TR MR-)n 


115. Wir betrachten die Kraftröhre, die sich 
durch Rotation einer Kraftlinie um die 2-Achse 
ergibt. Wendet man den GAussschen Satz der 
Elektrostatik auf das Volumen an, das durch die 
Mantelfläche der Röhre und zwei Ebenen 2 = const 
gebildet wird und keine Ladungen enthält, so findet 
man, daß der Fluß durch einen beliebigen, zur 
Achse senkrechten Querschnitt der Röhre, 


D(z) = 2 9:2: (2) 


(s. Aufgabe 113), nicht von 2 abhängt (bei einer 
Änderung von 2 zwischen 2, und 2,,,). Dabei ist Abb. 33 

Q;(2) =2n(+1 — cos«,) der Raumwinkel, unter 

dem die negative Seite dieses Querschnitts vom Punkt z; aus, in dem sich die 
Ladung g; befindet, gesehen wird; «; ist der Winkel zwischen der 2-Achse und 
dem Radiusvektor des Punktes auf der Berandung des normalen Querschnitts 
mit den Koordinaten (r, 2). Für 2 > 2; ist das positive, für 2 << 2; das negative 
Vorzeichen zu nehmen. Geht der normale Querschnitt bei einer Änderung von 2 
durch die Ladung 9, hindurch, so erfährt ®(z) den Sprung +47 g,, während 
sich I’ g; cos«&; nicht ändert. Drückt man cos«; durch 2,2; und r aus, so 
erhält man die gesuchte Gleichung der Kraftlinienschar: 


gi(2 — 2) 
© Yr + (@— 2)? 
117. Wir wählen ein Zylinderkoordinatensystem, dessen z-Achse in der 
Zylinderachse liegt (Abb.34), und benutzen an Stelle der Bedingung | ; > sonst 


auf der Zylinderoberfläche S die daraus folgende Bedingung ra — 0. Durch 
Differentiation folgt 0% |s 
BEDRRENI RE... ©... DESESEERRUEEN EEEEENERREN .; < RBEREEREN 
R®+ 27 — 2Ra,cosa R?2-+22 — 2Ra,cosa ' 


— (0, (= const. 


13* 
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Die Nenner lassen sich fortschaffen. Vergleicht man die Terme mit bzw. ohne 
cos«& nach dieser Umformung, so sieht man, daß bei x, = x, jede zylindrische 
Fläche, deren Achse den geladenen. Drähten parallel ist und mit ihnen in einer 
Ebene liegt und deren Radius der Bedingung R? = x, %, genügt, eine Äqui- 
potentialfläche ist. Für x, = OÖ existiert die 
Lösung x, = 0. Dieser Fall entspricht zylin- 
drischen Äquipotentialflächen im Felde eines 
einzigen Drahtes. 


Abb. 34 Abb. 35 


118. Mit den Bezeichnungen von Abb. 35 werden der Radius R der ge- 
suchten Kugel und die Lage ihres Mittelpunktes durch die Gleichungen 


R? — Sie 
w. 2%» 
bestimmt. Das Potential auf der Oberfläche dieser Kugel ist Null. 
119, Es ergibt sich 
e-er 1 e-er_—] 
Ag on a Er 
e-er—.] 


r 


Bar NEE | 5 er et 
— angöl+- am\r — angöl)+ A 

Es gibt also eine Punktladung g im Koordinatenursprung und eine kugel- 
symmetrisch verteilte räumliche Ladung mit der Dichte 


2m dur 


’ 


wobei fe AV = —qist. 


120. Die Punktladung e, befindet sich im Koordinatenursprung und ist von 
einer räumlichen Ladung der Dichte 


eo 5 
N — - e-2rla 
ei): st a? 


umgeben. Diese Form hat die Ladungsverteilung im Wasserstoffatom (s. Auf- 
gabe 83). 
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121. 
| (r)dV = — © [rer mar = & 
. r 7a? a 
N) 
122. 
be 
U — 4a 
123. 
_. YıJa _ Iı 92 
U-E2, FF. 
124. 
32 & 
R= B? 
125. Es ist 


2n 2 
ba un ff Mb 
a r12 4n® ab Ve? +a2 + 52 2abcos(n — a). 
00 


wobei über alle Elemente d/, und d/, der beiden Ringe integriert wird und 
& , % die Winkel bedeuten, die die Lage der Elemente bestimmen. Integriert 
man über d«, und setzt &, = x — 2x, so erhält man 


vu hbb m, 
st Ya b 


wobei k = 2 Ya d/ye: + (a +b) und 


n/2 
K(k) = da 
Yı — & sin? 
0 


das vollständige elliptische Integral erster Gattung ist. 
Bei der Berechnung der Kraft 


F- OU _ ou Ok 
u dc Ok dc 
muß man die Relation 
BE d£K(k)  E(k) — K(k) 


dd) 1—K 
benutzen (s. [72], Formel 6.123), wobei 


[2 


E(k) = ji — k?sin?x da 
0 
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das vollständige elliptische Integral zweiter Gattung ist. Schließlich ergibt 


sich 
zu gı9gck® Ei(k) 
4n(ab) 1— 
126. 
sqar(pı) , qp gapxt 
R) ENDE a + r3 D R —— y3 
127. Es ıst 
sin 9, sin 9, cos» — 2C0s d, cos P 
U=-pP. 1 2 o 1 2 


y3 
wobei 9%, = (1, 9), % = <(t, P,) und @ der Winkel zwischen den Ebenen 
(t, p,) und (rt, p,) sind, so daß 

sin d, sind, cos — 2c0s%, cos 9, 


= 3Pı Pa ri 


wird. Die Kraft ist für , =, =o=0, d. h. bei parallelen Dipolen, maxi- 
mal. 


128. 
0, = [ e@)gu) ar = 


== 2 El am | Fun, dV’= 2 Aım Am: 


l,m 


3. - ELEKTROSTATIK DER LEITER UND DIELEKTRIKA 


3.1. Grundbegriffe und Methoden der Elektrostatik 


129. 2 q 
nnSter 
245 gu 28% gt 
+5. RR’ ’ as t+% PR 
130. 
Ba Ben In q 
ie u Zu tt 0 Fr’ 
DIE; gr 


DD, = ——— 
&1%ı + 820g 4 83% Tr? 


131. Man kann die Grenzbedingungen (p = const auf der Leiteroberfläche 
und 9 =0 für r > ©) durch ein Potential der Form $ = Cr befriedigen; 


die Konstante C ergibt sich aus der Bedingung 
$ D,.dS =4ng 
5 


zuÜ=2/(e, + &). Daraus erhält man folgende Verteilungen der Oberflächen- 
ladungen: 


Be gE QGE&a & 
"  2natle, +8) "  2nalle, +8) 
ne a N EEE ge —1) 
nal te)” — Anal te) 
132. 
- fe-D2 ab 
e-|°Z, +11, 


133. Man erhält 
1/1 1 IL... E11 
ot] 
& \qa C &E \cC b 
Die Polarisationsladungen befinden sich in den Inhomogenitäten des Dielek- 
trikums, d.h. auf den Kugeln mit den Radien «a,b, c: 


HP = —— ———, 
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Dabei ist q die Ladung der inneren Kondensatorbelegung. Die gesamte Polari- 
sationsladung im Kondensator ist Null. 

135. Die Kapazität des Kondensators ist 
ES 


4rraln?2' 


Die Flächendichte der Polarisationsladungen ist 


1 
= -0(1-—) für t=UV; 


Eo 


1 
r=ol1- für z=a. 


28, 


Die Raumladungsdichte ergibt sich zu 


= oa 
Feet a) 


(o ist die Ladung der Belegung für <=0). 


136. 
E, ua, 
Tg ana 
b) [= REN. ij (flüssiges Dielektrik 
ar ze üssige elektrikum), 
D:2 
fe ag fo (festes Dielektrikum); 
eE? Bee: at 
ec) [= ee Io (flüssiges Dielektrikum), 
s 2 
F= — =e, (festes Dielektrikum). 
137. 
v- 2 
Be (e —]) nr 5 
Sreh, R —_ u 
€ 
la 
2n(e U h,h,g I - N 
b) F= _ 


€ 


138. Wir vergleichen die Drücke in den Punkten A und B der Flüssigkeit 
(Abb. 36). Im Punkt B ist der Druck gleich dem Atmosphärendruck Parm- 
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Der Druck im Punkt A kann auf zwei Weisen bestimmt werden. Einerseits 
folgt aus der Beziehung (3.25) 


E?® oe 


Pa Patm + Sn Dr 


mit Patm = P, und EZ = V/d. Andererseits unterscheidet sich p, vom Druck 
an der Oberfläche der Flüssigkeit im Kondensator, der durch die Beziehung 
(3.23) bestimmt wird, um den hydrostatischen Druck rg h: 

BE: de e-1 
sn Or 87 


E? + Pam 


pa=rgh+tr 


Durch Vergleich der beiden Ausdrücke erhält man 


e—] 


= E?. 
SstgT 


139. Der Maxwerısche Spannungstensor T/ ist so gerichtet, daß das elek- 
trische Feld € den Winkel zwischen n und 7, halbiert (Abb. 37). Bei beliebi- 
ger Orientierung der Fläche gilt |I/|=w=eE?/8n. 

Die Striktionsspannung 


hat immer den Charakter eines ‚‚negativen Druckes‘ und ist immer wie. die 
Flächennormale nt gerichtet. 

140. | 

a) Wir führen Zylinderkoordinaten ein (s. Abb. 38a). Das Feld hat in der 
x y-Ebene radiale Richtung und ist 


“ Zur Berechnung der Kraft F, die an einer Ladung, z.B. der linken, angreift, 
muß man die Spannungen aufsummieren, die an den Elementen dS dieser Ebene 
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an der Seite angreifen, die der anderen Ladung zugekehrt ist. Man erhält 


2 2 
TdS= —-—-Brds eg _ 48, 


8m ZT (r +Z)e 
4 
wenn man den MAxweıtschen: Spannungstensor benutzt. Daraus folgt 


ang eg 
(+7) a 


Dieser Wert wird gewöhnlich für die Kraft angenommen, die zwischen Ladun- 
gen in einem homogenen Dielektrikum wirkt. 


X 


oo 
ii r?-2nurdr g? 


2 
a ee 
[mas In 


+ 


WEN 


Abb. 38 


Führt man die gleiche Rechnung mit .dem vollständigen Spannungstensor 
durch, so erhält man die Kraft F,+ AF,, wobei der Zusatzterm AF, = 
— q?!e?a?roeldr aus dem Striktionsterm folgt. In einer Theorie, in der die 
Elektrostriktionsspannungen berücksichtigt werden, muß man jedoch auch 
beachten, daß die Flüssigkeit in das Feld hineingesaugt wird, was gemäß (3.25) 
mit einer Zunahme des hydrostatischen Druckes in der Flüssigkeit um 

E?t 0e 
Ap = —— — 
P sn Ort 
verbunden ist. Die resultierende hydrostatische Kraft ist 


Pr de 


A 2a I 


= —AF.. 
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Die gesamte Wechselwirkungskraft F,+ AF, + AF,n = —QPle a? zwischen 
den Ladungen stimmt mit der Kraft überein, die sich ohne Berücksichtigung 
der Striktionskräfte ergibt, und stellt demnach die Resultierende der elek- 
trischen und mechanischen Kräfte dar. 

b) Man erhält dasselbe Ergebnis, wenn man die Wirkung der Spannungen 
auf der Oberfläche einer kleinen Kugel mit dem Radius R betrachtet, deren 
Mittelpunkt mit dem Ort der Ladung g, auf die die Kraft ausgeübt wird, 
zusammenfällt (Abb. 385). Wir führen Kugelkoordinaten ein und betrachten 
die MAxwerrschen Spannungen 

‚ E I 25 
=2- @2 —E er) 
mit C=€&, + &,, wobei &, = (g/eR?) e, das Feld der Ladung ist, auf die 
eine Kraft ausgeübt wird, und &, = g(e,sind — e,cosdÖ)/ea? das Feld der 
zweiten Ladung bedeutet, das als homogen angesehen werden kann, da der 
Abstand a zwischen den Ladungen groß gegen R ist. Summiert man die Span- 
nungen, die an der Kugeloberfläche angreifen, so erhält man 


3- [uas- 


2 e,. 
ea 


Die Berücksichtigung der Striktionsspannungen ergibt wegen der hydro- 
statischen Kompensation nichts Neues. 


141. Man erhält in beiden Fällen 


__ ]/8$mg 
Y% gl 3 


wobei g die Erdbeschleunigung ist. 


& => Eo Pr 
Bee _——- — für 2>0, 
Zr ar EleıtE) Pa zZ 
2 q 
ee ehe, für z<O 
pP Ya & — Ey r] = 
143. Es ergibt sich 
| (2) ee, 
SFT Ar \ 9 02 /|z-0 2nmr? &(& 48) 


mit 
FT Ve? ++ =rl.o=taleoo: 
Für &, — » erhält man den Fall einer Punktladung g, die sich im Dielek- 
trikum e, an dessen Grenze mit einem ebenen Leiter befindet. Dabei wird 
op > —qgaj2nr?e,. Diese Grenzdichte ist die Summe aus den Dichten der 


Polarisationsladung an der Grenze eines Dielektrikums und einer wahren 
Ladung an der Leiteroberfläche. 


144. Man erhält De 


402 late) 
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Die Ladung wird für e, > e, von der Grenzfläche zwischen den Dielektrika 
abgestoßen und für &, < e, angezogen. Die Ladung, die sich zu Anfang im 
Medium mit der größeren Dielektrizitätskonstanten befindet, wird von der 
Grenzfläche abgestoßen und strebt ins Unendliche. Die Ladung, die sich anfangs 
im Medium mit der kleineren Dielektrizitätskonstanten befindet, wird von der 
Grenzfläche angezogen, geht durch sie hindurch in das andere Medium, wird 
hier von der Grenzfläche abgestoßen und bewegt sich ins Unendliche. (Das 
ist nur dann richtig, wenn man die Reibungskraft, die von seiten ’des Mediums 
auf die Ladung wirkt, vernachlässigt.) 

Man kann den angegebenen Wert von F auf verschiedenen Wegen erhalten, 
und zwar a) durch Betrachtung der Wechselwirkung zweier Punktladungen g’ 
und.g’', 5) durch Berechnung der Kraft, die die Polarisationsladungen an der 
Grenze der Dielektrika auf eine Punktladung ausüben, und c) mit Hilfe des 
MaAxweutschen Spannungstensors. Im letzten Fall betrachtet man die Span- 
nungen, die entweder an der Trennebene der Dielektrika oder:an der Ober- 
fläche einer kleinen Kugel, die die Ladung umgibt, angreifen. 


145. Man erhält 


Waren AR gi dı 9a 
&(&ı + &) 4a 2(& +8)?’ 
& = & 9 91 92 


&g(Eı + &) 4a? 2(&ı + &,) a? i 


Die Ungleichheit von F, und F', ist darauf zurückzuführen, daß die Ladungen 
kein abgeschlossenes mechanisches System bilden: Es gibt noch Polarisations- 
ladungen an der Grenze der Dielektrika. Die Vektorsumme der Kräfte, die an 
dieser Grenze und den Ladungen g, und g, angreifen, ist erwartungsgemäß 


gleich Null. 


146. Setzt man im Metall 9 = 0, so gilt im Dielektrikum o = gler, — 
— q/e r, (vgl. Abb. 10,8.32: Ladung q im Punkt A, Ladung —g im Punkt B’; 
& =8&,8&;— ©). Der Term —qgj/er,, der durch die induzierte Ladung des 
Leiters und die Polarisationsladungen des Dielektrikums hervorgerufen wird, 
hat eine Form, als würde er das Feld einer Punktladung —g/e beschreiben, 
die sich im Punkt mit der Koordinate 2 = —a befindet. Die Ladung —qg/e 
heißt Bild der Ladung g/e bezüglich der Ebene z = 0 (der Faktor 1/e berück- 
sichtigt den Einfluß des Dielektrikums). Es folgt schließlich 


ga g? 
u ; WERNER. SR 
Z Ir?’ 4a?e’ 


wobei r der Radiusvektor in der Ebene 2 = 0 ist. 


147. Das Feld innerhalb des durch den Winkel &, bestimmten Gebietes wird 
‚durch die in Abb. 39 dargestellten Ladungssysteme erzeugt. 


148. Der Dipol befinde sich im Punkt (0,0, 2). Sind die x-, y- und z2-Kom- 
ponente des Dipolmoments p gleich psinx, 0 und pcosx, so sind die ent- 
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sprechenden Komponenten des Bildes p’ gleich — psin«, O0 und p cos«. Da- 
mit folgt 


. GP) —3(pr) (pr) _ p° ui 
ee 
37° 9° sin?«& 
| RE EB 2 u 
- 162? & ar) 8 1623 & 


Abb. 39 


Bei beliebiger Orientierung von p wird der Dipol zur Ebene hingezogen. Das 
Drehmoment ® hat die Tendenz, den Dipol in der Richtung der positiven oder 
negativen 2-Achse einzustellen (& = 0, r). Das Drehmoment % verschwindet 
auch bei & = r/2, diese Gleichgewichtslage ist jedoch instabil. 

149. Wir führen Polarkoordinaten ein, wobei wir den Pol in den Kugel- 
mittelpunkt legen und die 2-Achse parallel zur Richtung von €, wählen. Das 
Potential kann als Reihe nach Legenpdreschen Polynomen angesetzt werden 
(vgl. die Lösung der Aufgabe 153). Man erhält 


3 
ee = oo E,r c0s® für r<ae, 
&—E cos®  „. 
9, — u ee m für r>a. 


Im Innern der Kugel erhält man ein homogenes elektrisches Feld der Stärke 


1: E >E, für 8>8, 
1 9, 0 
& +28 <E, fü ,<e. 
t) Der Faktor !/, im Ausdruck für U tritt auf, weil das Feld & des Dipolmoments p’ 


proportional p ist. Bei Zunahme von p um dp (und ungeänderter Orientierung) wächst 
die Wechselwirkungsenergie um dU = — & dp; daraus folgt 


p 
1 G 
U= [au=-z8) 
0 


(vgl. die Lösung der Aufgabe 166). 
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Außerhalb der Kugel ist dem homogenen Feld Z, das Feld des elektrischen 
Dipols überlagert, dessen Moment 


em & 
p = Eu, @ — —— 
ist. art? 
Dieses sekundäre Feld wird durch die Polarisationsladungen auf der Ober- 
fläche der dielektrischen Kugel hervorgerufen: 


I  —E 


ee 2 3:, E,c08%, Op=d. 

Man erkennt leicht den Grund für eine solche Ladungsverteilung, wenn 
man sich jedes Element des polarisierten Dielektrikums als elementaren Dipol 
vorstellt. | 

150. Für das Dielektrikum mit unveränderter Polarisation ist & = 4r%/3 
(vgl. Aufgabe 104). 


Für das gewöhnliche Dielektrikum ergibt sich 


12x € 


oe 


B. 
151. Man erhält 


rt 
P=-&ı+ (2a), 


wobei p = R3@, und AR? die Polarisierbarkeit der Kugel ist; ferner ergibt sich 


3Eg 
o= Ar E o COS dv . 

152. Man erhält die an der Ladung q angreifende Kraft F durch Multiplika- 
tion von g, mit der Stärke des Feldes, das durch die zweite Ladung 9, im Hohl- 
raum, in dem sich g, befindet, erzeugt wird. Da der Hohlraum klein ist, wird 
das Feld in ihm homogen sein und die Stärke 

3EE, 3q 


2Ee+1l (Qe+l)a: 


haben, wobei E, = g/ea? das homogene Feld in der Umgebung des Hohl- 
raums ist. 

Daraus folgt 

2 
EB 

(2E+1)a? 

Diese Kraft unterscheidet sich von derjenigen, die zwischen den betrach- 
teten Ladungen in einem flüssigen Dielektrikum mit derselben Dielektrizitäts- 
konstanten & wirkt (vgl. Aufgabe 140). Beidem Versuch, analog zur Aufgabe 140 
die an der Symmetrieebene angreifende Kraft zu bestimmen, würde man unter 
alleiniger Berücksichtigung der Maxweutschen Spannungen die Kraft F, = 
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— g?/e a? finden; diese unterscheidet sich aber sowohl von der Kraft F, die 
an der Ladung selbst angreift, als auch von der elektrischen Gesamtkraft 
der Spannungen (ohne Berücksichtigung des Striktionsterms, der im Falle 
eines festen Körpers eine komplizierte Form annimmt). Dieselbe Kraft wird an 
einem beliebigen Gebiet eines Dielektrikums angreifen, das einen Hohlraum, 
der eine Ladung enthält, umschließt. Der Anteil 39?/(2e + 1) a? dieser Kraft 
greift an der Punktladung g und der Anteil F! = — 2e — 1) /(2€e +1) a?e 
an den auf der Hohlraumoberfläche induzierten Polarisationsladungen an. 


153. Wir legen den Ursprung des Kugelkoordinatensystems in den Kugel- 
mittelpunkt und die Polarachse durch die Punktladung. Das Potential setzen 
wir in der Form 


rt (am + 2) Pım(eosö) eins (1) 


an, wobei r, der Abstand zwischen qg und dem Aufpunkt ist. Die Reihe in (1) 
beschreibt offenbar das Feld der Ladungen, die auf der Kugel induziert wer- 
den. Da dieses im Unendlichen verschwinden muß, ist a,„. = 0. Aus Sym- 
metriegründen hängt das Potential nicht vom Winkel «& ab, so daß die Terme . 
mit m == 0 ebenfalls Null sind. Die übrigen Konstanten 5, = b,, bestimmen 
wir mit Hilfe der Randbedingungen. 

Im Falle a) ist das Potential der Kugel p(R,®) = V = const. Wir be- 
nutzen die Entwicklung für g/r, aus der Aufgabe 96: 


2. OR b; 
o(R,®) =2 (It Kir ir) Pılooss) = =/V. 
Daraus folgt 
7 di ’ 
b, = art für l = 0 
und 
N 
ea 


da das Potential außerhalb der Kugel 


VR R ®© [R2\t P,(cos® 
or, = —-+ ER N —) nn (2) 


er, r ea ı% 


a 


ist. Wir bestimmen nun die Dichte der Ladungen, die auf der Kugeloberfläche 
induziert werden: 
e 0o 


oo R!-1 
R,d)=- — — | = > 1 
a) 4 Or |,_r 4nR 47 ı%9 Me) al+l 


Im Falle b) ist das Potential V unbekannt und muß durch die Ladung Q 
der Kugel ausgedrückt werden. Offenbar gilt 


eV q 


(cos®#). (3) 


= 2n | oh, 9) Rrsinddd=eVR— IT, 
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woraus 


Q q 


&R ca 
folgt. Mit Hilfe der Ergebnisse der Aufgabe 96 kann man (2) in der Form 


494 Q+4 _ g’ 
Da er ET, So 


schreiben mit 


R R? 
1-1: = Yr+@?—2arcod, a!=—. 


a 


Das Potential einer Punktladung und einer ge- 
ladenen Kugel im Gebiet r >a reduziert sich also 
auf das Potential von vier Punktladungen, die auf 
der Symmetrisachse liegen, und zwar der Ladungg 
im Abstand a vom Koordinatenursprung und ihrer 
drei Bildladungen, d.h. der Ladungen Q und 
ad =g(Rjla) im Koordinatenursprung und .der 
Ladung —q’ im harmonisch konjugierten Punkt 
bezüglich der Kugeloberfläche «’ = R?Ja. Die La- 
dung —g’ beschreibt die Wirkung der Ladungen, 
die auf der qg benachbarten Seite der Kugelober- 
fläche induziert werden (Abb. 40). Diese Ladungen 
haben natürlich ein anderes Vorzeichen als g. Die 
Ladung g’ beschreibt die Wirkung der Ladungen, 
die auf dem g gegenüberliegenden Teil der Kugel- 

Abb. 40 oberfläche induziert werden; sie haben dasselbe 
Vorzeichen wie g. 

Ist die Kugel neutral, so fehlt der Term mit @. Wenn die Kugel geerdet ist 

(V =0), so wird 


/ 


ei 9 


ET] ET, 


= 6) 


154. Man erhält 


(Abb. 41) mit 


ee 
q —=G a 9 4 — a 
155. Man erhält. 
a dd gq 
Re, Tg ia T3 14 
(Abb. 42) mit 
pe ee 
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Die Ladung auf der Halbkugel ist 


Abb. 41 Abb. 42 


156. Außerhalb der Kugel ist 


ER 
17 a Y = &r 9 
im Leiter 
BER. 
Y >=7 ®3 &R, 
und ım Hohlraum 
een En 97 
Daun & 7] €E2 Ta &kı 
(vgl. Abb. 43) mit 
En gR, Ber, Ri 
a” q 1 
| Abb. 43 
157. Es ergibt sich 
= 21 +1 rt. 
a .. < ® 
o,(r,®) 12 RR ET P,(cos 9) für r<sR, 
q 9 2 I Reı+ı P,(cos®) .„. 
= — ol f >R, 
os (r, ©) er +q ee ri ür r> 


wobei r, der Abstand zwischen qg und dem Aufpunkt ist. Hier kann das Poten- 
tial im Unterschied zum Fall der leitenden Kugel nicht als einfaches System 
von Bildern dargestellt werden. 


14 Batygin/Toptygin 
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158. Man erhält 


og &:—-& 2 +1 at r . = 
9% = el = DeNESHE EIER P,(cosd) für rs, 


PR = 21 +1 al 
BIS STtSArn mr 
wobei r, der Abstand zwischen g und dem Aufpunkt ist. 
Für a = 0 folgt 
9 &\ 9 q 
— je LER 
pı T | „RR P 


& Er 


P,(cos d) für r>R, 


159. Wir bezeichnen die Oberflächen der inneren und äußeren Kugel mit $, 
bzw. 8, und setzen das Potential der äußeren Kugel gleich Null. Es ist günstig, 
das System in Kugelkoordinaten zu behandeln und dabei die Polarachse in die 
Verbindungsgerade zwischen den beiden Kugelmittelpunkten und den Ko- 
ordinatenursprung in den Mittelpunkt der inneren Kugel zu legen. In Kugel- 
koordinaten besitzt die Gleichung der Oberfläche 8, die Form r=a. Zur 
Ableitung der Gleichung für die Oberfläche $, bemerken wir, daß man mit 

A Hilfe des Dreiecks 00'’4 (Abb. 44) die Be- 


ziehung 
ll 1 
b VR? + c2 — 2cR cos9 


erhält. Aus (1) folgt die Gleichung der Ober- 
fläche S, bis auf Terme erster Ordnung in c 
genau in der Form 


R(d) =b-+ cP,(cos®) (2) 


mit P,(cos®) = cos®%. 
Der Term cP, (cos®) = c c0s® in (2) be- 
z schreibt die Abweichung von der Kugel- 
Abb. 44 symmetrie, die für c —0 verschwindet. Es 
| ist natürlich, das Potential als Entwicklung 
nach Kugelfunktionen anzusetzen (s. AnhangII), wobei wir uns auf die ersten 
beiden Terme beschränken. Dabei muß der zweite Term, der die Abweichung 
von der Kugelsymmetrie berücksichtigt, proportional c sein. 
Wir setzen also 


o(r,d) = (4, -4- ]- C (4: r-+ - cos®, (3) 


wobei A, und B; aus den Grenzbedingungen bestimmt werden: 


ols, = const, o|,=d, BP as, = rg. 


1 
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Damit folgt schließlich 
er 1 ge a? 9 
17-7) t al a 
Die Ladungsdichte auf der inneren Kugel ergibt sich zu 


q 3gc 


Fr 4n1(b? — a?) un 


Die Kraft, die an der inneren Kugel angreift, ist 


160. 
a? b? c? 
Ba er Lern 
161. Bei einer Vergrößerung der Ladung qg um dqg nimmt die Energie U 
ihrer Wechselwirkung mit der Kugel um dU = o'dg zu, wobei o' das Poten- 
tial der auf der Kugel induzierten Ladungen ist. Dieses Potential ist aber der 
Ladung g proportional, d.h. @' = const - q. Daher gilt 


q 
l 
Zn Ni dU = I = —pg. (1) 
0) 


2 2 


Würde o’ nicht von q abhängen (Potential des äußeren Feldes), so wäre die 
Wechselwirkungsenergie doppelt so groß (U = o'g). Benutzt man (l) und die 
Ergebnisse der Aufgabe 153, so erhält man 

AR F—_ ar 
2e(a?— R2) ’ 00 8(a? — RB% 


994. q’.R? 


ea 2ate(a?— R?)’ 
Qq PR@a®— RR) 


ea? ea?(a? — RP)? 


Din 
162. Man erhält 


F= 


Im Falle gleichnamiger Ladungen gilt Qq > 0, und die Wechselwirkungs- 
kraft kann gleich Null und bei genügend großen g oder kleinen Abständen «a 
sogar negativ werden (Anziehung). 

163. Die Probeladung q muß klein gegen die Ladungen sein, die sich in 
anderen Leitern oder Dielektrika befinden, und darf sich nicht in allzu großer 
Nähe von Inhomogenitäten des Mediums befinden, z.B. von Grenzflächen 
zwischen Leitern und Dielektrika, damit die Rückwirkung der Ladungen, die 
durch den Probekörper induziert werden, klein ist. Bei der Messung des elek- 
trischen Feldes einer geladenen leitenden Kugel muß z.B. die elektrische Bild- 


14* 
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kraft klein gegen die gemessene Kraft q Q/a? sein (Q ist die. Ladung der Kugel 
und a der Abstand zwischen Probeladung und Kugelmittelpunkt). Das führt 


zu der Bedingung 9 3 
®)) 


ala 2 

ze 

au 

(vgl. die Lösung der vorigen Aufgabe), die nur bei nicht zu kleinem a/Zk und 
nicht zu großem g/Q erfüllt ist. 

164. Das Bild des elektrischen Dipols p = p(e, sin + e, cos«) in der ge- 
erdeten Kugel ist das System aus der Punktladung q = (p£/r?) cos« und 
dem Dipol p’ = p(R/r)?(—e,sin« + e,cos«) im Punkt 4’ (Abb. 45) im 
Abstand r’ = R?/r vom Kugelmittelpunkt. 
Die gesuchten Größen sind | 


p®R(r? cos®x + R?) 


&: 
q 


er Fre > 
EEER, Pr (9y2 2 2 R:? 
= er? _ Ray K2r2 + R2) cos®®x +3.R?], 
N-_ p®Rr? sin2a 
2e(r? — R?)? 


Im Grenzfallr > Rerhält man beir=R-+2 
und R — ©, z= const das Ergebnis der Auf- 
gabe 148 (Dipol in der Nähe einer leitenden 
Ebene). 


165. Es ergibt sich 


sp 
0>= ink: cos 3 
wobei ® der Winkelzwischen p und der Rich- Abb. 45 


tung vom Mittelpunkt zum Aufpunkt ist. 

Die induzierten Ladungen erzeugen im Hohlraum das homogene Feld 
B' = p|R>. Ä 

166. Man erhält die Kräfte, die auf die Inhomogenität wirken, durch Diffe- 


rentiation von 
U’ =2 Ilm In (1) 
‚m 


bei konstanten Q%.. 

U’ unterscheidet sich von der reinen Wechselwirkungsenergie U zwischen 
dem Inhomogenitätsgebiet und dem äußeren Feld, die die Arbeit bestimmt, 
die man aufwenden muß, um bei Vorhandensein einer Inhomogenität das 
Potential & zu erzeugen [vgl. mit (3.16)]. Bei der Bestimmung dieser Energie 
muß man berücksichtigen, daß die Momente Q;m vom äußeren Feld ab- 
hängen. Ist das Inhomogenitätsgebiet insbesondere ein ungeladener Leiter 
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oder ein Dielektrikum, so wird die reine Wechselwirkungsenergie zwischen 
der Inhomogenität und dem äußeren Feld durch 


== > > Alm Dim (2) 


U 
2 im 


bestimmt. Den Faktor !/, erhält man ebenso wie bei der Lösung der Auf- 
gabe 161, wenn man berücksichtigt, daß in diesem Fall Q,.. proportional a, 
ist. Bei der Bestimmung der verallgemeinerten Kräfte mit Hilfe von (2) durch 
Differentiation nach den verallgemeinerten Koordinaten muß man sowohl Q;m 
als auch a,„ als veränderliche Größen auffassen. 


167. Man erhält 
U,=-4Mm— Po 
T 
9%=-PmptE, ee u 


er er: 


wobei 


= 16 +(pV) 6, K=px6%, 
ist (das Drehmoment wird in bezug auf den Koordinatenursprung berechnet). 


169. Der Körper ist bestrebt, die Lage einzunehmen, bei der seine potentielle 
Energie U = —p€/2 minimal ist. Man legt die Koordinatenachsen in die 
Hauptachsenrichtungen des Tensors ß;,, so daß 


1 
U=— (ß@ 2 + BOB} + BOR2) 


ist. Daraus folgt, daß sich im Falle B® > $W > 8» >0 bei € || x-Achse ein 
Minimum für U ergibt, während bei € || z-Achse für $® < pw) < B@<0 ein 
Minimum vorliegt. 

170. Die Achse des Stabes und die Ebene der Scheibe sind bestrebt, sich 
bei & >, parallel und bei &, < &, senkrecht zur Feldrichtung einzustellen. 


171. Es ergibt sich 


Eos —E€ 
2 2 1 


00 ll + 1 R:!+l 
u 2 \ F 21+3 " 
las ++ d)e Qa 
Für &, < e, erfolgt Anziehung, für e;, > e, Abstoßung. Im Falle einer leitenden 


Kugel gilt &, > ©. Durch Aufsummieren der geometrischen Reihe findet man 
die Wechselwirkungsenergie 


2) 


PR 
zer ae ee 
und daraus 
g’arR 
F= — Ze 
&,(a? — R°) 


(vgl. Aufgabe 161). 
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Zur Berechnung der Kraft mit Hilfe von (3.16) betrachten wir die Größe 


U’ — af (& — 2) EC, AV”. 

Das Volumen V’ wird durch die Kugeloberfläche 5 begrenzt, die der Ober- 
fläche der dielektrischen Kugel infinitesimal benachbart ist und sich ganz in 
ihr befindet. Das Integral, das in den Ausdruck für U’ eingeht, unterscheidet 
sich nur um eine unendlich kleine Größe von der potentiellen Wechselwirkungs- 
energie U zwischen Punktladung und Kugel. An Stelle der Feldstärken des 
Gesamtfeldes & und des Feldes €, der Punktladung im homogenen Dielek- 
trikum &, führen wir die entsprechenden Potentiale ein und ziehen die Kon- 
stante &, — &, vor das Integralzeichen. Wir erhalten 


‚ _AaTa 7” 07 dv’ 
U ee IBZIZZ v. 
i Y’ 
Mit Hilfe der GREENschen Formel 


> oo 0 
IRZ Pop, av = He as + [ PAmıav 
Ry 


und unter Berücksichtigung der Tatsache, daß innerhalb der Kugel Ag, = 0 
gilt, erhält man für U den Ausdruck 


&—E co l R2!+1 
Ir 2 1,23 R 
Ep 1 2 le +(i+1)e, a?*?° 
Er stimmt mit dem Ausdruck überein, den man aus der Gleichung (2) 
der Aufgabe 166 erhält. Daraus ergibt sich der oben angegebene Wert für F. 


4 © 
“ (= 2 — : [arcosh eh Br =" 
| ä % 7 9 2 2R,R, 
173. Es ist 
Ben #]| . 4b2 x 
eye (x? — y? — 62)? + 4° y?] 


mit b— 2. R4Ja? Ya? — 4. R?. Koordinatenursprung ist der Mittelpunkt einer Ver- 
bindungsstrecke der Zylinderachsen, die als x-Achse gewählt wurde. 


174. 
G=z[are „irh-e = 
2 = Sn " 


175. Sind die Achsen x, y,2 den Hauptachsen des Tensors e,. parallel, so 


erhält man 
e’ e 22 y? 22 1-!r 
U,Y,2) = — = —— | + —— 4 —— 3 1 
PR,y,2) r' Ve cW &@ = e eW) a: 7] (1) 
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Bei beliebiger Orientierung des Koordinatensystems lautet die Beziehung (1) 


e 


= 
Ver| EiR X; % 


wobei |e;,| die Determinante des Tensors e;, ist. 


176. 
Ein — Ö; a n; E i 
% = G, 2 ( Rh x) 0%k n 
Em Rı Pın 
177. Es ıst 
N 
Ana’ 


wobei z die Koordinate senkrecht zu den Kondensatorplatten bedeutet. 
178. Wählt man die x- und 2-Achse in der Ebene €,,n mitz || n, so gilt 


ION SL. SUEEE 1.22 000008 
E. 1 — g,.tand, 


wobei tan®d, = Ey./Eo: Ist. Dabei bleibt die Kraftlinie im Dielektrikum in 
der Ebene &,, n. 


3.2. Potential- und Kapazitätskoeffizienten 


180. Wir bezeichnen die Ladung des ersten Leiters mit g, und die Ladung 
auf der äußeren Oberfläche des zweiten Leiters mit g’ (die Ladung auf der 
inneren Oberfläche des zweiten Leiters ist dann — g,, wie aus dem GAussschen 
Satz der Elektrostatik folgt). Das System (3.28) hat in diesem Fall die Form 

= Mıfı + CiaVa» 
-Htf=CgVıt ale 
Durch Addition dieser Gleichungen folgt 
gq = (61 + Ci) Vı + (Cıa + Caa) Ve- (2) 


g' bestimmt das Feld im ganzen äußeren Raum und insbesondere das Poten- 
tial V, des zweiten Leiters. Gleichung (2) muß also für beliebige .V, und feste 
g’, V, gelten; das ist nur der Fall, wenn I 


a (3) 


(1) 


ist. Damit erhält man aus der ersten der Gleichungen (1) 

= tılfı - Po). (4) 
Aus (2), (3) und (4) folgt 

Ü=cy= = 0: 


FE 
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181. 
(22 . 6&ı 012 
oz Gıla — Ga a 611022 7 I Bean Ga — is 
183. 
Gi 112 — ia 
CGı + a2 + 2013 
184. 
Sı 2812 + 513 9 q q 511 = Sıs 9 
ee 11 = 9> 437 7> er g 
185. 
2a a 3a? 
rd ao 758 13, = 727: 
186. 
F- GC, O,(erV, — C,;V,) (erV, — C,V}) 
(er? — C, 0,)? 
187. 


Far Vo u Vp E: v, Ba Vp 
47Iy _y' 9 = 17-7, 
189. Die eigentliche Kapazität des vereinigten Leiters ist 
Co = Cıı t ag + 2013; 


die gegenseitige Kapazität des vereinigten Leiters und des ö-ten Leiters im 
System 
Gi = it i- 


190. Die Energie vermindert sich um 


- @-qg) r—b 
AST gu c 


191. Bis auf 1/r genau ist 
bU?g? 
r[C +ab(b — a)! 
192. Kugel und Leiter haben bei der Berührung dasselbe Potential: 


V,=9s1ı + - NS = Isa + (9 — ) Saa = Vr- 


Daraus folgt sn _ Q. = 
$g2 — Sıa q 
wobei s;, die Potentialkoeffizienten bedeuten (die Indizes 1 und 2 beziehen 
sich auf die Kugel bzw. den Leiter). 

Mit g, bezeichnen wir die Ladung des Leiters nach dem k-ten Kontakt. Da 
die Potentiale von Leiter und Kugel bei Berührung gleich sind, folgt 


«St (QH KR-ı — ) Sa = %Sıat (Rd — «+ Ar-ı) Sae- 
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Daraus erhält man mit Hilfe von (l) eine Rekursionsformel für 9x: 
= 9 9 
R=ItgK- (2) 


Die sukzessive Anwendung von (2) liefert an der Grenze k — oo 


nel 


3.3. Spezielle Methoden der Elektrostatik 


193. Die LarLAaozsche Gleichung hat die Form 


d do EN ET ERET TETIRTERN 

ge ie 0 Re 2 2 2), 
la) =% BR-VEFÄEHMETE 

Diese Gleichung ist unter den Randbedingungen @ = const für E=0 (auf 
der Oberfläche des Ellipsoids) und » — 0 für & — oo zu integrieren. Benutzt 
man für die Bestimmung der Integrationskonstanten, daß Er? für 
r = (x? + y? + 22)'/z — oo ist, so erhält man 


q dE 1 | dE 
o(£) -. IR ER 
E £ DE R; 
e | 
und daraus 
2 y? za\-H, 
REEL -- (5) Kart 
A IM Nero 4n \hr OE)Jeo 4nabce 


Die Ladungsdichten an den Enden der Halbachsen sind den Längen der Halb- 
achsen direkt proportional: 0,:9,:0, =a:b:c. 


194. Für a=b>c (abgeplattetes Ellipsoid) erhält man 


q a? — c2 
= — aretan |/ ——— 
x Va: — & ale 
a? — 2 
C 
arccos— » 
a 


Insbesondere gilt für c = 0 (Scheibe): 


Ge 
IT 
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Für a>b= c (gestrecktes Ellipsoid) ergibt sich 
I „Kreta 


re» Vera ao” 
„_ _ Ve 
a + Va? — b2 
In —— 
b 
Insbesondere ist für b <a (Stab): 
4 
u 2 | 
b 


195. Zunächst betrachten wir das Ellipsoid als ungeladen: q = 0. Ist das 
homogene elektrische Feld €&,:parallel zur x-Achse, so erhalten wir 


er — EÄNtÄ(lte) 
90 —E, en +E, yet - 


Das Minuszeichen entspricht x > 0, das Pluszeichen x < 0. Sowohl die Funk- 
tion 9, als auch das Potential &’ des Feldes der auf dem Ellipsoid induzierten 
Ladungen genügen der LaprLAczschen Gleichung. Setzt man o9 = o,F(E) in 
die LapLAozsche Gleichung ein, so erhält man eine Gleichung zur Bestimmung 
der unbekannten Funktion F(£): 


dF : dEF BE 
Sr au a1] —_ 
die sich leicht integrieren läßt. Die Lösung, die den Randbedingungen genügt, 
lautet ne 0 
| N de 
(E+ a?) k; 


0 


Hat das Ellipscid die Eigenladung g, so kann man die Lösung, die den 
Randbedingungen 


P leo — const, — PSP as — ang 


genügt ($ ist eine geschlossene Fläche, die das Ellipsoid enthält), durch Super- 
position erhalten (vgl. Aufgabe 193): 


a: 
rt ze 
& 
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196. Das Potential hat dieselbe Form wie in der vorigen Aufgabe. Die darin 
eingehenden Integrale können durch elementare Funktionen ausgedrückt wer- 
den; das ist immer dann der Fall, wenn das Ellipsoid rotationssymmetrisch 
ist. Man erhält 


In yı + £&ja® + e u De 
__H.lı __NH+teeze Vila 
rm ö l-+e 
In re 


Dabei bedeuten « die große, b die kleine Halbachse und e = (1 — b?Ja2)'!z die 
Exzentrizität des Ellipsoids; die x-Achse steht senkrecht auf der Ebene, und 


es ist 2 +äj+H) 


(s. Aufgabe 66). Die Feldstärke ist an den Polen des Ellipsoids maximal: 
Enss_: l 0» 2e?(]1 — e?)-! 1 
ee a Der 
tree, 8 
l-—e 
Dabei ist n(® der Depolarisationskoeffizient (s. Aufgabe 198). Im Falle einer 
Kugel glte=0 und Enax/Eı = 3- Im Falle eines stark gestreckten Stabes 
(Blitzableiter) ist 7 a2 3a ı 
max - (n- 1) ‚„ a>b. 
E, b? b 
Daher ist eine Funkenentladung der Luft am Ende eines solchen Spitzenleiters 
weitaus wahrscheinlicher als an seinen anderen Teilen. 

197. Man erhält das Feld in beliebigem Abstand vom Ellipsoid durch Super- 
position der drei Feldformen, die in der Aufgabe 195 gefunden wurden (das 
Feld &, wird in Komponenten zerlegt, die den Hauptachsenrichtungen des 
Ellipsoids parallel sind). 

In großen Abständen vom Ellipsoid gilt 


E, Bohr DE 


pr 
Pr 


De BOE,, pP, = BUE,,; Pp, = B® E,. 
Der Polarisierbarkeitstensor des Ellipsoids hat die Hauptwerte 


abc abc abc 
na) — q Be ea (3) — 
p\ In)’ pw In’ P Zn@ 
198. Man erhält a 1_e (m Ite 2) > 23 
90% I 3’ 
I] — n® 
YW) — nd — 
N n 5 i 


wobei e = (1 — b2/a?)'!» die Exzentrizität des Ellipsoids ist. 
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Im Falle e — 1 (Stab) wird 
na) — 0, nv) —=—n®@) — = 

im Falle e<< 1 (nahezu Kugelform) 
1 2 1 

2 EEE ER Woend) —= 

N 2 15 ee, nn N 
199. Man erhält 
se l1-+e? 


1 
— t > —, 
3 (e — arctane) > 3 


— ya 2 
ee = (© — 1. 
2 c 
Im Spezialfall einer Scheibe wird 


200. Es ist 


Innerhalb des Ellipsoids gilt 


—_ -1 
9% = Pr = —Eo® (1 Em ano) 
2, 
und außerhalb des Ellipsoids 


00 


d 
abet) | (Een 
E 


2[2 + (& — &)n®] 


Px — Pax — —E,% = 
mit 


je 6) 


na = zabe | 
2 : (£ + a?) R; 


Die Größen 9, und 9, werden durch analoge Ausdrücke bestimmt, wobei x 
durch y bzw. 2 und a durch 5b bzw. c zu ersetzen ist. Innerhalb des Ellipsoids 
ist das homogene Feld 


= Box ®x Eoy ey Eogz & 
€ € &g 
In großen Abständen vom Ellipsoid ist‘ 

pr 

ba & t T: y3 
mit 
abc 
De Bo E,, B» = 
3 | & ne no) 
& 08 
usw. | 
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201. Mit Hilfe der Gleichung (3.16) erhält man 


u — bel —eı) Bot2le + (1 en) uleintd ts ten tr len sh) m] cos} 
bla +E +nle — E1)lles + (ei — &e) n] 
N OU abc(&, — &)Ei(3n — 1)sin2% 


9 taste) te —e)n] 


Dabei bedeuten 9 den Winkel zwischen der Symmetrieachse und der Richtung 
des Feldes &, und n den Depolarisationskoeffizienten bezüglich der Symmettrie- 
achse des Ellipsoids (siehe z.B. die Lösung der vorigen Aufgabe). 

Aus der Gleichung für N geht hervor, daß das äußere Feld danach strebt, 
die Symmetrieachse eines gestreckten (n < 1/,) bzw. abgeplatteten Ellipsoids 
(n >!/,) in eine Lage parallel bzw. senkrecht zur Feldriehtung rückzudrehen. 

Im Falle eines leitenden Ellipsoids gilt eg > © und | 


abc(3n — 1) Ei sin2% 


Ein 6n(l— n) 


202. Die potentielle Energie eines geladenen Flüssigkeitstropfens in Form 
eines Rotationsellipsoids mit der Exzentrizität e = (1 — b2/a?)', dessen 
Volumen gleich dem einer Kugel mit dem Radius & ist (Ladung g), kann 
durch die Beziehung 


.q? 
I)=Zytrad- 


File) 
pause REEL LAIEN, | 
ARE "ji 


ausgedrückt werden (dabei haben wir den Ausdruck für die Kapazität C eines 
gestreckten Rotationsellipsoids benutzt, der bei der Lösung der Aufgabe 194 
angegeben wurde). 

Um die Frage der Stabilität eines geladenen kugelförmigen Tropfens be- 


antworten zu können, müssen wir die e-Abhängigkeit (1) der Energie bei 
kleinem e klären. Dazu entwickeln wir U in eine Reihe bis auf Glieder mit e#: 


I+e 


+ 2mR2 [a ey + (1) 


arcsine 
e(l — e?)'s 


Es 
U(e) = ar 4nR?a + z(erR & I) 

Diese Beziehung zeigt, daß ein Tropfen mit der Ladung 9g< Qu, = (16. R? «)'!z 
bei kleinen Deformationen die Tendenz hat, in die Kugelform zurückzukehren, 
d.h. der Tropfen stabil ist. Beig >g,, vergrößert sich eine entstehende Defor- 
mation, und der Tropfen ist instabil. Der Prozeß endet mit einer Aufspaltung 
des instabilen Tropfens in zwei oder mehr kleinere stabile Tropfen.!) Daß sich 
schließlich stabile Tropfen ergeben, folgt aus dem Ausdruck für g,.. Mit kleiner 


!) Man kann leicht unmittelbar zeigen, daß z.B. die Energie bei der Aufspaltung eines 
geladenen Tropfens in zwei gleiche kugelförmige Tropfen um den Faktor 2°/s abnimmt. 
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werdenden Abmessungen des Tropfens nimmt die kritische Ladung g,r PrO- 
portional der Quadratwurzel aus seinem Volumen ab, während die Ladung g 
des Tropfens im Mittel proportional zum Volumen abnimmt; bei genügend 
kleinen Abmessungen des Tropfens beginnen also die Stabilitätsbedingungen 
erfüllt zu sein. 


203. Man erhält 


0 = — Ze (uotan u) - m (Eartn 1) 


J 


wobei &' für z2>0 mit dem Plus- und für 2< 0 mit dem Minuszeichen zu 
nehmen ist. In großen Abständen von der Öffnung gilt £ x» r?, und das Poten- 
tial wird 
E,a? z F 
Diese Form hat das Potential eines elektrischen Dipols mit dem Moment 
p —= E,a°/3r, dessen Achse mit der 2-Achse übereinstimmt. Daraus folgt, daß 
sich Are Kraftlinien, die durch die Öffnung hindurchgehen, auf der anderen 
Seite des Metallschirms schließen. 


204. Es ergibt sich 


Ey a q E 
ar, 7 — arcsin — + —— für 22 —0, 
1? r, Vr? — a2 
E, / a . 6 n 
0m | 7a — arcsın — für z > +0, 
Vri — a? Ai 


wobei r, = (€ + a2)" der Abstand zwischen dem Mittelpunkt der Öffnung 
und dem Aufpunkt in der Ebene ist. 


205. Man hat die Gleichung 
Ap= —Angölt — to) 


zu lösen. Die 6-Funktion muß dabei in Zylinderkoordinaten geschrieben wer- 
den: | 


1 
a ö(r — r.) ö(l& — Y) Öle). 
0 
Die FOURIER-Komponente 


-ı [po )coskzdk (1) 


des Potentials p(r, &,2) genügt der Gleichung 


10 / do 1 029, 4 
" 7 ZI -Ba=- dr n)da-n) 0) 


r ör\ dr r? 00? j Yo 
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und den Randbedingungen (s. Abb. 11, S. 42) 
Hr), 0: (3) 
9(@9,o)=0. (4) 


Wir betrachten die der Beziehung (2) entsprechende homogene Gleichung. Sie 
besitzt die partikulären Lösungen R,(r) sin(n z «/ß), die den Randbedingun- 
gen (3) genügen (n =1,2,...), wobei R„(r) bis auf einen konstanten Faktor 
entweder gleich /„„s(k r) oder gleich K,zs(k r) ist. Wir setzen die Lösung 
der inhomogenen Gleichung (2) als Superposition solcher partikulären Lösun- 
gen an: en Re | 
2 Anlnzig(k r) sin u für r<oe, 
n=1 
Pk = Er sen (5) 
2 PrEnzip(k r) sin 3 für r>a. 
In Gleichung (5) ist berücksichtigt, daß das Potential 9, der Randbedingung (4) 
genügen und für r = 0 endlich sein muß (s. Anhang III). 

Zur Bestimmung der Konstanten A, und BD, benutzen wir erstens die Stetig- 

keit des Potentials bei r = r,. Daraus folgt 
Dn _ Inziek ro) (6) 
An Koaniß (k ro) 

Zweitens fordern wir, daß das Potential (5) der Gleichung (2) genügt. Wir 
setzen (5) in (2) ein, multiplizieren beide Seiten der erhaltenen Gleichung mit 
sin(m m a/ß)(m=1,2,...) und integrieren über & von O0 bis ß. Wegen der 
Orthogonalität der Funktionen sin (n r «/ß) im Integrationsbereich ergibt sich 


1 d AR m? 7° 8q . MIUYy 
Br PEN. 1 7. N RN REN ze en 
= Ai [ 1, (% + BEE ) An BR, ö(r — r,) sin B (7) 
= Bu) Amlmzjs(kr) für r<e, 
m\f) = 
Dakmajs(kr) für r>a. 


Die Funktion R,(r) ist bei r = r, stetig, während ihre erste Ableitung nach r 
den Sprung 


b= Rn (ro a 0) Su Ra (ro = 0) => kB Kmng(k ro) —_ kAndmzig(k To) 
erleidet. Daher ist die zweite Ableitung von R,„(r) gleich Ri(r)=bö(r — r,). 


Setzt man dies in (7) ein und vernachlässigt die bei r = r, endlichen Terme, 
so erhält man eine zweite Gleichung zur Bestimmung von 4, und B,: 


Sg. nnıny 
kBnKnzıp(k 2) = kA,lnzıg(k ro) Eu Bro sın B a (8) 


Zur Vereinfachung der Ausdrücke für A, und B, benutzt man die Beziehung 


K,(@) I(«) — Kia) T,(@) = —. 
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207. Man erhält N we 
2 1 cosh Fr + COS E 
P(r,&,2) = 7 are tan = 

: cosh I — cos —— 

2 
1 cosh 1 EN cos zu a | 

pr arc tan CET 
. cosh > — 008 — | 

wobei 


A — Vr? +r°+2°— 2rr,cos(p — a) = Y2rr, Ba — c08s(y — 0), 


h,=)n er r? +22 — 2rr,cos(y +%&) = Yarr, Veoshn — cos(y + &) 
ist. 


208. Es ergibt sich 0 — const - r=/ß-1, 


wobei r der Abstand von der Kante des Keils ist. Im Spezialfall eines Keiles, 
der sich im Feld einer Punktladung befindet (s. Aufgabe 205), erhält man 


Ir 1 
q Vr nr sing rg + 5) 


const = — 


Daraus folgt a —0 für r>0 und B<r sowie c>ofürr 0 und >n. 
Befindet sich die Ladung insbesondere am Rand der Ebene, so ist 


1 
OÖ m u. 
Yr 

209. Die Ladung g befinde sich im Koordinatenursprung und die z-Achse 
stehe senkrecht auf der Oberfläche der Platte. Dann lauten die Gleichungen 
der vorderen und hinteren Oberfläche der Platte z= a bzw.z=a-+ c. Wir 
setzen das Potential in der Form 
pı = ’E (kr)e*l:idk + [ 41) Jolkr)etsdk (-o<z<a), 

0 


Y = Jr“ Jo(kr,)e war [0 J(kr)e®dk (a <z<b),* () 


na J(kr,)etzdk bee bend 
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an. Die Randbedingungen auf den Oberflächen der Platte liefern ein System 
von vier algebraischen Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten A,, As, 
B,, B,, dessen Lösung 


e-2kb _ e-?2ka 1 — 2 
A,=qPß 1 — Bretke ’ 4,=4 1 — Pre ?re’ | 
An 2 
2, UP PR ea Ra . 


mitß=(e—1)e+1),b=a+ec ist. 
Die Gleichungen (2) und (1) stellen die Lösung unseres Problems dar. In 
großen Abständen von der Platte (2 >0) hat das Feld die Form 


q Pp2z 
11,2) 8 ——— +, 

ae 

wobei r, = Y® + y,p= —-(e— lc ql2e ist. 
210. Man erhält 2: 
o02q sinhk(a — |z|) | 
re ee 
0 

mit r, = Yx? + y? (s. Abb. 46). ’ T x 


Für Y2®+ r? —0 (in der Nähe der Ladung) wird 
2g 
107] = 


e+Vrr+= “= % 
(vgl. Aufgabe 129). © 


Man kann das Potential in der Form 


+1 no Vir @- 2an) — 
Al 


darstellen. 


Das entsprechende System der Bilder ist in Abb. 485, 
8. 227, dargestellt. M 

211. Man kann die räumlichen Bipolarkoordinaten so (% | 
einführen, daß die Oberflächen der inneren und äußeren 

Belegung die Koordinatenflächen &=&, und E=& 

sind. Dazu muß die 2-Achse in der in Abb. 47 dar- S 
gestellten Weise durch die Mittelpunkte der Belegungen 

gelegt werden. Die Mittelpunkte der Belegungen haben Abb. 46 

dabei die Koordinaten 2, = a coth£&, und, =acoth&, 

(a ist der Parameter der räumlichen Bipolarkoordinaten). Die Radien der Be- 
legungen sind mit a, &,, &, durch die Gleichungen a = a, sinh&,,@a = a,sinh&,, 
b= 2, — 2, = a(coth &, — coth£,) verknüpft, aus denen 


+ br — a} 
2a, b 


a — af — b2 


2a, b ’ (1) 


cosh &, = cosh£, = 


15 Batygin/Toptygin 
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folgt. Die Funktion y genügt im Raum zwischen den Kondensatorbelegungen 
der Gleichung 


0? 1 9 /. _ Oy 1 vv 1 
ee SR DEE _—— — —y=0. 2 
0 sinn On (sinn nn 4? . (2) 


Abb. 47 


Separiert man in (2) die Variablen und berücksichtigt, daß y in unserem Fall 
nicht vom Azimutwinkel & abhängt, so erhält man partikuläre Lösungen, die 
fürn = 0,7 endlich sind: 


1 1 
v(E,n)= 14: cosh [ — 5) E+ B, sinh ( 4 5) 3 P,(cosn) (3) 
miti=0,1,2,... 
Wir setzen y als Reihe an: 
v(&,n) = 2 plan). 


Die Koeffizienten A, und B, werden durch die Randbedingungen y(&,,n) = 0 
und 
v(E,,n) = V (2cosh&, — 2cosn)""r—= V N e-t+'ld&ı P,(cosn) 
I=0 
bestimmt. Es ergibt sich 
a e-(+'"h)£fısinh ( + 5) (E — &,) 
po(&,;mM)=V V2cosh & — Dcosn; > mie ln 


l=0 


1 P,(cosn). 
sinh [? Zw 5) (&ı — 8») (4) 
Die Kapazität des Kondensators ist 


zw 2arn 
-4-.„ /[+ 
ap: hr € Ant 
00 


In dieser Gleichung steht das Pluszeichen, weil die Koordinate & in Richtung 
der äußeren Normalen zur inneren Belegung abnimmt. Setzt man (4) ein und 


dnda. 
&=8 
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benutzt die Orthogonalität der LEGENDRESschen Polynome, so folgt 


O= #4 aysinhe, Ze-etrdn coth (142) (6 — 8) 


913. Man erhält 
Fer > + a, sinh£, 2 e-(+!/l)dı coth ( + 5) (&, + 8); 
=0 


Ge = + a, sinh 22 e-(+'/)& coth ( + 5) (&, +8); 


. © e-(I+V)(Eı +8) 
Ga = —a,sinh£, 


mit 
|  BB+ad—o b?—- ai +. 
cosh£, = Tr F cosh Es = u T 
Die Oberflächen des ersten und zweiten Leiters werden durch die Gleichun- 
gen & = —£&, bzw. & = £, beschrieben, wobei a, sinh &, = a, sinh £, ist. 


214. Man erhält H=altmn+tmn:+ men), 


Gg=-unrll+mn), 
GG = 1 +mn-+m’n + m?n?) 
mit m = a,/b und n = ay/b. 
215. Das Potential sei auf den Kugeln Null und im Unendlichen gleich —V. 


Wir führen eine Inversion des Systems an einer Kugel mit dem Radius k = 2a 
durch, deren Mittelpunkt mit dem Berührungspunkt der leitenden Kugeln 


— — [rn 


’) 


-2 ZR-T R 


zusammenfällt (vgl. Abb. 48a, in der die Inversionskugel gestrichelt dar- 
gestellt ist). Nach der Inversion hat das System die Form eines Plattenkonden- 
sators (s. Abb. 485; die Inversionskugel ist wieder gestrichelt dargestellt), und 
der Abstand zwischen den geerdeten Belegungen ist 2R. Dem Innern der 


15*. 
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Kugel entspricht dabei das Äußere des Kondensators. In das Inversions- 
zentrum im Kondensator fällt der unendlich ferne Punkt des ursprüng- 
lichen Systems mit dem Potential +V. Dem entspricht die Punktladung 
9, = —RV im Inversionszentrum. Das Feld im gespiegelten System kann 
gemäß Aufgabe 210 (e = 1) als Feld des folgenden unendlichen Systems von 
Bildern dargestellt werden: Auf der 2’-Achse, die durch das Inversionszentrum 
hindurchgeht und auf den Kondensatorbelegungen senkrecht steht, befinden 
sich in den Punkten 2/ =2Rn die Punktladungen (—1)” g4. Da wir uns für 
die Kapazität interessieren, müssen wir die Gesamtladung des ursprünglichen 
Systems bestimmen: 


= g,Y — —g/ln2 = RVIn2. 


Bei der Berechnung der Summe haben wir die bekannte Reihenentwicklung 
von In2 benutzt (s. [72], 0.232). Damit ergibt sich die Kapazität zu 


(= 7 =2aln2. 


Ziar Bestimmung des Potentials mit Hilfe der Formeln (3.32) und (3.33) schrei- 
ben wir r und r’ in Zylinderkoordinaten (die 2-Achse stimmt mit der Sym- 
‚metrieachse des Systems überein, der Koordinatenursprung liegt im Berüh- 
rungspunkt der Kugeln). Dann gilt 2 = Ref, "= Rır,l?, ?=r +22, 
und wir erhalten für das Potential 


| 2 
sinhk (r — PL) 

u = 1 J kR?r, Ak 
Pe Cr coshk R | y2 
0 


Der Term g/Ü wurde hinzugefügt, damit o(r) für r — oo gleich Null wird. 


217. Der Winkel ß, unter dem sich die Kugelflächen schneiden (wir zählen 
ihn außerhalb des Leiters), wird durch | 


. [2% — |&; — &,| für gleichnamige £,, &,, 
P 2 — |E&, + &,| für ungleichnamige £,, & 

gegeben. Wählt man das Inversionszentrum O auf der Schnittlinie der Kugeln, 
setzt den Inversionsradius gleich 2« und führt die Inversion durch, so erhält 
man einen Keil mit dem Winkel $ und einer Kante (z’-Achse), die senkrecht 
auf der Symmetrieebene (x = 0, r) des betrachteten Leiters steht. In Abb. 49 ist 
der Fall & >0, &,< 0 dargestellt. Bei der Inversion erscheint im Punkt O 
die Ladung g, = —2aV. Wie man leicht zeigt, ist y — £&,, wenn man y von 
der Keilbegrenzung aus zählt, in die die Kugeloberfläche & = &, übergeht. 
Bei der Inversion gehen die Flächen & = const in die Halbebenen « = const 
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über, wobei 
v— für O<wW<sr-+y, 


ist. ER für aty<oa<ß (beiß>rn+ty) 


‘ 


(1) 
\ 


M(9,5,%-0,%) vw Inversionskugel 
\ 


M(r'«'z’=0) 


z(x=0) 


Abb. 49 28 c(x=0,T) 


Die Abstände r und r’ können durch die Koordinaten o, & des Aufpunk- 
tes M ausgedrückt werden. Dabei muß man die Beziehungen zwischen karte- 
sischen und Ringkoordinaten (Aufgabe 68) berücksichtigen und die ähnlichen 
Dreiecke O0’M’ und O0’M betrachten: 


2a eel2 
nm — — — 
V2(cosho — c08£) 


Benutzt man den in der Aufgabe 206 erhaltenen Ausdruck für das Potential 
eines Keils sowie die Gleichungen (1) und (2), so erhält man nach einigen Um- 
formungen 


rmdae, (2) 


r a 
q r(o@-+V) a dd It B 
C er lim —o — nenn mn ve en Se fe en 
a en 2 . sinh P cosh I S COS er 
(oder 0—0, $— 2 — =; 
Er > \ ß ß 

u B sinhd 

ß Ss ne | cosh& — 1 
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218. Man erhält 
Bi, ;% 
a) C= — (sind +09), 


b) O=2R(1-.)= 


V3 


Das Integral wird mit Hilfe der Substitution e?/? = x berechnet. 


919.- 
ar 4 
EEE N 
2 (0-5) 


11 
13 


4. STATIONÄRER STROM 


220. 
a 
I 9,-Vveo 
221. Der Widerstand der Galvanometerspule muß gleich dem Außenwider- 
stand R sein. 


392. Man erhält 


R— or für n=2, 


Pe für n=3, 
7 
47 " = 
gt für n=4. 


Aus Symmetriegründen kann man sich z.B. im Falle n = 3 auf insgesamt 
drei Ringströme beschränken. 


223. Wir führen die in Abb. 12 eingezeichneten Ringströme I, ein. Die 
KircHHorfsche Gleichung für die Zelle B,A,Ar,1 Dr, ı lautet 


R 
Bit len=(2+) I A) 


Diese lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung hat die beiden linear un- 
abhängigen Lösungen e** und e-** mit 


sea N 1]/R » Ä 
sinh ang y* 2 (2) 
Die allgemeine Lösung von (1) lautet 

I, = A’ek® + Ble-ka 
Im vorliegenden Fall schreibt man die Gleichung (1) durch Umordnung der 
Terme zweckmäßiger in der Form 

I„=4cosh(P — k)a, (3) 


wobei A und ß zunächst willkürliche Konstanten sind, die sich aus den Rand- 
bedingungen an den Leitungsenden ergeben. Wir betrachten die letzte Zelle. 


!) Bei der Ableitung dieses und der folgenden Ausdrücke muß man benutzen, daß 
sich die Formeln für die hyperbolischen trigonometrischen Funktionen durch die Sub- 
stitutionen c0s& — cosho, sin& — isinha aus den gewöhnlichen ergeben. 


232 Antworten und Lösungen 


Die Kıronmorrsche Gleichung für sie lautet 
I, R+R,+r - Inır=d. (4) 


Setzt man die Ströme /,„ und /,„_, aus (3) in (4) ein und benutzt (2), so erhält 
man nach Kürzung mit A die Gleichung 


R„coshn& + VRr sinh (r + 5) & 
R,sinhna«-+ VR r cosh (m + 5) & 


zur Bestimmung von ß. 4 ergibt sich aus der KırcHHorrschen Gleichung für 
die Anfangszelle der Leitung: | 

KWR+R,+n-Ir=V%. (6) 
Mit Hilfe von (6) erhält man nach einigen Umformungen 

Ye 
R,coshßx + VRr sinh (B + 5) & 
Schließlich erhält man für den Strom im Abschnitt A,Ax;ı 
Ve) cosh(ß — k)« 
Jı = 


= , (7) 
R;cosh dx + YRrsinh (P + 5) &X 
Die Konstanten «& und f in (7) werden durch die Gleichungen (2) und (5) be- 
stimmt. 
Bei trockener Isolation gilt r > ©,«&—0, und Gleichung (7) lautet er- 
wartungsgemäß 


Ve) 
 R+R+n+DR' 
Aus (7) und (8) erhält man für das Verhältnis der elektromotorischen Kräfte 


V‘® und 90, die bei trockener bzw. feuchter Isolation denselben Strom durch 
den Widerstand %, gewährleisten, 


yo R;cosh Ba + RT sinh (+ 5.) 
TOT TEE ET E EHE u RS 
6 [R: + Ra + (n + 1) Rlcoch (P—n +) 


Ir (8) 


Ist der Lastwiderstand R, = 0, so vereinfacht sich Gleichung (5), und man 
erhält 


B=-n+t-. (10) 
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224. Sind /(x) und @(x) Strom und Potential der Ader (gegen Erde) im 
Querschnitt mit der Koordinate x, so erhält man 


j dJ u do 
und 

d’/ oe 

de 0 


225. Man erhält 
Ve) coshs (x — x,) 


R, coshs&, + Voo’ sinhsz, 


mit s — Vo/o’. Die Konstante x, ergibt sich aus der Gleichung 


tanhs (x, — a) = Ba (2) 


Vee’ 
Vo) coshs(x — a) 


Vo 0’ sinhsa 


Bei fehlender Ableitung ist 0° — ©, 2%, —a,s —0, und der Strom hat längs 
des Kabels den konstanten Wert 


Für R,= R, = 0 gilt 


I(&) = (3) 


Ye) 


Kl er ee u 


Benutzt man Gleichung (7) aus der Lösung der Aufgabe 223, so muß man 


fe 


E 
R= u zn mn 
On BZ: a 


X 177 


setzen. Dann ergibt sich aus der Gleichung (2) der Lösung zur Aufgabe 223 
die Beziehung «= sdx. In Aufgabe 223 ist 8 mit x, durch die Beziehung 
= %/dx verknüpft, so daß x =x,s wird. Setzt man dies in die Glei- 
chungen (5) und (7) in der Lösung von Aufgabe 223 ein, so erhält man die 
oben angegebenen Gleichungen (1) und (2). 


226. Man findet 


EB —_ %V De &%V 
"hat Hahı het mh 
E—_ 7 A &%, V 
u aha tHahı 
% #5 V 


ne nah 
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An der Grenzfläche zwischen den Platten gilt 


PS E,—#, (6 —- 1) - le — 1) 
er?” Ir 47(x, he + %s hı) 2 
_PD-PDı = (2 %ı — E1%e) V 
47 Anka he + Hehr) 


V ist größer als Null, wenn die erste Platte der positiven Belegung zugewandt 
ist. 
An der Grenzfläche zwischen der Belegung und der ersten Platte ist 


D, B,—D, 
Van RE pn © 


an der Grenzfläche zwischen der Belegung und der zweiten Platte 


227. Man erhält 


wobei ß, und f, die Winkel bedeuten, die die Stromlinien mit der Normalen 
der Trennfläche im ersten bzw. zweiten Medium bilden. 


2238. Man findet 


r 
I z1In » 
Yo = 
1) 
ee 
va'xinz 
Aus dieser Beziehung folgt, daß das elektrische Feld im Raum zwischen den 
Leitern nicht die Richtung der 2-Achse hat. Da somit die radiale Kompo- 
nente E, des elektrischen Feldes von Null verschieden ist, besitzen die zylinder- 
förmigen Oberflächen der Leiter die Flächenladungsdichte 


917 Re 2 _ a’ 
4 4m? @xln 
- edle 
lt 4? a: br in 


Für 2 = 0 ist 0, = 0, = 0. Die Lage des Querschnitts, für den dies gilt, ist 
nicht bestimmt. Man kann ihn verschieben, indem man z.B. auf dem Leiter 
eine zusätzliche konstante Ladung anbringt. Die Ladungen q, = 2rao, und 
g = 2nbo, = —g, je Längeneinheit des Leiters und des Mantels (bei dem- 
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selben z-Wert) sind mit der Potentialdifferenz 


zwischen ihnen durch die Beziehung 


1 
— — 7 = const 


ln — 
a 


verknüpft. Das Verhältnis g,/V ist hier gleich der Kapazität je Längeneinheit 
eines Zylinderkondensators im elektrostatischen Fall. 

Das Magnetfeld hat offenbar die gleiche Form wie das Feld eines unendlich 
langen geradlinigen Leiters mit dem Strom I. 


229. Es ergibt sich 


EB, — — k(rx, + % l,) ve, E, — k %og ve, E, — k X ve 
mit 
_ X, 
bo(&o Kl + HH t Krb) 


vo) — E(e |, ist die elektromotorische Kraft der Quelle. In der Quelle ist 
das elektrische Feld dem Strom entgegengerichtet (E,< 0). 

Die Ladungen, die dieses elektrische Feld erzeugen, entstehen an den Gren- 
zen der Leiter mit verschiedener Leitfähigkeit und können mit Hilfe der Rand- 
bedingungen bestimmt werden; die Ladung an der Grenze O1 z.B. ist 


y2 
91 g &ı — &)). 


230. Wir betrachten z.B. den Energiefluß durch die Oberfläche des nullten 
Leiters, in dem die elektromotorische Kraft wirkt. Das Magnetfeld in der Nähe 
der Oberfläche stimmt mit dem Feld eines unendlich langen geradlinigen 
Leiters, 7 =2I/cr, überein. Der PoyntinGasche Vektor 


C 


(&, ist die elektrische Feldstärke im nullten Leiter und ist dem Strom ent- 

gegengerichtet, s. Aufgabe 229) ist, wie man leicht sieht, längs der Flächen- 

normalen aus dem Leiter heraus gerichtet. Der Energiefluß durch diesen Leiter 

ist folglich | 
2zrl,\&|= IV, 

wobei V = E, I, die Potentialdifferenz an den Leiterenden ist. Das Produkt IV 


ist gleich der Differenz zwischen der Arbeit der elektromotorischen Kraft VO / 
(Ve) = Ele) f,) und den JouLzschen Verlusten je Zeiteinheit in der Quelle. 
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Die Energie IV fließt je Sekunde durch die äußere Oberfläche der Quelle in 
den die Leiter umgebenden Raum (hauptsächlich außerhalb der Leiter) und 
in den ersten und zweiten Leiter durch deren Oberflächen; in diesen Leitern 
wandeln sie sich in JoutLzsche Wärme um. Betrachtet man wie oben den 
Poyntinaschen Vektor, so überzeugt man sich leicht davon, daß die Gesamt- 
energien, die je Sekunde in den ersten bzw. zweiten Leiter fließen, gleich IV, 


bzw. IV, sind. 
- dl 
B= | 
1 


231. Man erhält 
wobei das Element d/ längs der Normalen zur Äquipotentialfläche mit dem 
Inhalt $ gerichtet ist; die Zahlen / und 2 bezeichnen die Leiterrandflächen. 


232. 
1 1 1 
R= me, 
a) Arc (- 5): 
1 1 1 1 1 1 
b) R= een BERN, 
) 4nz - are F 5): 
1 b 
iz 2nlx 
233. 
41 e -) 1 1 
 2rnı\a 5b 2r%, b 
234. 
4x E 
I. = ; Be 
k $ Ik: ih At x ik 
235. 
Zı € ee 
 4naR 
236. 
Q == 3 Rirlı I, 
i,Kk 
237. 
E E Gıt2co + c 
Feen —2 == ı | 2 I 22 
Pr S12 7 Sa) Ann Gg— CyıCea 
2338. Man erhält 
V,—-V 1 
R=-—-—7—-=-R+R- — I =R+R, 


wobei A, = 1/2nxa, und R,=1/2rxa, die Widerstände der einzelnen 
Erdungen bedeuten (s. Aufgabe 233). 
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239. Wir bezeichnen die Exzentrizität der Rotationsellipsoide mit 


we: 
7 = Y re a 
(b/@ ist das Verhältnis der kleinen zur großen Halbachse). Dann gilt 
1 4 \ls(1-— e)s Een 
R=-— (sur) Zn yı u. 
im Falle eines abgeplatteten und 
1 (1-e)% 1+% 


Bez. 2 
” (6? V)'Ise, ee eu 


im Falle eines gestreckten Rotationsellipsoids. 

Am günstigsten (bei festem Volumen V) ist eine stark gestreckte oder eine 
stark abgeplattete Form der Erdung. 

240. Die Stromdichte im Raum zwischen den Elektroden, 


’i=ev, (1) 


hängt nicht von x ab [v(x) bedeutet die Geschwindigkeit der Teilchen im Auf- 
punkt x]. Die Geschwindigkeit hängt mit dem Potential p(x) durch die Be- 
ziehung 


(2) 


zusammen (9 = 0 für =). 
Aus (1) und (2) folgt oe =j Y—m m/2e % o, so daß die Poıssonsche Gleichung 


die Form 
do .1/ Mm 
a a ” 
annimmt. 
Integriert man die Gleichung (3) mit den Grenzbedingungen 
dp 
ar ME Ola do 


so erhält man das ‚‚?/,-Gesetz“ 


1 el, ,; 
re | p|':-. 


5. STATISCHES MAGNETFELD 


241. 
[ 2!r 2 | 
3 für r<4, 
| ca 
Henn, NV, A — für as<r<sb, 


0 für r>b. 


242. Wir geben die Lösung der Aufgabe mit der Methode des Vektorpoten- 
tials an. Legt man die 2-Achse in die Zylinderachse, so genügen die kartesischen 
Komponenten von X den Gleichungen 


A4,=0, 44,=0, AA, SE, (1) 
wobei 7, = 0 fürr >a und J, = I/n. a? für r<s a ist. 

Man kann die Komponenten A, und A, gleich Null setzen, da ihre Glei- 
chungen den Strom I nicht enthalten. A, hängt nur vom Abstand r von der 
2-Achse ab. Integriert man die Gleichung für A, und benutzt die Stetigkeit 
von A, und HA, an der Grenze r=a und die Endlichkeit von A für r = 0, 
so erhält man 


: 2 
4=0-2(2), SR (2) 
c \a ca? ca? 
fürr<a und 
I r 2ul 2/ 
u _—— — Ze Se — > 
A, > (10 + 2u ln), B, a H, rn (2) 


für r >a. Die Integrationskonstante Ü ist willkürlich wählbar. 
245. Man erhält 


A 


fürr >b. 
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Die übrigen Komponenten von Y und 8 sind Null. Man kann zwei der Kon- 
stanten in A, durch die dritte ausdrücken, indem man benutzt, daß das 
Vektorpotential an den Grenzen stetig sein muß. 


244. Man erhält 
a-+ 2 


x ae a — 2x 
77 arctan 277 j 
a\? 
I (2 u 5) = 
H a a en 5 HN): 
Ze 2j2 
2+5)+% 
Die y-Achse steht senkrecht auf dem Streifen und geht durch seine Mitte. 
245. Die Platten stoßen sich mit der Kraft 


a 1 a? + b2 
(« arctan Fa = In „3 —) 


21 ( 
z=arcetan 
ca 


41? 


c? a? 


ab. 
246. Es ergibt sich 


- 2 2 
PR NLIN Le 


c 7] ce (a—.)”?+y?’ 
Be 04, __8 a, 
0y ce rir 
0A, 2I /a—x a+x 
H,= — .--——( 2 2 ). 
0% C ri r3 


Die Koordinaten der stromführenden Leiter sind in der zu ihnen senkrechten 
Ebene gleich (a, 0) für den Strom +J und gleich (—«, 0) für den Strom —/; 
r, und r, sind die Abstände zwischen den Punkten (a,0) und (—a,0) und 
dem Aufpunkt. 

247. 

a) Zwischen den Ebenen ist 7 = 4 t/c und im übrigen Raum 7 = 0; 

b) Zwischen den Ebenen gilt 7 = 0 und im übrigen Raum 9 = 4 nic. 

In beiden Fällen ist das Magnetfeld senkrecht zum Strom und parallel zu 
den stromführenden Ebenen gerichtet. 


248. Man erhält 
2Id 
ee A .=&H eV; 


Die y-Achse steht senkrecht auf der Ebene durch die Achsen der Zylinder. 


249. In Zylinderkoordinaten, deren 2-Achse senkrecht auf der Ringebene 
steht und durch den Ringmittelpunkt hindurchgeht, gilt 


2ul (a\'kT/2 2 
ge --(-) (2 -»)2zw-zzw). AA: 
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wobei K(k) und Z(k) vollständige LEGENDREsche elliptische- Integrale sind 


mit k? = 4arl/[(a + r)? + 22]. 
Die Komponenten des Magnetfeldes sind 


21 2 a®—+-r:- 22 | 
© rV(a-+r)2+ 22 | Vasen: (A) 
21 1 a? — r? — 2? 
H_= — ———— k —_E£F k N) H,=d. 
6 Wa+r? +22 | Far? ®) 


Diese Ausdrücke gehen auf der Schraubenachse (r = 0) in 
2na?l 
über. ta? + 2)" 
250. Der Induktionsfluß ist für jeden Querschnitt der betrachteten Röhre 
gleich. Die Gleichung ihrer Oberfläche ist daher 


HA,=0, B 


N - [8 d® = f(r,z) = const, 
5 


wobei die Integrationsfläche S aus einem Kreis mit dem Radius r besteht, 
dessen Ebene senkrecht zur Symmetrieachse ist (der Kreismittelpunkt liegt 
auf der Symmetrieachse). Da A, nicht von & abhängt, folgt mit Hilfe des 


STOKESschen Satzes 
IE: dS = $ Ydl=2nrA,(r,2) = const. 


Die Schnittlinien dieser Flächen mit den Ebenen & = const stellen die ge- 
suchten Linien der magnetischen Induktion dar. 
251. Die Komponenten des Magnetfeldes sind 


u Oy _ oo (— 1)r R a ne i 
H,=—- 7-2 m Be =HW)-E"@)+..., 
3 Oy 5 & (—1)r SE j 
H, 20 1% a[z — an 
E, 


Das Vektorpotential wird mit Hilfe des SToKkesschen Satzes und der Be- 
ziehung 9 = rot durch die magnetische Feldstärke ausgedrückt: 


ei r Be: A=DE _ @n) 5)" 5 _ 
4. )=— | Hrdr= 3 04H (>) =zAn-... 


252. Man erhält 


H, = (cosQ, + c05s9,) 


2runl 
C 
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mit (s. Abb. 50) 
h—z z 


T——) 0) — ae 
at  * Yatz 


253. Wir lösen die Aufgabe mit der Methode des Vektorpotentials. Die Dichte 
des Oberflächenstroms, der bei der Rotation der Kugel entsteht, ist 


cos, = 


Do . 
sin®e, 
a 


(die Polarachse ist in die Richtung des Vektors © gelegt). Das Vektorpotential 
genügt in allen Punkten, die nicht auf der Kugeloberfläche liegen, der LAPLACH- 
schen Gleichung. Auf Grund der Symmetrie 
des Systems kann man es so wählen, daß nur 
die Komponente A,, die nicht vom Winkel « 
abhängt, von Null verschieden ist. Die Glei- 
chung für das Vektorpotential lautet daher 


1 
er 1) 
(s. die Lösung der Aufgabe 47). 

Da die Stromdichte wie sind vom Winkel # 
abhängt, setzt man die Lösungder Gleichung (1) 
' F 
in der Form , + 9) = Fir) sind (2) 

Abb. 50 an. Wie wir sehen werden, läßt sich dann F (r) 
so wählen, daß die Gleichung und die Rand- 
bedingungen erfüllt sind. Wir bemerken noch, daß das Vektorpotential (2) 
der Bedingung vu 0 
ivV = 


genügt, die notwendig ist, damit (1) gilt. | 

Bestimmt man F(r) mit Hilfe der Gleichung (1) und der Randbedingungen, 
so erhält man A, und 9 = rot. 

Die magnetische Feldstärke ist innerhalb der Kugel (r <a) 


AA 


— 
2ew. 


I 3C 


und fürr >a 
3r(mr) m 


9 — 


yd y3 


wobei m = ea?®/3c das magnetische Moment des Systems bedeutet. 


254. In den Punkten mit j = 0 kann man 9 = — grady setzen. Dann ist 
die Gleichung rot 9 = 0 für alle y erfüllt, während die Gleichung div 9 = 0 


Ay=0 


16 Batygin/Toptygin 
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liefert. Diese Gleichung muß unter der Zusatzbedingung 


az 


gelöst werden, wobei I eine beliebige geschlossene Kurve ist, die den Strom I 
umschließt. Wir führen Zylinderkoordinaten r, &, 2 ein und setzen die Lösung 
in der Form 9 = y(a) an 

Es ergibt sich 

A H= H,=H,=V0. 

255. 

a) Damit das skalare Potential y des Magnetfeldes eine eindeutige Funk- 
tion ist, wählen wir eine Fläche S auf der stromführenden Leitung und nehmen 
an, daß » beim Durchgang durch sie den Sprung | 


va) -yD=-——I (1) 


erfährt. Die Punkte 1 und 2 liegen infini- 
tesimal benachbart auf verschiedenen 
Seiten der Fläche, wobei die Richtung 
von 2 nach 2 mit der Stromrichtung 
ein Rechtssystem bildet (Abb. 51). 

Die Lösung der LarLAczschen Glei- 
chung läßt sich in der Form 


lee] 


Abb. 51 schreiben. (s. [77]). In (2) muß über die 

unendlich ferne a Fläche 8’ 

sowie über alle geschlossenen Flächen &; in endlichem Abstand vom Koordi- 

natenursprung, in denen w oder Iy/dn Sprünge aufweisen, integriert werden. 

Im betrachteten Fall ist das Integral über die unendlich ferne Fläche Null, da 

die Quelle des Feldes (die stromführende Leitung) endliche Abmessungen hat. 

Flächen, auf denen die Normalableitungen dOy/dön = —H, Sprünge aufweisen, 

sind nicht vorhanden, da A,„ stetig ist. Daher erstreckt sich das Integral 

in (2) nur über die eine Fläche 2‘, die $ umgibt. 

Wir deformieren die Fläche &, bis sie mit S zusammenfällt. Da die Größen 

I/r, öy/On und O(l/r)/On auf 8 stetig sind, lautet Gleichung (2) 


v--; [wa -yalz(-)as. () 


wobei nun über die nicht geschlossene Fläche S zu integrieren ist. 
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Mit Hilfe der Gleichung (1) erhalten wir 


I oo /1 I td& 
ale | ” 


Das Integral f rt dS/r? stellt den Raumwinkel 2 dar, unter dem die strom- 


führende Leitung vom Aufpunkt aus gesehen wird; daher kann man (4) auch 
in der Form 


I 
ar 


schreiben. Das Vorzeichen von @ ist positiv, wenn der Radiusvektor t, der 
vom Aufpunkt zu irgendeinem Punkt von S führt, mit der Stromrichtung in 
der Leitung ein Rechtssystem bildet. 

b) Wir transformieren das Linienintegral i in ein Integral über die von dem 
Stromkreis begrenzte Fläche. Mit Hilfe des Ergebnisses der Aufgabe 55 erhalten 


ne -; [acer )= = [Pu(- —)xds, 


wobei der Index M Differentiation nach den Koordinaten des Aufpunktes M 
bedeutet. Aus 9 = rot ergibt sich 


ö -7 N EICHZAWZN () a Pur ICHZP (—). (5) 


[Bei der Umformung benutzen wir die Gleichung A(l/r) =0; es wird an- 
genommen, daß der Punkt r = 0 nicht auf der Integrationsfläche liegt.] Ver- 
gleicht man (5) mit der Beziehung 9 = — grady, so erhält man 


041 N. rde 1 
A Da 


256. Man erhält 
s=0, =mxßS, 


nl fun 


das magnetische Moment des Stromkreises ist. 
257. Es ergibt sich 


wobei 


mm, 8lm,r)(mgt) 
r3 r3 


U 
15 
%.=--%=-- lm) m; + (mtr m + (m, mr) mu) (m;r)t, 
wobei t der Radiusvektor vom ersten zum zweiten Strom ist und 3ı und % 


die Kräfte bedeuten, die am ersten bzw. zweiten Strom angreifen; außerdem 
16* | 
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erhält man 


s(m,r) m, Xr m, x m, 

%, = a 
Tr 

3(m, rt) m,xXr m, x m, 

N 45, 


r? 7° 
wobei X, und %, das am ersten bzw. zweiten Strom angreifende Drehmoment 
bedeuten. Wir bemerken, daß NR, = — N, ist; es gilt aber 

I + Ne tıX = 0. 


Sind die magnetischen Momente parallel (mem my=mttert; 
n und t, sind Einheitsvektoren), so erhält man 


x — 3m, m,|2n cos® — 1,(dcos®?# — 1)] 
rn 7 ee 

wobei ® der Winkel zwischen n und tr, ist. 
259. Die Potentialfunktion des Stromes /, im Felde des Stromes /, ist 
21,1, 


ce? 


’ 


y4 


Ina + const, 


Ugı = 


wobei a den Abstand zwischen den Strömen bedeutet. 
Die Kraft, die je Längeneinheit des zweiten Stromes angreift, ist 
da da 
Bei parallelen Strömen (gleiche Vorzeichen von I, und /,) erfolgt Anziehung. 


260. Die Kraft 35 und das Drehmoment R ergeben sich durch Differentiation 
der Potentialfunktion 


I,I,a 1 4r? + a? +4ar cosa 
— n 


U(r,a) = 2 Ar? + 02 — d4arcosa ' 
261. 
41, I, 
N er (sino =® COS). 
262. 
1 b 
L =br2uln. 
263. 
L= 2ulIn 2 
== u 7 & 
264. 


L, = 4n(b — VB — a), 
II, öL,, 4nLl, 
a en 


b 
C ob I) 


F—= 
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265. Bei der Lösung dieser Aufgabe wendet man am besten die Glei- 
chung (5.23) an. Berechnet man das Integral wie in Aufgabe 89, so erhält man 


dr lab (7 = k) K(k) — TE) 


k 
mit 
z/2 
E(k) = Yı — A sin?y dw, 
n- ern M / u 
) 
u 4ab 
 (a+b? + 


Für !> a,b ist der Parameter % klein: 


4ab I Yab 
a Zu Pre ko re <]; 


daher kann man für E und X die Näherungsformeln 


se gi E) (1-gP- GR) 
Kos tet , EM» I[1- Rh 
benutzen (s. [72], 6.113 und 6.114). Berücksichtigt man im Ausdruck für ZL, , nur 
die Terme proportional k®, so erhält man in der ersten nichtverschwindenden 
Näherung 


2n2 a? b? 
L, 2 TE . 
Dieses Ergebnis folgt auch leicht aus der Gleichung 
| cd 
EL, N 7, 2 


wenn man den stromführenden Ring als magnetischen Dipol betrachtet. 
266. Mit den Bezeichnungen der vorigen Aufgabe ergibt sich 


411,1, I a? +05? +12 
a een I- per 
 Va+b®+R a+b®? + BP 
267. Man erhält L=4nn?S. Für eine Spule mit großer, aber endlicher 


Länge h ergibt sich unter Vernachlässigung des Randeffektes die Gesamt- 
induktivität 
L=4nn?Sh. 


BR) ; 


268. Wir berechnen die magnetische Energie mit Hilfe der Beziehung 


l fi 
44 12 48, d$,. 
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Dabei sind dS, und di,S, Oberflächenelemente der Spule, R der Abstand zwi- 
schen ihnen, i (, =i,=t=nI) die Dichte des Oberflächenstroms, durch 
den der in der Spulenwicklung fließende: Strom ersetzt ist, und n die Win- 
dungszahl je Längeneinheit. 

Es ist vorteilhaft, das in Zylinderkoordinaten auszudrücken: 


= anal en COSX da u 
"P Ve -ar tms — 2)” + 4a? sin? 


Dr? a® nl? en. 


a) 
c? 


Dabei wurden alle Terme höherer als erster Ordnung in a/h vernachlässigt. 
Daraus folgt 


8a 
PoE Amar — u) 
Vernachlässigt man auch den Term mit a/kh gegen 1, so erhält man das Er- 
gebnis der vorigen Aufgabe: 
L=4n®2anh=4nn?Sh. 
269. Für den kreisförmigen Querschnitt wird 
L=4nN?(b — VB? — a2). 


Der Selbstinduktionskoeffizient Lo = L/2r b für eine unendlich lange Spule 
ergibt sich durch den Grenzübergang b — © bei vorgegebener Windungszahl 
je Längeneinheit n = N/2rb: 
Lo =4n®” a =4nrn?S 
(vgl. mit Aufgabe 267). 
Für den rechteckförmigen Querschnitt 
ergibt sich 
L=-2N an t® 
Abb. 52 20 
Fürb>a wird wiederum Lo =4nn?S. 
270. Wir berechnen die magnetische Energie je Längeneinheit der Leitung 
nach Gleichung (5.16). Das Vektorpotential eines geradlinigen stromführenden 
Leiters wurde bei der Lösung der Aufgabe 242 bestimmt. Für die Leitung 1 
(Abb. 52) schreiben wir es in der Form 


Ir 


ca: 


A,-=U— für n< | 


Au=0- (142m) für n>a.| 
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Das Vektorpotential, das in der Leitung 2 hervorgerufen wird, ergibt sich 
aus (1) durch die Substitutionen / > —I,a—>b,r, —>Tz3. 
Wir erhalten die magnetische Energie 


I I 
We | Aust Add ge | (Arte 
1 2 
Man kann das in (2) vorkommende Integral berechnen, indem man die Formel 
3.765 aus [72] benutzt. Berücksichtigt man den Zusammenhang zwischen 
dem Selbstinduktionskoeffizienten und der magnetischen Energie des Systems, 
so erhält man schließlich n2 


L=1+2Iin— 
ab 
871. Die magnetische Gesamtenergie des Stromes, der im Leiter fließt, setzt 
sich aus zwei Anteilen zusammen: 
W=W,+M,. (1) 
Dabei ist 


w=-f% | Btav 


die innerhalb des Leiters vorhandene Energie (zu integrieren ist über das Leiter- 
volumen) und 


au 2 
= [ar 


die Energie im übrigen Raum. 
Wir führen den Parameter r, ein, der die Dimension einer Länge habe und 
der Bedingung 
a< nn <R (2) 


genüge, wobei a den Leiterradius und R den Krümmungsradius der Achsen- 
linie des Leiters (der im allgemeinen ortsabhängig ist) bedeuten. Dann kann 
man annehmen, daß das Magnetfeld in Abständen kleiner als r, identisch mit 
dem Feld eines unendlich langen geradlinigen Leiters ist. Insbesondere gilt 
innerhalb des Leiters 


(3) 


Zur Bestimmung der „äußeren“ Energie W, konstruieren wir die Hilfs- 
fläche $ durch eine beliebige geschlossene Kurve auf der Leiteroberfläche und 
führen das skalare Potential y ein. w erfährt auf S den Sprung 

477 


Y = 9-= 1. (4) 
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Das Integral für W, läßt sich folgendermaßen umformen: 


[se ser - - [Bgradyar — - [divpB) dr - — DyB„ds 


(dabei, wurde der Index 2 fortgelassen 
und die Beziehung div® = 0 benutzt). 
Das letzte Integral läuft über beide 
Seiten der Hilfsfläche S und die Leiter- 
oberfläche 8’ (s. Abb. 53, wo der Leiter- 
querschnitt in irgendeiner Ebene dar- 
gestellt ist). Das Integral über die 
unendlich ferne Fläche wird wegen der 
endlichen Abmessungen des stromführenden Leiters gleich Null. Es gilt also 


1 1 1 : 
Wu | VBnds + [nis [y-Bi.  © 
5’ Ay ry 


Das erste Integral in (5) ist Null, da das Magnetfeld wegen (2) auf der 
Fläche 8’ mit dem Feld eines geradlinigen Leiters übereinstimmt und nur eine 
von Null verschiedene Tangentialkomponente hat. Zur Umformung der bei- 
den anderen Integrale muß man die Gleichung (4) und die Bedingung, daß die 
Komponente B,, stetig sein muß, benutzen. Es ergibt sich 


W, =; / B,dS. (6) 
Ay 


In großen Abständen vom Leiter (r > r,) hängt das Magnetfeld nicht von der 
Stromverteilung auf dem Leiterquerschnitt ab; man kann daher annehmen, 
daß der Strom entlang der Achse fließt. Bei kleinen Abständen (a <r<r,) 
ist das Magnetfeld gleich demjenigen eines unendlich langen Kreiszylinders, 
und man kann ebenfalls annehmen, daß der Strom entlang der Achse fließt. 
Das Integral in (6) bedeutet also den Induktionsfluß, der durch den längs der 
Leiterachse fließenden Strom erzeugt wird und durch die Fläche geht, die von 
der geschlossenen Kurve auf der Leiteroberfläche gebildet wird. Mit Hilfe von 
Gleichung (5.22) erhalten wir 
Te 


W,- 5% (7) 


Mit den Beziehungen (1), (3), (7) und dem Zusammenhang zwischen dem 
Selbstinduktionskoeffizienten und der magnetischen Energie des Systems 
ergibt sich die gesuchte Beziehung für den Selbstinduktionskoeffizienten: 


Le a. +L. (8) 


5. Statisches Magnetfeld 249 


272. Mit Hilfe des Ergebnisses der vorigen Aufgabe erhält man 
L = 42 ub(n 2). 


Dabei ist u die Permeabilität des Mediums, in dem sich der Leiter befindet. 
Die Gesamtinduktivität ist 
8b 1 
— In——=2 = 
L 4nb(uln- B+ ZH) 
oder, falls u, = u = list, 


L=425(n 2) 
a 4 
273. 
nn 2 72 
La= 2-2 VaHR+ 2a ter 
274. Mit dem Ergebnis der Aufgabe 273 erhält man 
! [2 12 
Ls= a 2) +R Ra RR ı amt _ 
Ä 92 LP 
= an RER |, 
Ve? +2 
r_Shh[@+2r IVa+R 5 
c? IVa + 2% a? +12 
275. 
L=2u,b-+8ub|in ah +12 —- 2 
Ko ou all +72) |- 


276. Benutzt man bei der Integration über die Winkel in (5.13) die Be- 
ziehung n, N, = Öix/3 (s. Aufgabe 32), so ergibt sich 
ea? 5 
dc 


m = 


im Falle einer homogenen räumlichen Verteilung der Ladung und 


ea? > = 


3. 


im Falle einer homogenen Ladungsverteilung auf der Oberfläche. 

Wendet man diese Formeln auf eine Kugel mit dem klassischen Elektronen- 
radius (2,8 - 10-1°cm) an, deren magnetisches Moment gleich dem experimen- 
tell bekannten magnetischen Moment des Elektrons (0,9 . 102° erg/Gauß) ist, 
so ergibt sich, daß die Geschwindigkeit v = aw » 1013 cm/s auf dem Äquator 
eines solchen ‚‚Elektrons“ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum übersteigt. 
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Das zeigt die Unzulässigkeit klassischer Vorstellungen bei der Beschreibung 
des Elektronenspins. Näheres zu dieser Frage findet man in [27] und [2]. 

278. Das sekundäre Feld 9’ genügt der Gleichung rot 9 = 0, ist also ein 
Potentialfeld. Führt man mit Hilfe der Gleichung 9 = —grady das skalare 
Potential ein, so erhält man eine Beziehung, die mit der elektrostatischen 
Gleichung im inhomogenen Medium übereinstimmt: 


div(u grady) = — EN Om: 


Dabei spielt die Größe 0. = — 9, grad u/4rr die Rolle einer Dichte der magne- 
tischen Ladungen. 

An der Grenze zweier Medien müssen die Tangentialkomponenten des Feldes 
den Bedingungen 


Hj,= Hz. oder (Yyı): = (P’y,): 
und die Normalkomponenten den Bedingungen 


Op 
on 
genügen. Dabei spielt die Größe o„ = (HH — Ya) Hon/4r die Rolle einer Flächen- 


ladungsdichte. Wir bemerken, daß disser Ausdruck für o„ auch durch Grenz- 
übergang aus der Gleichung für die Raumladungsdichte o,, folgt: 


6) 
Yen Fr Yıdin =, (kı ki 2) Hon oder — U —4n On 


OmFz lim Om a 


Wir ersetzen die Trennfläche durch eine dünne Schicht der Dicke h. Dann ist 
grad u senkrecht zur Schicht gerichtet und gleich (ug — uı)/h, so daß 
1 m-Hı Hor, 


men 


| 1 
in Rh Im = a On Mr Ba) Bon 


wird. 


279. Man erhält 


Dabei bedeuten 9, das Feld, das von dem Stromkreis im Vakuum hervor- 
gerufen wird, und 9,, 9, die Felder in den Medien mit den Permeabilitäten 
Mı> Ha- 

280. Das Magnetfeld im Medium 1 stimmt mit dem Feld überein, das im 
Vakuum durch die beiden geradlinigen Ströme 


I, — ul, I; wu Billa — Kı) I 
Hıt Ha 


erzeugt wird. Der Strom I, fließt in demselben Leiter wie der Anfangsstrom I, 
der Strom I, dagegen in einem Leiter, der das Spiegelbild des ersten Leiters 
in bezug auf die Trennebene der Leiter darstellt. 
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Das Magnetfeld im Medium 2 stimmt mit dem Feld überein, das von dem 

Strom : 
ee 
Kıt Me 

der in demselben Leiter wie der Anfangsstrom / fließt, im Vakuum erzeugt 
wird. 

281. Die Feldvektoren genügen im ganzen Raum den homogenen Gleichun- 
gen roet9—=0 und divdB =0, so daß man das skalare Potential 

(9 = — grady) einführen kann, das der LarLaczschen Gleichung genügt. Da- 

bei wird das magnetostatische Problem in ein elektrostatisches übergeführt. 
Die Lösung lautet (s. Aufgabe 149) 


9ı ee Do 


4#+2 
= Mt 9 


außerhalb der Kugel, wobei 9pn das von einem magnetischen Dipol mit dem 
Moment 


innerhalb der Kugel und 


SR 3 
a 
u Sl: 5 Do 
erzeugte Feld bedeutet. Da das Feld innerhalb der Kugel homogen ist, ist die 
Magnetisierung konstant: 


m-_t__3e-D , 


Ans dana+2) 
3 


Die Dichte des äquivalenten Volumenstroms ist daher gleich Null: 
iMoı = croiM=0. 
Die Dichte des Oberflächenstroms kann mit Hilfe der Gleichung 
imo =enx Me — Du) 


bestimmt werden, die sich aus (5.3) durch Grenzübergang ergibt (vgl. mit der 
Ableitung der Grenzbedingung für 9, aus den MaxweLıschen Gleichungen). 
Setzt man M,; = 0 und M, = M, so erhält man 


f -- C a _ 1) 
Interessant ist, daß man diesen en auch erhält, wenn man eine 


Kugel, deren Oberfläche gleichmäßig aufgeladen ist, um einen ihrer Durch- 
messer in Drehung versetzt (s. Aufgabe 253). 


282. Legt man die Koordinatenachsen in die Hauptachsenrichtungen des 
Permeabilitätstensors, so sind die Feldkomponenten innerhalb der Kugel gleich 


H,sind e,. 


3 ; 
ud +2 Dor> 
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wobei 9, das äußere Feld bedeutet. Außerhalb der Kugel gilt 
I = Do = Ip ’ 


wobei 9n das Feld eines magnetischen Dipols mit dem Moment m mit 
w® — 1 | 


Mi; er Hoi 
u®P +2 0 


bedeutet. 
Das an der Kugel angreifende Drehmoment ist 


K=mMXSH- 
p 
1-(7) 
u (& + a je (ey Be 
Uı — Ua b 


Für u, > u, wird das Feld im Hohlraum stark abgeschwächt; es erfolgt eine 
magnetische Abschirmung. 
a\? 
De 
®) 


284. Es ergibt sich 
— 1 H,. 
(U + 24) 2tı Fo) (&) : 
2 (fı — Ma) b 
Für u, > u, wird das Feld stark abgeschwächt (7 < H,). 
285. Das Magnetfeld ist ee 


283. Man erhält 


H=|1-— 


mit 


B,r sin& für r<a, 


_ Mel, a en : 
A. ap In +14 a B,rsina für r>a. 


Die 2-Achse liegt in der Ayaaderacue; die übrigen Komponenten von A sind 
Null. 


288. Bau) 


| Tier Teen 
289. 
ji 27 b(v — 1) 
e@-M)u+) 
290. Es ergibt sich 
9; = 1 27 U la ls 


Li Lıla%s + Kalsı t Kılls %a 


0> 


wobei 9, das Feld ist, das derselbe Strom im Vakuum hervorruft. 
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291. Im Außengebiet hängen die Induktion ® und das Magnetfeld 9 durch 
die übliche Beziehung 3, = u, 9, miteinander zusammen. Innerhalb der 
Kugel gilt wegen (5.27) 8, = uı 9ı + 4 M,, wobei M, die konstante 
Magnetisierung bedeutet. Führt man wie in Aufgabe 281 das skalare Poten- 
tial ein, so erhält man 


mr 
n=-L n= 
mit 
AnM, Ara? M, 
91 ne >) 9 = 2 : 
Kat Kı Yet Kı 


Das Feld ist also innerhalb der Kugel homogen und stimmt außerhalb der 
Kugel mit demjenigen eines magnetischen Dipols mit dem Moment m überein. 


292. Das Feld innerhalb des Zylinders ist 


47 Mo 


= Kat Kı 
und außerhalb des Zylinders 
= 2r(mr) m 
u BR 


ri ya’ 


wobei I, die permanente Magnetisierung bedeutet und m =4raM,/(u, + u) 
ist. 


293. Das Feld innerhalb der Kugel ist 


3 4nMo. 
außerhalb der Kugel erhält man | 
ar[mr) m 
= dr ET (a) 


mit 
anaM, , #v—|1 


Wegen der Homogenität des äußeren Feldes ist die an der Kugel angreifende 
resultierende Kraft Null. Sind jedoch die Richtungen von M, und 9, Ver- 
schieden, so greift an der Kugel ein Drehmoment an, das man mit Hilfe des 
Spannungstensors des magnetischen Feldes berechnen kann. Das Dreh- 
moment, das an einem permanenten Magneten angreift, ergibt sich aus der 


Beziehung 
N; = Dein %%T m Im; (2) 
Ss 


wobei 7,„ den Spannungstensor (5.26) und e,;,,; den antisymmetrischen Ein- 
heitstensor bedeuten. Integriert wird über die äußere Oberfläche des Magneten. 
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Wenn man (5.26) in (2) einsetzt und zur Vektorschreibweise übergeht, erhält 
man 


j 1 
N = DEx 918,46) — - PHirxde. (3) 


Da der Koordinatenursprung mit dem Kugelmittelpunkt übereinstimmt, 
haben tr und d© die gleiche Richtung, und das zweite Integral in (3) ist Null. 
Zur Berechnung des ersten Integrals setzen wir dJ&6 = ndS = na?dQ, 
rt=an und setzen 9, aus (1) ein. Es wird 


N =, [enxso+mxnl(Son + mn)do (4) 


oder in der Komponentenschreibweise 


N; = a? e;xı Hgı Hom Nr Mm + 2eirı Aoı Ms NR Ns + 
DEREN DR BORN: 
+ eirı Mom Mı m + Tg eirı Me MENYNz5. (5) 
Wegen der Beziehung n,Nn = !/36km (8: Aufgabe 32) ergibt sich, daß zwei 


der vier Terme auf der rechten Seite der Gleichung (5) verschwinden und die 
übrigen die Beziehung 


= mx 9 (6) 
liefern; drückt man noch m durch die permanente Magnetisierung aus, so folgt 
Ara? 
= —— u X Do: 7 
u SE 2 0 Do ( ) 


Wie man dieser Beziehung entnimmt, liefert der induzierte Teil des magneti- 
schen Momentes a? 9,(u — 1)/({u + 2) keinen Beitrag zum resultierenden 
Drehmoment. 
294. Es ergibt sich 
3 u— 1 m?(l-++ cos?®) 


16 u+2 ai 
_ 4—1 m?sin® cosO 
u+2 8a? 


wobei a den Abstand zwischen dem Magneten und der Ebene und © den Win- 
kel zwischen m und der Normalen an die Ebene bedeuten. Für 4 > 1 (weiches 
Eisen im schwachen Magnetfeld) erhalten wir dasselbe Ergebnis wie im Falle 
‘des elektrischen Dipols in der Nähe einer Metallebene (s. Aufgabe 148). 

295. Man findet die gesuchten Größen, indem man in der Lösung von Auf- 
gabe 201 die elektrischen durch die entsprechenden magnetischen Größen 
ersetzt. Insbesondere ergibt sich das innere Magnetfeld 9, im Ellipsoid bei 
beliebiger Wahl der Koordinatenachsen in der Form 


Hıx = Hor — 4 N. ıMı, 
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wobei WM den Magnetisierungsvektor und N,., die Entmagnetisierungsfaktoren 
bedeuten (die von der Form abhängigen Komponenten des Entmagnetisierungs- 
tensors). Die Hauptwerte dieses Tensors wurden in der Aufgabe 197 mit n® 
bezeichnet und Depolarisationskoeffizienten genannt. 


296. Die in der Lösung der vorigen Aufgabe angegebene Gleichung bleibt 
auch im Falle eines anisotropen Magnetikums richtig. Eine weitere Beziehung, 
die M und 9, miteinander verknüpft, ist 


A,xr +4r Mx = urıÄıı- 
Aus diesen beiden Beziehungen erhalten wir 
Hor = dkmHım 
mit dm = Ökm — Nkm + Nrı kim. Daraus folgt 
Hr = bim Hom, 
wobei b;4, die Komponenten des inversen Tensors sind, die sich mit Hilfe der 
Beziehungen in der Lösung zur Aufgabe 11 ergeben. 


Wir betrachten noch einen Spezialfall. Legt man die Koordinatenachsen in 


die Hauptachsenrichtungen des Ellipsoids, so hat der Tensor u;. Diagonal- 
form: 


um 0 0 
Pik = 0 u) 0) 


Der Tensor b;, hat dann ebenfalls Diagonalform, und auch der inverse Ten- 
sor b;j! ist diagonal: | Ä 


[1 + Neue) — 11 0 0 
a 0 [1+ NXu® — 1) 0 i 
0 0 [1 + NO — 1] 


6. ELEKTRISCHE UND MAGNETISCHE EIGENSCHAFTEN 
DER MATERIE 


6.1. Polarisation im statischen Feld 


997. Man erhält 
3 3 


Ist die Ladung des Elektrons gleichförmig in einer Kugel mit dem Radius a, 
verteilt, so folgt ß = a}.!) 

899. Wegen der Symmetrie des Moleküls stimmt eine Hauptachse des Polari- 
sierbarkeitstensors mit der Molekülachse überein, während die beiden anderen 
Hauptachsen in der senkrecht auf der Molekülachse stehenden Ebene beliebig 
gewählt werden können. Von den drei Hauptwerten des Polarisierbarkeits- 
tensors sind daher nur zwei voneinander verschieden: 8®, #®9 — 8%. Zu ihrer 
Bestimmung muß man folgende Fälle unterscheiden: 

a) Das äußere Feld habe die Richtung der Molekülachse. Das induzierte 
Dipolmoment jedes Atoms hat dann die Richtung des äußeren Feldes. Bezeich- 
net man die Momente mit p’ und p’”, so erhält man zu ihrer Bestimmung die 
beiden Gleichungen 

Pferd), PERPIEHEN). (1) 
Dabei bedeuten € das äußere Feld und € und €” die Zusatzfelder, die im 
Zentrum jedes Atoms durch die Anwesenheit des anderen Atoms hervorgerufen 
werden. Man kann die Felder & und &’ durch die Dipolmomente der ent- 
sprechenden Atome ausdrücken, indem man die Gleichung für die Feldstärke 
benutzt, die durch einen Dipol mit dem Moment p hervorgerufen wird, und 
berücksichtigt, daß alle Vektoren die Richtung der Molekülachse haben. Be- 
stimmt man damit 9’ und p’’ aus (1), so findet man mit Hilfe der Beziehung 
pp +p"=- mM 

TR 1 - 
pm = 1 2(a? + 2’) Ar 1 +2p”) . 


Po ara +2p) PB" ICE: a +2P) 


b) Das äußere Feld stehe senkrecht auf der Molekülachse. Man erhält analog 
wie im Fall o) 


1 1 
Br=epVe FE — Ts I gn  ° 
1 a®-P i —- 
PTRw-T PTR 
!) Das in dieser Aufgabe betrachtete Modell ist sehr grob und gestattet nur eine größen- 
ordnungsmäßige Abschätzung. Die exakte quantenmechanische Rechnung ergibt für das 
Wasserstoffatom P = ?/,a?. 
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Für $’ = f’' vereinfachen sich die Ausdrücke für $® und B® zu 


BO = „er. pe) — a 


Die mittlere Polarisierbarkeit ist 


-— 1 2. 1 2 
= — Neon Ar A ES a a Ze 
B=z Wr +2) = BP ee 

a? 


301. 
a) Das Dielektrikum wird insgesamt anisotrop sein. Sein Polarisierbarkeits- 
tensor hat die Hauptwerte [vgl. (6.4')] 


N B® 


4rt 


PRO NOCH. AIGERENENE 
1 Ingo 
> NP 


b) Im Falle ungeordneter Molekülorientierungen gibt es im Dielektrikum. 
außer der Richtung des äußeren Feldes in makroskopischen Volumina keine 
weiteren physikalisch ausgezeichneten Richtungen. Daher wird das mittlere 
Dipolmoment p des Moleküls dem Feld %, das auf das Molekül wirkt, pro- 
portional sein: 

5=ß$. 


Pi = Bir Fr — Bir Fi, 
wobei über ein makroskopisch kleines Volumen gemittelt wird. Durch Ver- 
gleich der beiden Gleichungen folgt 


Bere Bahn Bir = 0 (für + k). 


| PR EEE 
ß = + Pr2 + ßs3)- 


Die Summe aus den Diagonalelementen des Tensors ist jedoch invariant und 
gleich der Summe PD + P®9 + pP» der _Hauptwerte (s. Aufgabe 9). Daher 
gilt 


Andererseits gilt offenbar 


Es ist also 


B= 5 (BO + Bw + B9y. 


Die dielektrische Suszeptibilität « des Dielektrikums hängt mit 8 durch die 
übliche Beziehung (6.4’) zusammen. 


302. Bildet die Molekülachse mit der Richtung des äußeren Feldes €, den 
Winkel ©, so ist die ee des Moleküls 


W= ze &= 5 B, cos? + ß, sin?0) E}. 


17 Batygin/Toptygin 
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Die Zahl der Teilchen je Volumeneinheit, deren Achsen mit &, den Winkel © 
bilden, ist durch die BOLTZMAnNsche Formel (6.6) gegeben. In der Normie- 
rungsbedingung (6.7) muß N die Bedeutung einer Teilchenzahl je Volumen- 
einheit haben. Der Polarisationsvektor wird durch die Gleichung = NY 
bestimmt, wobei p das bezüglich der BOLTZMANN-Verteilung gemittelte Dipol- 
moment eines Moleküls ist. Da die Moleküle bei Abwesenheit eines Feldes 
völlig ungeordnet verteilt sind, hat p die Richtung des äußeren Feldes. 
Infolgedessen berechnen wir p mit Hilfe der Gleichung 


E, | ezp|— Zn (ß, cos?Q + B, sin?O) sin dO 
(ß 


= l 
p= N ii pıdN = - Te | u) 
W(O)\. 
f»(- ET )sin® do 


0 


wobei pı] die dem Feld parallele Komponente des Dipolmomentes des Mole- 
küls bezeichnet. Da das Feld in der Aufgabenstellung als schwach voraus- 
gesetzt wurde, genügt es, nur die Terme zu berücksichtigen, die in 

(ı = Po) # 


ante ° 
ur a 


linear sind. Benutzt man ferner die Gleichung P=Np=c«E,, so erhält 


man schließlich 
2 = E: 
= Nß,-+t-— EN, - a1 + ee]. 


Diese Beziehung zeigt, daß sich eine nichtlineare Abhängigkeit zwischen ? 
und Z, ergibt, da « von E, abhängig ist. Schätzt man den Korrektionsterm 
bei gewöhnlichen Temperaturen (T = 300°K) ab, so findet man unter der 
Annahme, daß ß, — ß, von der Größenordnung 10-2 cm? ist, den Wert 
kTl(8ı — Pe) & 10°. Dieser Term ist also für E, << 10°? V/cm klein. Vernach- 
lässigt man den Korrektionsterm, so erhält man für & den oben berechneten 
Ausdruck 


a N + 2P,) 
(s. Aufgabe 301). 


305. Das zusätzliche Potential, das durch die Quadrupolpolarisation des 
Dielektrikums hervorgerufen wird, ist 


QudV, ) 


97 0x; 0%% 


wobei R den Abstand zwischen Aufpunkt und Volumenelement AV bedeutet 
und über das Volumen des Dielektrikums integriert wird. Andererseits ist das 
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Potential der räumlichen und Oberflächenladungen im allgemeinen 


o- [Zar+ [Gas+ [Frlz)as (2) 
R R R 
wobei 0’ die Raumladungsdichte, 0’ die Flächenladungsdichte und 7 das 
‘Moment der Doppelschicht bedeuten. Bringt man (1) in die Form (2), so erhält 
man 

; 1 dir ı_ 4 din 


1 
— nz an. . . 
zen 2 dm, +23 Urini- (3) 


Die Quadrupolpolarisation ist also der Raumladungsdichte 0’ innerhalb des 
Dielektrikums, der Flächenladungsdichte o’ und der elektrischen Doppelschicht 


mit dem Moment 7’ auf der Oberfläche des Dielektrikums äquivalent. Da die 
Raum- und Flächenladungsdichte im Dielektrikum mit dem Polarisations- 
vektor durch die Beziehungen 0’ = — div und 0’ = P/ zusammenhängen, 
ergibt sich aus (3), daß die Quadrupolpolarisation der zusätzlichen Dipol- 
polarisation | 


und der Doppelschicht mit dem Moment r;, äquivalent ist. 

Man kann die Gleichung (3) auch erhalten, indem man die Energie des 
Dielektrikums betrachtet, die durch die Quadrupolpolarisation hervorgerufen 
wird. 

306. Man erhält 


_Ihhr32+3lı 2 \” 
tiraeafirdere 


mit <= 4nN ß. Die Polarisierbarkeit ß ist für polare Stoffe in schwachen 
Feldern durch die Beziehung | 
u 
Z— 3kT 


gegeben, wobei p das Dipolmoment des Moleküls, k die BOLTZMANnN-Konstante 
und 7 die Temperatur bedeuten. 

Für << 1, wo der Unterschied zwischen dem Feld, das das Molekül be- 
einflußt, und dem mittleren Feld sehr klein wird, ergibt sich 


e=1+x=1-+4nN?. 


307. Die gesamte magnetische Suszeptibilität ist gleich der Summe aus der 
paramagnetischen und der diamagnetischen Suszeptibilität (s. [84]): 
N ms Ne — 
ET me (1 


17* 


260 Antworten und Lösungen 


Das in (l) vorkommende magnetische Moment m, eines Rotators kann fol- 
gendermaßen berechnet werden. Nach einem bekannten Satz gilt 


e 
ml} (2) 
wobei L der Drehimpuls des Teilchens ist. Im Falle des Rotators hängt L’ 
mit der kinetischen Energie durch die Beziehung 


L2 
= 2m a? 


W; (3) 
zusammen. Daher ist der statistische Mittelwert L? mit. der mittleren kinetischen 
Energie durch 

L’=2ma?W, (4) 
verknüpft. 

Die mittlere kinetische Energie W, kann mit Hilfe des Gleichverteilungssatzes 
der Energie bestimmt werden. Da der Rotator zwei Freiheitsgrade besitzt, 
eilt W. = kT. Setzt man (4) und (2) in (1) ein, so erhält man y=0. Dieses 
Ergebnis steht in Übereinstimmung mit dem allgemeinen Satz, daß das 
magnetische Gesamtmoment eines Körpers, der der klassischen Statistik ge- 
horcht, Null ist. Ein von Null verschiedenes magnetisches Moment ergibt sich 
nur dann, wenn eine Annahme über die Existenz diskreter Elektronenbahnen 
in den Atomen gemacht wird. Eine solche Annahme geht jedoch über den 
Rahmen der klassischen Theorie hinaus.!) 

308. Die Konzentration der Ionen (N) und der Elektronen (r) wird durch 
die BoLTzmAnnsche Formel (6.6) bestimmt: 


NeN,EFauT,. MEN eaRE (1) 


Dabei bedeutet @(2,y,2) das elektrostatische Potential. Die Faktoren vor 
den Exponentialfunktionen sind so gewählt, daß N und n für T — oo, wo die 
Wechselwirkung zwischen den Teilchen unbedeutend wird, die Werte N, und 
n, annehmen. Gemäß (1) schreiben wir die Ladungsdichte in der Form 


o=ZeN—en=e(ZN,e-ZerlkT_ n,eePlkT), (2) 
Das Potential @ ergibt sich aus der Poıssoxschen Gleichung 
Ay= —4no = —4ne(ZN,e-ZePlkT— n,eePlkT), (3) 


Bei der Lösung dieser Gleichung benutzen wir, daß die Wechselwirkungs- 

energie klein gegen die thermische Energie ist: 

Zeo 
kT 


<P\<ı. 


1 
, 


1) Näheres hierzu findet man z.B. in der „Einführung in die statistische Physik“ von 
B.G. LEwItscH, Moskau 1954, S. 410. 


6. Elektrische und magnetische Eigenschaften der Materie 261 


Entwickeln wir die Exponentialfunktionen in Reihen, wobei nur die in o 
linearen Terme berücksichtigt werden, und benutzen die Bedingung ZN, =n, 
für die elektrische Neutralität des Gases, so erhalten wir 


u? „__ 4ret(ZN, + No) 
Er RE Mm — I, 4 
@ 1% LET (4) 
Damit können wir die Gleichung (3) in der Form 
| Apo=x°o (5) 


schreiben. ® kann nur vom Abstand r des betrachteten Ions abhängen. Die 
kugelsymmetrische Lösung der Gleichung (5) lautet 
e-*r e* r 


+0; 


Da das Potential nicht unendlich groß werden darf, gilt ©, —= 0. ©, wird mit 
Hilfe der Bedingung bestimmt, daß das Potential für r<< 1/x in das reine 
CouLomB-Potential des betrachteten Ions übergehen muß: 

Ze C, 


Pir<ij er ee C,=Ze. 


9o—=(, 


r 


Das Ion ist also von einer ‚Wolke‘ von Elektronen und Ionen umgeben, 
deren Dichte nach einem Exponentialgesetz abnimmt, während der mittlere 
Radius 1/x um so kleiner ist, je kleiner die Temperatur ist. 

Die in dieser Aufgabe betrachtete Methode der Potentialberechnung geht 
auf DEBYE und HÜCcKEL zurück, die sie in der Theorie starker Elektrolyte 
anwandten. Die Konstante 1/x wird als DegyE-Hückeuscher Radius bezeich- 
net. 


309. Die dielektrische Verschiebung wird innerhalb der Platte durch die 


Beziehung Bar 
% 


D(x)=E 


mit x = 4 e? as kT beschrieben. Für x<h> 1 wird in der Nähe der Ober- 
flächen x = -+h 


0 cosh xh 


Do)=2,e"*re2b. 


Daraus folgt D(x) = Ofür | x — kh|=> 1/x,d.h., das Feld dringt bis zur Tiefe 1 [x 
in den Leiter ein. In der Schicht dieser Tiefe ist die Ladung 


1 0D 


e-*(h-|z]) 
= An x =47,7 


konzentriert. 
Die in der makroskopischen Theorie betrachtete Dichte der ‚Oberflächen“- 
ladung ergibt sich durch Integration von o. An der Grenze x = h wird 


= | ode - 


ee En 
’ 
4t 
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was mit der üblichen Grenzbedingung an .der Oberfläche eines Leiters über- 
einstimmt. 


310. Man erhält 
_ _ sinhxx _ 178 ein, 
Pr inhuh ehT 
x® ist hier doppelt so groß wie in der vorigen Aufgabe, da zwei Sorten beweg- 
icher Ionen vorhanden sind. 


6.2. Polarisation im zeitlich veränderlichen Feld 


3ll. Man erhält 
e=1+4nNa, u=1-2nNa<l. 


Ein solches Dielektrikum ist diamagnetisch. Dielektrizitätskonstante e und 
Permeabilität u hängen infolge der Annahme über die ideale Leitfähigkeit der 
Kugeln nicht von der Frequenz ab. 

Man kann das künstliche Dielektrikum als dichtes Medium betrachten, wenn 
die Bedingungen A>1, 4> a erfüllt sind, wobei ! den mittleren Abstand zwi- 
schen den Kugeln bedeutet. Den Unterschied zwischen dem wirksamen und 
dem mittleren Feld kann man nur vernachlässigen, wenn die Polarisierbarkeit 
des Mediums klein ist (d.h. für 4zN a? <]). 


312. Die Bewegungsgleichung des Elektrons ist 


mi+tni=eß,et®!. (1) 
Ihre partikuläre Lösung, die den erzwungenen Schwingungen entspricht, lautet 
ea e &,e-t®! 
. m(w* +iyw) 


mity = n/m. 
Das Dipolmoment je Volumeneinheit erhält man durch Multiplikation von ı 
mit der Ladung e des Elektrons und mit der Teilchenzahl N je Volumen- 
einheit. Die Polarisierbarkeit x(w) des Mediums und die Dielektrizitätskon- 
stante e(w) sind dann folgendermaßen miteinander verknüpft: 
[0y o 4neN 


ren op = m . (2) 


Den Zusammenhang zwischen dem spezifischen Widerstand oe und dem 
Koeffizienten 7 erhalten wir mit Hilfe der Gleichung (1) und des Onmschen 
Gesetzes: 

---7 (8) 

FT Ne 
Dasselbe Ergebnis erhält man durch Vergleich der Dielektrizitätskonstan- 
ten (2) mit der komplexen Dielektrizitätskonstanten (8.8), die durch die Leit- 
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fähigkeit ausgedrückt wird: 


‚4 
ew)=e! ti a, (4) 
@ 
Trennt man in (2) Real- und Imaginärteil, so erhält man 
w* e2 N y 
ee # ren DE 5) 
ö + mot +p) 2 


Aus (5) folgt, daß e’ und o von der Frequenz abhängen. Für © <y nehmen 
sie ihre statischen Werte 


an v ; 
Wie aus (4) und (5) folgt, wird die komplexe Dielektrizitätskonstante einer 
leitenden Kugel für kleine Frequenzen (w — 0) unendlich groß. Für große Fre- 


quenzen wird ’ 


Eine solche Abhängigkeit &(w) für große Frequenzen gilt auch für Dielektrika. 
Wir schätzen nun die Größenordnung von y = n/m für Kupfer ab (die Leit- 
fähigkeit im statischen Fall ist o = 5 - 10!” s-!). Aus (3) folgt 


 N& Ned 
om cmA’ 


wobei N, # 6.10% Mol-! die LoscHMiptsche Zahl, A » 63,5 g/Mol das 
Atomgewicht und d » 8,9 g/cm? die Dichte von Kupfer bedeuten. Die Ab- 
schätzung ergibt y » 10! s-!; zum Vergleich sei bemerkt, daß dem sichtbaren 
Teil des Spektrums Frequenzen von »10!5 s-! entsprechen. 

Man kann also annehmen, daß die Leitfähigkeit im vorliegenden Fall den 
Wert, den sie im stationären Fall hat, bis zu Frequenzen im infraroten Teil 
des Spektrums beibehält. Bei hohen Frequenzen, bei denen die freie Weglänge 
des Elektrons mit der Eindringtiefe des Feldes im Metall vergleichbar wird, 
beginnen sich allerdings Effekte der räumlichen Feldinhomogenität bemerkbar 
zu machen, und die makroskopische Größe e (Dielektrizitätskonstante) verliert 
ihren Sinn (Ausführlicheres hierzu findet man in [33] und [55], $ 67). 

Die in dieser Aufgabe für einen unbegrenzten Frequenzbereich erhaltenen 
Ergebnisse sind auf Metalle, Halbleiter und ionisierte Gase (Plasmen) anwend- 
bar, wenn die Bewegungen der positiven Ionen vernachlässigt werden können. 
Zur Berechnung der Dielektrizitätskonstanten eines Plasmas unter Berück- 
sichtigung der Bewegung der positiven Ionen s. Aufgabe 321. 

313. Da die Moleküle des Dielektrikums nicht kugelsymmetrisch sind, wer- 
‚den sie durch das äußere Feld €, zum Teil ausgerichtet, und das Dielektrikum. 
wird insgesamt anisotrop. Dabei kann man die orientierende Wirkung des ver- 
änderlichen Feldes auf Grund der Bedingung E,< E,„ vernachlässigen. Da 
das äußere elektrische Feld €, die Ursache für die Anisotropie ist, wird eine 
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Hauptachse des dielektrischen Tensors mit der Richtung von €, überein- 
stimmen, während die beiden anderen Hauptachsen senkrecht auf €, stehen. 

Wir bezeichnen die Komponenten des Polarisierbarkeitstensors des Moleküls 
in diesen Hauptachsen mit f/, (die Werte ö, k = 1 entsprechen der zu €, par- 
allelen Hauptachse). Zwischen f/, und P® besteht der übliche Zusammenhang 


Bir = &%;1&km Pim = (B == Piya;ı Kkıt P’öik- 


Dabei bedeuten die Größen &;, die Kosinus der Winkel zwischen den Sym- 
metrieachsen des Moleküls und den Hauptachsen des dielektrischen Tensors 
(benutzt wurde die Beziehung «&; |, &ı = 6ir, die sich auf Grund der Ortho- 
gonalität der Matrix «;, ergibt). Um den Tensor der dielektrischen Suszepti- 
bilität je Volumeneinheit des Dielektrikums berechnen zu können, muß man 
mit Hilfe der BoLtzmAannschen Formel die statistischen Mittelwerte der ff}, 
bestimmen, d.h. die Produkte «&;, &., mitteln. 

Bezeichnet man die Polarwinkel der Symmetrieachse des Moleküls im ge- 
strichenen System mit # und 9, so können die «,; in der Form 


%1= 0080, &,=sindcosp, As = Sindsinp 


geschrieben werden. 
Führt man die Mittelung mit Hilfe der BoLrzmannschen Formel durch 
Se in Aufgabe 302), so erhält man bis auf lineare Terme bezüglich a = 
— (B, — P}) EZ]2KT genau 


—— l ea 1 2 
1 |! +50), a = Ms = zii = 75). 


A;i1drı ) für & =E k 


(8, und 5 sind die statischen Werte des Polarisierbarkeitstensors des Moleküls). 
Daraus folgt 1 4 
Pa=38-M(i+75«)+B. 


5-56 (1-50) +P" 


‚Unter Vernachlässigung des Unterschiedes zwischen dem auf das Molekül wir- 
kenden Feld und dem mittleren Feld erhält man die Hauptwerte des dielek- 
trischen Tensors in der Form 


CdD=-1+4nNPß,, = = 1+4nNBL:. 


Dieses Ergebnis zeigt, daß das Dielektrikum in einem starken konstanten 
elektrischen Feld bezüglich hochfrequenter Schwingungen (z.B. Lichtschwin- 
gungen) anisotrop wird. Man bezeichnet diese Entstehung einer Anisotropie 
unter der Wirkung eines konstanten elektrischen Feldes als Kerr-Effekt. Die 
Trägheit dieses Effektes ist sehr klein; die Anisotropie entsteht bzw. ver- 
schwindet in einer Zeit der Größenordnung 10-105 (diese wird durch die Zeit 
bestimmt, in der sich im Dielektrikum statistisches Gleichgewicht einstellt). 
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Der Kerr-Effekt wird in der Technik vielfach zur schnellen Modulation der 
Lichtstärke benutzt. 
Die gestellte Aufgabe wurde zuerst 1910 von P. LAngEvIn gelöst. 


314. Setzt man den Parameter pE,/kT = a als klein voraus, so erhält man 
bis auf Terme der Ordnung a? genau die Beziehungen 


a=36-Mli +50) +P. 


2ı _RI l ’ 1 ‚ 
Pa=Po=-36- 1-5 @)+P, 
ed =1+4nNBßl,, DEI +AnN Plz. 


Die Bezeichnungen sind dieselben wie in der vorigen Aufgabe. 


315. Die Amplitude des Feldes € nehme um d® = (dE,, dE,, dE,) zu. Da- 
bei wird am Molekül die Arbeit 


ae 5Re(p dE*) = 0b dE* + p* d6) a) 


geleistet, wobei 9; = P;r Er die Komponenten des Dipolmomentes des Systems 
bedeuten. Da keine Energie absorbiert wird, erscheint diese Arbeit vollständig 
als Vergrößerung der mittleren potentiellen Energie des Moleküls im äußeren 


Feld: 
dA=dMW. 


Daher muß der Ausdruck für dA ein vollständiges Differential einer Funktion 


der Feldamplitude, der Energie des Systems, sein. Schreibt man dW in der 
Form 


, Wo R 
daW = rn 2 (Bir ErdEi + Pi; EF AE,), (2) 


so sieht man, daß dieser Ausdruck nur bei f;., = fx: ein vollständiges Diffe- 
rential sein kann; dann gilt aber 


— 1 | 1 1 
daW = 12 Pır(Er d#” + E dE,) = 7zPir d(E}E,) = alz» 6*), 


Genauso kann man zeigen, daß der Tensor der magnetischen Polarisierbarkeit 
für ein System, in dem keine Energiedissipation stattfindet, hermitesch ist. 


317. Die Bewegungsgleichung eines Atomelektrons, das durch eine elastische 
Kraft an den Kern angekoppelt ist, lautet 


n e \ D 
+ or a Bo, x |. 


266 Antworten und Lösungen 


wobei w, die Frequenz der Eigenschwingungen bedeutet. Löst man sie mit der 
Methode der sukzessiven Näherungen, so erhält man in der bezüglich 9, 
linearen Näherung 


€ : | 
= - = a &x 80. 


—— 1 Yy a en et om pe Mage ger 
m(w5 — w?) m? c(w5 — w? 

Zur Berechnung des Polarisierbarkeitstensors des Atoms benutzen wir die 
Schreibweise des Vektorproduktes mit Hilfe des antisymmetrischen Tensors e; x ı 


(s. Aufgabe 26). Es ergibt sich 
e? . .e&wä,pı 
Nach der allgemeinen Aussage, die in der Aufgabe 315 bewiesen wurde, ist 


dieser Tensor hermitesch. Der Gyrationsvektor (s. Aufgabe 316) ist im vor- 
liegenden Fall 


= 


e? w 5 2ew 2: 
m? c(w — 02) * mw — we) 


wobei &, = e H/2m c die LARMOR-Frequenz bedeutet. 
318. Man erhält 


1 i 
_ (+ =) (et — e- 
5 (€ + €”) 2 (€ e) 0 
RT ee) Zerte) 0 
en. 5 € 
0 0 ge 
mit 
een. .@5 PR [Ay „a _ TEN 
u o (0 + 2w1)— wi’ u au PP m. 


Der Gyrationsvektor ist dem Betrage nach 
1 
I=Z (e* — €) 


und hat die Richtung der z-Achse. 

Das Ergebnis der vorigen Aufgabe folgt aus der exakten Lösung unter der 
Bedingung 20, < |w, — @2|. 

319. Der Tensor &;, hat dieselbe Form wie in der vorigen Aufgabe. Jedoch 
sind e* und &° durch die folgenden Ausdrücke gegeben: 


a8 
Be ee ee 
0 + w(iy + 2w,) 
u © 
o+tiwy 
ze u eH, o__ 4neN 
Eee en ra 


6. Elektrische und magnetische Eigenschaften der Materie 267 


Da im Elektronengas eine ‚Reibung‘ vorhanden ist (n == 0), erfolgt eine 
Energiedissipation, und der Tensor e;, ist nicht hermitesch. 


320. Wir erhalten 


j=06+6xa 
mit 
e?N e? N N 
ee 


Das Magnetfeld führt zur Entstehung eines Stromes, der auf dem elektrischen 
Feld senkrecht steht (HALL-Strom). 
Die Umkehrformel lautet in derselben Näherung 


I: 
G= 2 j IE R 1x Do ’ 
wobei R=1/ceN die Harz-Konstante ist. 
Der Tensor der elektrischen Leitfähigkeit ist 
Gr = 0 Öir — Eirı9ı- 
321. Wir bezeichnen Masse, Geschwindigkeit und Ladung des Elektrons mit 


m,t und —e, des Ions mit M, R und +e. Dann erhalten wir das folgende 
System von Bewegungsgleichungen: 


mim ei ic mr, | 
u | (1) 


Dabei bedeuten 9, das statische homogene Magnetfeld und my den „Rei- 
bungskoeffizienten‘; die Reibungskraft ist der Relativgeschwindigkeit, d.h. 


der Größe it — R für die Elektronen und der Größe R — t für die Ionen, 
proportional. Das elektrische Feld & = &, e '®! hängt harmonisch von der Zeit 
a 


Wir setzen die Lösung des Gleichungssystems (1) in der Form 
euer Nee (2) 
an, wählen die Richtung von 9, als 2-Achse und führen mit Hilfe der Formeln 
1 di 
41 = F—(:ttry): Rorsı= FT (Ros + Roy) 
+1 Ye 0 0% +1 y2 0 0Y 


die zyklischen Komponenten der Vektoren r, und R, ein. Setzt man (2) in (1) 
ein und addiert die erhaltenen Gleichungen: 


— tom + MR, = —(R — U)X Do 


so kann die linke Seite der erhaltenen Gleichung in der Form 


—io[M +m)R, + mit, — Ro)] 
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geschrieben werden. Durch Vernachlässigung von m gegenüber M findet man 


m 
@Roy,+ı = (+ Aut or) (3) 
mit 
eH 
Qu=T, I em —T- 


Nun dividieren wir die erste der Gleichungen (1) durch m, die zweite durch M 
und subtrahieren die erhaltenen Gleichungen voneinander. Vernachlässigt man 


eE|M gegen eE/m, (m/|M)ys gegenys und e(R x H)/Mec gegen e(i x H,)/me, 


so erhält man mit Hilfe von (2) 


(-tio+yTFiop)szı Tiwn Ro,sı = — Burı, | 
| (4) 


E 
— 0, = EL joys,, 
m 
wobei &z = eH,/m c ist. Aus (3) und (4) erhält man 3. 
Der Polarisationsvektor ® wird mit Hilfe der Formel 
B=Ne3serie! 


berechnet, wobei N die Ionenzahl (bzw. Elektronenzahl) je Volumeneinheit ist. 
Die Komponenten des dielektrischen Tensors schreiben wir in der Form 


2 


0) 
Le se pP 
ö N ou Ay i 
oo +1y + 02 - SEE) 
0) 
2 
PO 27, GERRRHER.. SUEREE 
o(w +ry) 


Die Komponente &2) hat dieselbe Form wie die skalare Dielektrizitäts- 
konstante bei Abwesenheit eines Magnetfeldes, die in der Aufgabe 312 be- 
rechnet wurde; für ® > 0 nimmt sie unbeschränkt zu. Die Komponenten e* 
enthalten bei Berücksichtigung der Ionenbewegung im Nenner den Zusatz- 
term Op Jr, der für Ay/w< 1, d.h. bei großen Frequenzen w, vernachlässigt 
werden kann. Er wird jedoch für kleine Frequenzen wesentlich und führt dazu, 
daß die Komponenten &* für & — 0 endlich bleiben: 


Dank dieser Eigenschaft können im Plasma Wellen sehr kleiner Frequenz 
existieren (magnetohydrodynamische Wellen). Die Ausbreitung elektromagne- 
tischer Wellen im Plasma unter Berücksichtigung der Schwingungen der posi- 
tiven Ionen wird in Aufgabe 457 betrachtet. 
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322. Im Koordinatensystem, dessen x,-Achse mit der ausgezeichneten Rich- 
tung übereinstimmt, muß der Tensor T7',, die Form 


T 7,0 
T;x u ze, 7: 0 
0 07T, 


haben. Das entspricht den Resultaten der Aufgaben 318, 319 u. a. 

324. Da das Feld zum Zeitpunkt t = 0 eingeschaltet wird, folgt aus dem 
Kausalitätsprinzip, daß Pit) = 0 für 6< 0 ist. Bezeichnet man die dielek- 
trische Suszeptibilität mit «= « + i «”, so erhält man 


Pt) = [ter So) "dw = 52 [ atwyeietdor, (1) 


wobei &(w’) die FOURIER-Komponente des Feldes E(t) = &, Öff) ist. Wir 
multiplizieren (1) mit e!®! und integrieren über # von — oo bis 0. Wegen der 
Bedingung B(t) = 0 für 2 <(0 ist 


oo 0 
1 
een ' / -i(w’—-w)t _— EI 2 
FERIZCE di =0 (2) 
Benutzt man (A 1.17) und trennt Real- und Imaginärteil, so findet man 
1 [44 4 1 [4 ! 
EZ (w‘) der = f AR, du (3) 
I ww — © TC wo — © 


woraus unmittelbar die Kramers-Kronısschen Beziehungen folgen. 
325. 
—1 


ol 4+ ar 


6.3. Ferromagnetische Resonanz 


326. Es ergibt sich 
M,=4Asin(wt+o, M,=4co(wt+oa), M.=Ü 
mit &, = yH,. Dabei bedeuten & die Anfangsphase und A und C Konstanten, 
die durch die Bedingung M? = M,, d.h. A? + 0? = M3), miteinander ver- 
knüpft sind; M, bezeichnet die Sättigungsmagnetisierung. Die Bewegung des 
Magnetisierungsvektors stellt gewöhnlich eine LARMOoR-Präzession dar. 
327. Wir setzen die Lösung der Gleichung 


d 
Fe INX tm M (1) 
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in der Form 


M,„=m,e"®i, M,=m,e’'®!, M,=M,-+ m,e*"®' 


an, wobei w eine unbekannte Frequenz ist; die 2-Achse hat die Richtung von 9,- 
Wenn man (1) auf die Koordinatenachsen projiziert und M einsetzt, erhält 
man ein System algebraischer Gleichungen, die unter der Bedingung 


2 . 
a — (®+ 0,5)” — 
lösbar sind. Die Frequenz w erweist sich als komplex: 
= du — Or; 


das Vorhandensein von Verlusten führt wie gewöhnlich zu einer gedämpften 
Bewegung. Die Phasen der Komponenten m, und m, sind um z/2 gegenein- 
ander verschoben. Der Vektor I vollführt eine gedämpfte Präzessionsbewegung 
um 9o- 

328. Legt man die 2-Achse in die Richtung von 9, so hat das magnetische 
Gesamtfeld die Komponenten 


h,eriet, h, e-iot h,ei®!ı. H,. 
Wir setzen die Lösung der LAnDAUV-LirscHızschen Gleichung (6.15) in der Form 


M,„= m,„e"®!, M,=m,e"®', M,=M,+m,e-®! (1) 
an, wobei M, die Sättigungsmagnetisierung ist. Diese Form der Lösung ent- 
spricht der Annahme, daß die LARMOR-Präzession infolge der Dämpfung auf- 
hört und die Schwingungen nur durch das hochfrequente (erzwingende) Feld 
aufrechterhalten werden. Daher muß man die Größen m,, m,, m, als klein, 
aber von einer Größenordnung nicht unterhalb von h voraussetzen. Setzt man 
(1) in die Lawpav-LirscHizsche Gleichung ein und vernachlässigt die in h 
und m quadratischen Terme, so erhält man die Komponenten von m in der 
Form 


2 . 

wo iO @g ) 
Mey, hung len 
x Xo «w2 ns w? zT Xo 8 en w? Y? 

. 2 

00% ws (2) 
m, = Ya h,. + Yn  ——h 
Y Xo AR BR Ko ws — mr 9’ 
mM, = 0 


. Hieraus ersieht man, daß die Größen m, und m, in Abhängigkeit von w bei 
festem &, = yH, oder von AH, bei festem w Resonanzen aufweisen; im Punkt 
@ = ®, nehmen die Komponenten m, und m, unbeschränkt zu, und es tritt 
eine ferromagnetische Resonanz ein. 

Die unbeschränkte Zunahme der Amplitude von m hängt mit der genäherten 
Lösung der LANDAU-LirscHizschen Gleichung zusammen. Die exakte Lösung. 
(s. Aufgabe 330) muß gewährleisten, daß |M | konstant ist, da aus der LANDAU- 
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LirscHızschen Gleichung M? = const folgt. Bei der Lösung der Aufgabe mit 


der Methode der sukzessiven Näherungen unter Berücksichtigung der Verluste 
bleibt M ebenfalls beschränkt. 


329. Man erhält 
X 1% 0 
Kr |iXa Xı 9 


0 N) 0 
mit 
| 0 a7 
AT Er’ Ka KR ae’ 
kı — Vi Ua 0 
Kirzlilha Bi 9) 
0 0 a 
wobei 
u=1l+4ny, Ming, um | 
ıst. 


Wie die angegebenen Gleichungen zeigen, sind 4;, und u;r hermitesche Ten- 
soren (u#;r = uR;)- Das bedeutet, daß das Medium gyrotrop ist und keine Ver- 
luste auftreten. | 

Abb. 54 zeigt die Frequenzabhängigkeit der Komponenten u;r-!) Es ist 
(Hy)res X 3400 De = 8500/r[A/cm]. 

330. Man erhält 


h 
M,= T. C cosot, 
(48) 2 \ u, 
oO, . 
M,-7, not, M,=Ü Ha 
mit 0 


5 4 P} 
Av=o, —-w, %=yH,: Ho [10°0€] 


oo, =yh. 2 
Die Konstante C kann aus der Bc- | 
dingung | | 4 
M,+M), + M=M3 
bestimmt werden, die aus der LAnDAU-Lirscntzschen Gleichung folgt: 
do! 
Q 


—— | u Gr GE Ge Ge ns en w— (men Em Bun Gr bee uns su 


: Abb. 54 


(= 


M,- 
Dabei ist @ = YAw! + @%. 


1) Die Abbildungen 54 und 55 sind [42] entnommen. 
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Der Ausdruck für C enthält den Betrag |Aw|, da M, >0 ist. Die Kompo- 
nenten von M haben die Form 


M „== + Mo 0s0t = ha, 
© j 
M,= = M,. 


Dabei entsprechen die Vorzeichen dem Vorzeichen von Aw. Wie aus diesen 
Gleichungen folgt, ist die Relation zwischen M und h nichtlinear, und der 
Proportionalitätsfaktor y hängt von h ab: 


yMo 
ie Ur en 
z VA w: + ©? 
Der Präzessionswinkel # (Winkel zwischen WM und 9,) wird durch die Glei- 
chung 
yet 
M, 2 


bestimmt, wobei | 
ist. | 
Bei einer ferromagnetischen Resonanz gilt Aw = 0, und aus (l) ergibt sich 
M,„=+M,cosot, M,= +M,sinwot, M,=d. 
Der Vektor M rotiert mit der Frequenz w in der Ebene, die auf 9, senkrecht 
steht. Seine Komponenten sind stets endlich. 
331. Es ergibt sich 
erg MM, + me-iet, 


wobei M, die Richtung von 9, besitzt, während die Komponenten von m 
durch die Gleichungen 


02 — ıww, RX) 
a 0 
Mm, = hr I Ya ——h 
0 . . 
ak 2? - 02 — 2iww, ” HR _ Hmm, ee 
OXKOy 0? —- ww, 
m Free 0 2 5 h + E . . 
vr 02 — 08 — 2iww, ” %0 022 — W —- 2iww, °” 
0, 
M; — Xo B h,; 
0 —3I@ 


2=Vo —-w, w=YyH, 


bestimmt sind. | 
Wie man daraus ersieht, hat das Vorhandensein von Verlusten (wo, + 0) zur 
Folge, daß die Amplitude von: m bei der Resonanz endlich bleibt. 
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332. Man erhält 


ie 0 ER 
Kir = in . 0) Ametim 
ik — a l ’ 


© a ehe 
22(02 — 2) + 20° w2 

(22 — 2)? + Aw? w? 

„ | © @,(42? + w?) 
Bı= do ga 


— 92)? + 4? w2 ’ 


HL=1+4ay 


y © @, (2? — ?) 
Ha An Er Ada” 
eu Ser. 
Ka (Q2 — 2)? + 4w? w® 
mit 
2=-Votor, n=yH, m=ltirg 


(H res 7 3400 Oe = a an 
zw cm 

Abb. 55 zeigt die Abhängigkeit der Größen u und u vom konstanten 
Feld H,. Die Abhängigkeiten der Größen u, und u, von H, sind anomal. 

Die Imaginärteile #7 und us sind für H, = (Hy)rs ® w/y maximal, wäh- 
rend die Realteile u und uw, für H, = (w + w,)/y Extremwerte annehmen. 

Die in Abb. 55 dargestellten Kurven u 
sind ähnlich den Dispersionskurven uud, 
für e(w) (s. Abb. 16, S. 71). 

Die Imaginärteile u, u und ui * 
der Tensorkomponenten bestimmen 
die. Dissipation der elektromagne- 
tischen Energie. Sie werden für &, = 0 
gleich ul. > A Dr Sau 


333. " 0 4  H,[10208] 
AH, = y' (Hofes 
3354. Wir legen die Koordinaten- Abb. 55 


achsen in die Hauptachsenrichtungen 
des Ellipsoids, wobei die 2-Achse die Richtung des Feldes 9, hat. Dann hat 
der Tensor N;, Diagonalform. Die LanDAv-LirscHizsche Gleichung lautet 
also in Komponentenform 
M,= —y[H, + 4n(NW — N@) M,]M,, 
M,= yIH, + 4n(N®@ — N®) M,]M,, (1) 
M, = —4ny(N® — NW) M,M,. | 


18 Batygin/Toptygin 


274 Antworten und Lösungen 


Die Gleichungen werden also nichtlinear. Unter der Annahme, daß die Ab- 
weichungen des Vektors M von der Gleichgewichtslage (Richtung der z-Achse) 
klein sind, setzen wir die Lösung in der Form 


MM, + me-iet (2) 


an, wobei der Vektor Mt, die Richtung der z-Achse hat. Vernachlässigt man 
nach dem Einsetzen von (2) in (1) Terme mit m?, so ist das System (1) lineari- 
siert. Setzt man die Determinante des Gleichungssystems gleich Null, so erhält 
man 


0? = 0; = Y?[H, + 4n(N® — N®) M,] [H, + 4r(NW — N®) My]. 
335. Man erhält 


(z) (y) 
BEER ER nn. a 


un 0 
9 Xo = H,—N@M, 


&, ist in der Lösung zur vorigen Aufgabe angegeben. 
336. Legt man die 2-Achse in die Richtung von 9,, so erhält man 


Xı — 3 Ya 0 
Kir = |tXa X 0) 
0 0 0 
wobei 
1 3 
ee 7 W"MolH, + (NW — N®) M,l—-iywwr}, 
1 z 
Xa 7 ZW’ Hılds + (N@ — N®)M,]— IX w @r} 
und 


A = (o} — 02) — iw@,[2 + Xo(N@ + Nw)], 


M, 1 
Ko H,— N®M, ’ Ka - groM 


sind. Da in die Ausdrücke für die Tensorkomponenten x; Entmagnetisierungs- 
faktoren eingehen, werden die Lage der Resonanz und die Breite der Resonanz- 
linie von der Form des Körpers abhängen. 


337. Das System der Bewegungsgleichungen für die Magnetisierungsvekto- 
ren M, und M, lautet 


AM, 
di 


AM, 
= y MH AM), TE MX AM). 


Wir setzen die Lösung in der Form 
MeMut+ mei, MM. t meri®' 
an (M,. und M,, sind die Gleichgewichtswerte von M, und M,). 
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Zur Lösung des Gleichungssystems (1) geht man zu den zyklischen 
Komponenten 


mi =mjtimy (G=1,2) 
über. Die Frequenzen der Eigenpräzession sind 
@ı =YHo Wa=YyA|Mio— Mao|- (2) 


Die Beziehungen (2) gelten unter der Bedingung A |Mi. — Mao| > Hu. Die 
Frequenz @,, hat die gleiche Größe wie im Falle eines Ferromagnetikums ohne 
Untergitter. Die Frequenz w,z hängt vom molekularen Feld ab und ist ge- 
wöhnlich sehr groß gegen wgı- 


18* 


7.  QUASISTATIONÄRES ELEKTROMAGNETISCHES FELD 


7.1. Quasistationäre Erscheinungen in linearen Leitern 


338. Man findet 


20H 
Bag — sin (01 — 9) 
r+(2 
mit 
i u L 
ano ceR 
sowie 


L bedeutet die Induktivität des Ringes (s. Aufgabe 272), R seinen Widerstand 
und /, die Amplitude des Stromes im Ring. Der Anfangszeitpunkt wird so 
gewählt, daß die Schleifenebene für i = 0 senkrecht auf H, steht. 

339. 


N-_® (SA) R 
2c oL 1 \2 
2 un: 
hr +( 2 _ 


340. Die mittlere verallgemeinerte Kraft, die die Tendenz hat, die verall- 
gemeinerte Koordinate g; zu vergrößern, ist 


Dabei bedeuten ZL und RZ Induktivität und Widerstand des zweiten Kreises 
und Z,, den Wechselinduktionskoeffizienten der Kreise. 

341. 

@LL,, 12% F OL 
o(L,— 2) 4w?L?R?) 99 
a 


Dee 
2a |[R — 


ce 
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342. Man erhält 


2 _ 
wı]2 = 


_ FUL, +2; )C+2,0,+1,0,] 4 c{[L,(C +0) -L,(C + C,)% +4L,1,0?Y" 
2L,21,(0,0, + CC, +(C0,) j 
Bei fehlender Kopplung zwischen den Kreisen (C = 0) erhält man 
C se 
inc’ ° 5% 


was unabhängigen Schwingungen in zwei gleichen Kreisen entspricht. 
Bei sehr starker Kopplung (C > C,, 0,) gibt es nur eine Frequenz 


„, = 


_ C 
\v’c’ 
mit 
FRE > 7 u 
L re C —=(, +03. 


Das entspricht Schwingungen in einem Kreis, in dem die Kapazitäten 0}, 0 
und die Induktivitäten L,, Z, parallelgeschaltet sind. 


343, 
 ; eu Ben 1 de 1 
0127 a 0." 6 0; )+ 
eiıyı ı Il 18 4 y% 
lat) etroltran 
344. 
2, a + 120: + IE1Q, — 103)? + 40,09 TRala 


2 20,0, (L,L, — I2,) 


345. Bildet man das Gleichungssystem für die Ströme und setzt die System- 
determinante gleich Null, so findet man nach einigen Umformungen eine Glei- 
chung vierten Grades: 


1 1 n 
++) (+ + =) + 020} =0 (1) 
7] Ta Ta Tı 
Dabei ist 
) zz 0) 2 RC T RC 
— on T > y — . 
"  YLG ’  Y20, i z i : 


Da die Koeffizienten dieser Gleichung komplex sind, ist auch die Frequenz & 
komplex: = w’ + io. In nullter Näherung kann man die Terme mit 7, 
und 7, in der Gleichung (1) weglassen. Dann nimmt (1) die Form 


wo — (wi + w5) + wi wz — 0 (2) 


an. Die Lösungen von (2) sind »P) = w, und w) = w,. In dieser Näherung 
ist also ©" = 0, und es gibt Keine Energiedissipation (da wir annahmen, daß 
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R — oo ist); die Schwingungen in den Kreisen sind voneinander unabhängig. 
In der nächsten Näherung setzen wir & in der Form  =o 9 +Aw’ +iw" an, 
wobei w”’ und Aw’ von der Größenordnung 1/r oder höher sind. Dementspre- 
chend vernachlässigen wir alle Terme höherer Ordnungen. Wenn man o in (1) 
einsetzt, (2) berücksichtigt und Real- und Imaginärteil einzeln gleich Null setzt, 


findet man | 1 
Aw =0, w'=— ‚„ eo!=— 3 
1 27; 2 27, ( ) 
Eine Korrektion an w', die R enthält, tritt erst in der nächsten Näherung auf. 
346. 170) q oL 
I, = EEYEIET, I, = 7. I; 
Z, ( gr 12 2 
ZZ, 
1 oL, 1 oL, 
= Rtil.g- 22 ) = RB, +il 0 Pr ) 
(e) 
aa £ für = 2 
R L 
L,06, {1 = 
171 L,L, 
347. Man findet EEE 
er c? 
A ww 
ug ioaRC 
1 


wobei &, = c/YLC die Eigenfrequenz der Schwingungen im Kreis ist. Für 
R = 0 und » = w, wird Z unendlich groß. Diese Eigenschaft des betrachteten 
Zweipols wird in der HF-Technik benutzt (Sperrälter). 


348. Man erhält 
| yLo . ce 
ar Be — er De er) 
eos Leis R 2 mi R Pre c, 


ee 1 1, 1 1 yo®% 
= zZ Retum) = zIERe(Z) = 2 ra lVol 
. 1 My 
350. j 3 
C Op yL y 
== = ” —na R= — . 
351. | 
1 0? 05, Y 
ne nen ar ee U.|? 
Q 9 (0% — w2)? + 0% y? Co | ol” 
I ' w,(w® + @,) 
un er nn el re 
= 4 u (w® — ©)? + w?y? oO 


7. Quasistationäres elektromagnetisches Feld 279 


352. Wir bezeichnen die Ströme, die durch Induktivität, Kondensator und 
Batterie fließen, mit I,, I, und /,. Auf Grund der KIRCHHOoFFschen Gesetze 
silt dann 


L . 
h+h+b=0, Zh=-=VOW+LR. (1) 


Dabei bedeuten g(t) die Ladung auf der Kondensatorbelegung, die mit /, durch 
die Beziehung /, = g zusammenhängt, und 


Ver Ö für i<0O, 
N ve für t>0. 


Aus (1) ergibt sich eine Gleichung zweiten Grades für den Strom /,. Die 
entsprechende charakteristische Gleichung hat die Wurzeln 


u l M 1 ) er RL 
"FTaRo (a8 ar Io 
In Abhängigkeit von den Beziehungen zwischen R, L und Ü sind folgende 
drei Fälle möglich: 


a) ©, >1/2RC. Mit der Methode der Variation der Konstanten von 
LAGRANGE (s. [75], $ 25) erhalten wir 


ve A sin t 
— —___ |] — e-tI2RC 
I, (t) RB i Den —+ C08@ )) 
mit 
2 1. 3° 
Ze ;e) 
b) © < 1/2RC. Man erhält 
Ve) : sinh 2t 
_ | _oe-tBRc 
I, (t) f7 e (Ss + cos.) 


mit 
l 
2- Ve -ai 
c) @; = 1/2 RC. Man erhält 


(e) 
n0=- fi -(ir glg)omnel 


In den letzten beiden Fällen ist der Einschwingvorgang vollkommen aperi- 
odisch, und es entstehen keine Schwingungen. 


308. 


I für t<0O, 
U,(t) =! U, e-ire für O<t<T, 
| U,(eriRC—_ er&-TRC) für E>T. 
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354. 
r für t<O, 
Ui Veen für 0<t<T, 
| U,(e-ReuL _ e-Retd-TiL) für t>T. 
355. Auf den Eingang des Vierpols muß der Impuls 
0 für t< —T, 
t RC A | 
U,() = t 
Bl) für 0<t<T, 
0 für i>T 


gegeben werden. Der Anfangszeitpunkt ist so gewählt, daß das Feld zwischen 
den Kondensatorplatten für # = 0 maximal ist. 
356. Man erhält 


(e) 
It) wel nn [cos(wE +9, — pP) — e-RetlL cos(Y, — P)] 


mit tano = wL/c?R. Es treten keine Einschwingerscheinungen auf, falls 


Rec 


tano, = — Sz 


gilt. Diese Bedingung hat eine einfache Bedeutung. Im Zeitpunkt des Ein- 
schaltens muß der stationäre Wert des Stromes gleich Null sein. 
357. Bei harmonischer Zeitabhängigkeit der Ströme lautet die KIRCHHOFF- 
sche Gleichung für den n-ten Kreis 
oL 1 
ae, a re Pe (1) 
Gleichung (1) ist eine lineare Differenzengleichung mit der ganzzahligen un- 
abhängigen Veränderlichen n und den beiden linear unabhängigen Lösungen 


sinn und cosxn (vgl. Aufgabe 223), wobei die Frequenzen der Eigenschwin- 
gungen folgendermaßen durch den Parameter x ausgedrückt werden: 


i % C 
w? — 4.3 sin? — Tre 


n (2) 
Aus den Randbedingungen I, = Iy = erhält man 


zr 
I,=4sı eu, 
e sINnKN, x N (3) 
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Dabei kann r beliebige ganzzahlige Werte annehmen (r=1,2,...). Der 
Wert r = 0 entspricht dem Strom Null im Kreis. Wegen der Periodizität von 
sin (2/2) muß die Zahl der Eigenfrequenzen im System jedoch endlich sein. Um 
das gesamte Spektrum der Frequenzen zu erhalten, genügt es, r in den Gren- 
zen l<r<s N zu variüeren. Dabei ändert sich x in den Grenzen O<x<sz, 
und jedem x entspricht eine Eigenfrequenz; insgesamt gibt es N Frequenzen, 
was im Falle eines Systems aus N gekoppelten Kreisen auch zu erwarten ist. 
Sie liegen im Intervall O<w<S 20%. 

Zur Interpretation der Größe x führen wir die Koordinate y„ = «an des 
n-ten Gliedes ein (a ist die „Länge“ eines Gliedes der Leitung). Dann kann 
man (3) zusammen mit dem Zeitfaktor in der Form 


I„() = Iosinky, eriert (4) 


schreiben, wobei k = x/a ist. | 

Der Ausdruck (4) stellt eine Superposition zweier Wellen dar, die in ent- 
gegengesetzten Richtungen laufen. k spielt die Rolle eines ‚„Wellenvektors‘“ 
der Schwingungen, die sich in der aus einzelnen diskreten Gliedern bestehenden: 
Leitung ausbreiten. Phasen- und Gruppengeschwindigkeit dieser Wellen kön- 
nen mit Hilfe der üblichen Gleichungen 


Wr” "ar 0) 
berechnet werden. Da & nichtlinear von k abhängt, unterscheiden sich v, 
und v, voneinander, d.h., es besteht eine Dispersion. Mit (2) folgt | 
= sin“, 1a. (6) 
Die Größe 2r/k hat die Bedeutung einer 
„Wellenlänge“ der Schwingungen im diskreten . 
Kreis; für lange Wellen (A>a) ist ka<l. 
Daraus folgt, daß Phasen- und Gruppen- 
geschwindigkeit v,=t, = @,a sind und nicht 
von k abhängen, d.h., es tritt keine Dispersion 
auf. In Abb.56 sind w und v, in Abhängig- 
keit von k graphisch dargestellt. 

. Die elektrischen Schwingungen des betrach- 
teten Kreises sind den mechanischen Schwin- 0 k 
gungen einer linearen einatomigen Kette Abb. 56 
analog, die als eindimensionales Modell eines | 
Kristalls dienen kann. Der Induktivität ZL entspricht die Masse des Atoms 
und der Größe 1/C' die Federkonstante.!) | 


w 
g 
IE Ug ö 2W, 


NE 


1) Näheres über die Schwingungen von Atomketten findet man z.B. bei M. A. LEONTO- 
wITScH: Statistische Physik, Moskau 1944, und M. Borw und K. Hvane: Dynamical 
Theory of Crystal Lattices, Oxford 1954. Die Analogien zwischen elektrischen und mecha- 
nischen Schwingungen werden in [15], Kap. 3 und 4, betrachtet. 
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358. 2N Aw 


359. Wir bezeichnen die Ströme in den Kreisen mit der Induktivität L, 
mit I und in den Kreisen mit der Induktivität Z, mit I”. 
Die KIRcHHorFschen Gleichungen lauten dann 
L 1 
= einer N: 
C @U 1) 
oL, 


ec? 


1 
In = ac ln u N | 


Führt man die Frequenzen w, —= c/ YI,C und o, = e/ YL,C ein, so erhält man 
2 - ML, =oin + la); 
(205 — o) m, = wlln + Inıı)- | 
Die Lösung dieses Gleichungssystems setzen wir in der Form 
near, Seen (3) 
an, wobei A, B und x Konstanten sind. Setzt man dies in (2) ein, so erhält man 
A(208 — ©) =Bw(l+ei9), Bi2w — 0) =Awg(l-+ ei”). (4) 
Durch Nullsetzen der Systemdeterminante ergibt sich die Beziehung 


(2) 


= ++ je: + 08)? — 407 3 sin? 5 (5) 


zwischen der Frequenz w und x. Um das gesamte Spektrum der Schwingungen 
zu erhalten, muß man x von O bis x ändern. x kann wie in der Aufgabe 357 
mit Hilfe der Randbedingungen bestimmt 


© werden. 
Velo 02) w, Der größte Unterschied zum Fall einer 


Vz Leitung mit gleichen Gliedern besteht darin, 
® daß hier — wie aus (3) folgt — jedem Wert 


V2@, von x zwei Frequenzen entsprechen. Daher 

gibt es zwei Schwingungszweige. Wir be- 

zeichnen die Frequenzen der beiden Schwin- 

gungen mit &, und w_, wobei die Indizes + 

' 5 und — dem Vorzeichen der Wurzel in (5) 
x 


entsprechen sollen. Die Abhängigkeit der 
Frequenzen von x ist in Abb. 57 graphisch 
dargestellt. 

Die Schwingungen mit der Frequenz ®_ sind denen in einer Leitung mit 
gleichen Gliedern analog. Insbesondere gilt für kleine x (lange Wellen) 


0] Ws 


V2(@? + 8) 


d.h., es tritt keine Dispersion auf. 


Abb. 57 


W_ = 


$ 
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Für den Zweig w, erhalten wir bei kleinen Werten von x das Dispersions- 
gesetz in der Form R 
o,=a+bx°. 

Für x — 0 strebt die Phasengeschwindigkeit gegen ©, während die Gruppen- 
geschwindigkeit Null wird. | 

Um den Charakter der Schwingungen in den beiden Zweigen untersuchen zu 
können, müssen wir das Verhältnis zwischen den Stromamplituden in benach- 
barten Kreisen für sehr lange (x < 1) und für die kürzesten (x » zz) Wellen 
bestimmen. Aus den Gleichungen (4) ergibt sich im Falle x < 1 


(3) x] für den Zweig w_, 
B)_ 

n L 
(3) - = a — — 7. für den Zweig o,. 


Für den Zweig ®&_ schwingt der Strom in benachbarten Kreisen mit derselben 
Amplitude und in der gleichen Phase. Für den Zweig w, haben die Schwingun- 
gen in benachbarten Kreisen entgegengesetzte Phasen, und die Schwingungs- 
amplituden sind den Induktivitäten umgekehrt proportional. Für x = gilt 


w, = V2o,, 0_= V2o;. 


Geht man in (4) zur Grenze x — rr über, so ergibt sich 


a 


Im Grenzfall x = n erfolgen die Schwingungen mit der Frequenz 
o, = c/V2/L,C also nur in den Kreisen mit den Induktivitäten L, und die 


Schwingungen mit der Frequenz w&_ = c J2/L,C nur in den Kreisen mit den 
.Induktivitäten Z,. 

Die in dieser Aufgabe betrachteten Schwingungen mit den Frequenzen w_ 
und w, sind den akustischen und optischen Schwingungen in einer linearen 
Atomkette aus zwei Sorten von Atomen mit verschiedenen Massen analog (vgl. 
die auf S. 281 angegebene Literatur). 


360. Es ist 
„=Agi+Bae (1) 
wobei q, und g9, die Wurzeln der Gleichung 
#—(2+ Z)a+ı=0 (& 
2 


bedeuten. Die Konstanten A und B werden mit Hilfe der Randbedingungen 
Iy=0 und (I, — I) Z, = U, bestimmt. Die zweite Bedingung bedeutet, 
daß zwischen den Punkten «a’b’ (s. Abb. 23) die Spannung TU, liegt. Benutzt 
man die aus (2) folgende Beziehung g, 9 = 1, so erhält man schließlich 


92 — Qı 


er senenns 
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361. Der Übertragungskoeffizient X ergibt sich aus den Resultaten der vori- 
gen Aufgabe: 
91 =, 9 
1-W)m-(1-4)E 
Im Nenner von K kommen die Faktoren g! und g! vor. Da , 9, =1 gilt, 
sind die beiden Fälle 


a) la == |9| = 1; 
d) In|> 1; Ia|< 1 


möglich. Im ersten Fall sind g{‘ und gX' dem Betrage nach gleich 1, und X ist 
ebenfalls von der Ordnung 1. Im zweiten Fall gitt bi N>1, | |>1 und 
Ig’I< 1 die Beziehung ee 
K = 4 42 << 1 RR 
1-q)a 
Die Frequenzintervalle, für die die Fälle «) und b) realisiert sind, ergeben sich 


aus der Gleichung (2) der Aufgabe 360: 


zZ, ,, ZW 
G,.=1+ 37, + {14 sz) — 1. 


Ist der Radikand negativ, so sind 9, und 9, zwei konjugiert komplexe Wurzeln, 
die dem Betrage nach gleich 1 sind (Fall «). Bei positivem Radikanden sind 
' g,ı und g, reell und verschieden voneinander (Fall 5). Setzt man den Radikan- 
den gleich Null, so erhält man das Gebiet der (Z, , Z,)-Werte für den Fall a): 


Z 
iz En, 
=7 <0 


2 


Das entspricht Werten von »? zwischen c?/L, C, und c?(4C, + C,)/C, C,(4L, + 

— L,) . 
362. Wir betrachten den n-ten geschlossenen Kreis der langen Leitung 
(Abb. 58). Man kann diesen Kreis als Ersatzschaltung für einen Abschnitt 
Ai der Länge a einer Leitung mit verteilten Para- 


metern betrachten, wobei AZ die Induktivität und 

AC die Kapazität des betrachteten Abschnitts sind. 

nı)lae ID .|ac Im Falle einer beliebigen Zeitabhängigkeit des 
a 


Stromes in der Leitung lautet die KIRCHHOFFsche 
Alma Gleichung für den Kreis 
1 ol, 


An-ı,n In+ı,n 
h Bes ’ el), 1 
Abb. 58 „al 31 -- 1, r — N (1) 


wobei 9Qn-ı,n und Q2;1,n die Ladungen auf den oberen Belegungen des linken 
bzw. rechten Kondensators bedeuten. Differenziert man (1) nach der Zeit und 
benutzt die Beziehungen 


In 1,n — Ant VE ee 
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so erhält man 

1 0? I, 1 

Fire tr 7o 
Man muß nun von der diskreten Variablen rn zur Ortskoordinate 2 in der Lei- 
tung mit stetig veränderlichen Parametern übergehen. Dazu setzen wir 

I,„t) = I%«@,t), A-M)=Iß-—-ea,t), 
In+ı() = I (2 +4, i) 


und berechnen die Differenzen 


a Pe =. (2) 


0I 1 021 
ea er ae 
0I 1 021 


In— Insı 8 — 2 


729m" 


Setzt man dies in (2) ein und berücksichtigt, daß Z = ALJa und C = ACJa 
Induktivität und Kapazität je Längeneinheit sind, so erhält man die Gleichung 
L9®I 10% 


a 082 0 02° (3) 


Das ist die Gleichung einer langen Leitung ohne Verluste. In einer realen langen 
Leitung gibt es immer Verluste sowohl durch die Widerstände in den Leitern 
als auch durch die nichtideale Isolation zwischen 


AR _AL den Leitern. 
| Die Ersatzschaltung für den Fall, daß der zweite 
I N x Faktor nicht berücksichtigt wird (d.h., daß die Iso- 
A ” Act Jlation der Leiter als ideal angenommen wird), ist in 
| | Ana Abb.59 dargestellt. Die Gleichung der langen Leitung 
(Telegraphengleichung) ergibt sich analog wie (3): 
Abb. 59 L 6° ol 102% 4 
c2 012 6 002 (4) 


Dabei bedeutet R den Wirkwiderstand der Leiter je Längeneinheit. 


363. Löst man die in der vorigen Aufgabe abgeleitete Gleichung (3), so findet 
man 
w=vk, 


wobei v = c/YLC die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen in der langen 
Leitung bedeutet; ferner glt k=xrr/l,r=1,2,3,...; Z und Ü sind In- 
duktivität bzw. Kapazität je Längeneinheit. In diesem Spektrum der langen 
Leitung ist zum Unterschied vom Spektrum einer langen Leitung mit diskreten 
Parametern die Zahl der Eigenfrequenzen unendlich groß. Das hängt damit 
zusammen, daß die lange Leitung mit verteilten Parametern ein Kontinuum 
mit unendlich vielen Freiheitsgraden ist, während die Zahl N der Freiheits- 
grade einer langen Leitung mit diskreten Parametern endlich ist. Im Falle einer 
idealen langen Leitung ist auch charakteristisch, daß keine Dispersion auftritt. 
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364. Wir gehen vom OHnschen Gesetz in der Differentialform | = o(&E + €9) 
aus, in dem € die Feldstärke der eingeprägten Kräfte bedeutet. Drücken 
wir & durch die Potentiale aus: 


— 10% j > 10% 
er en le) — I Ber 
C e C & erg ot’ 


nehmen den Leiter als dünn an und integrieren beide Seiten der zweiten Glei- 
chung über die vom Leiter eingenommene Kurve, so ergibt sich 


gewar-hLar+ fFp ee Far. a) 


Das Integral auf der linken Seite von (1) stellt die äußere elektromotorische 
Kraft V‘e dar, die in den Kreis eingeschaltet wird; das Integral 


B-dtl=IR 
[02 


bestimmt die Verluste an JouLescher Wärme je Zeiteinheit. Für das zweite 
Integral in (1) gilt 
Dropai -däp=0. 


Das letzte Integral formen wir etwas um. Wegen der Retardierung ist 


BEE ce 


C r 


r r 0! ; 
1-2) ep -iole-—)}, a on 


Setzt man dies in (l) ein und trennt Real- und Imaginärteil, so erhält man 


n sin — dldr’ 
V®(t) = It) (a2) 8 =$$ 


Der Ausdruck in den eckigen Klammern ist der komplexe Widerstand des 
Stromkreises. Der Wirkwiderstand ist 2 + R,(o) mit 


34 


R ist durch die Verluste infolge der Erwärmung des Leiters bedingt. R,(w) 
charakterisiert die Energieverluste durch Strahlung und wird als Strahlungs- 
widerstand bezeichnet (s. die folgende Aufgabe). 


os —di Be ach 


dldr. 
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Der Blindwiderstand ist —i wL(w)/c?, wobei 


or 
COS —— 


L(o) — $ B—— atar 


die von der Frequenz abhängige Induktivität bedeutet. 

Wir betrachten noch den Fall c/» = A/2r > 1, wobei ! die Länge des Strom- 
kreises bedeutet. Im Integrationsgebiet gilt or/ce< 1, und unter Berück- 
sichtigung des quadratischen Terms in der Entwicklung des Kosinus erhalten 


— Lo) » bb _ = Al dhratar. 


Der erste Term in diesem Ausdruck hängt nicht von der Frequenz ab und 
stellt die übliche Induktivität dar;!) der zweite Term ist eine Korrektion, die 
bei hohen Frequenzen wesentlich wird. 

In der Entwicklung des Sinus muß der Term dritter Ordnung berücksichtigt 
werden, da das Integral über den ersten (linearen) Term Null ist. Der Strah- 
lungswiderstand ist j 


4 
Bio ns dorarar. 
365. Man erhält 
64 a 
Lo) = +5 
In? (2na\* 


Der stromführende Ring ist ein magnetischer Dipol. Die Energie, die in der 
Zeiteinheit ausgestrahlt wird, ist durch 2 in?/3c? gegeben, wobei m das magne- 
tische Dipolmoment bedeutet. > 

Der Proportionalitätsfaktor zwischen der ausgestrahlten Energie und /? ist 
277° a? w*/3c? und stimmt mit R,(w) überein. 


7.2. Wirbelströme und Skineffekt 
366. Man erhält 


2 
X x \ a 
sinh? — - cos? — 
Ö £a Ö Arc C 


H («) =.,H; : H,= or; Ö 


a go Vruoo 
) Ö 
Für 6 <: hist H(x) = H,e re), und für ö>h gilt H(x) = H, (s. Auf- 
gabe 247). 


!) Bei der praktischen Anwendung muß man zur Berechnung der Induktivität die 
Gleichung (5.18) benutzen, da das Integral ® ® dl dY/r divergiert. Die Divergenz ergibt 
sich daraus, daß der Leiter als unendlich dünn (linear) angenommen wird. 
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367. Da das System bezüglich der Zylinderachse symmetrisch und das pri- 
märe Magnetfeld 7, homogen ist, müssen die Wirbelströme im Zylinder auf 
Kreisen fließen, deren Ebenen senkrecht auf der Zylinderachse stehen. Diese 
Ströme erzeugen dasselbe Magnetield wie ein System einzelner koaxialer Spu- 
len. Das Magnetfeld einer Spule ist jedoch im Außenraum gleich Null und im 
Innern längs der Spulenachse gerichtet. Das gesamte Magnetfeld stimmt also 
außerhalb des Zylinders mit dem Feld 7, überein und wird innerhalb des 
Zylinders durch die erste der Gleichungen (7.12), die infolge der Axialsym- 


metrie die Form 
d?H 1 m 
eg Ser —z er RB®H=0 
dr 
mit 
a gene, Dei 


hat, sowie durch die Grenzbedingung 4 (a) = 4, bestimmt. 
Die Lösung, die bei r = 0 endlich ist und der angegebenen Grenzbedingung 
genügt, wird durch eine BEss£eL-Funktion nullter Ordnung ausgedrückt: 
J,(kr) 
9. Ilka) 


Außerhalb des Zylinders gilt 
H=JH, für asrsb, H=0 für r>b. 


Die Stromdichte und das elektrische Feld innerhalb des Zylinders werden mit 
Hilfe der zweiten der Formeln (7.11) berechnet: 


ke Jılkr) 
4r J,(ka) 


2 H,: Br =V0, 

Zur Bestimmung des elektrischen Feldes außerhalb des Zylinders benutzen wir 
die Maxweıusche Gleichung für rot &, die wir in der integralen Form schrei- 
ben: 


Innerhalb des Zylinders ist nur eine Komponente des elektrischen Feldes (Z,) 
von Null verschieden; aus der Grenzbedingung auf der Staboberfläche und 
der Symmetrie des Systems folgt, daß außerhalb des Zylinders ebenfalls nur 
die Komponente E,, die nur von r abhängt, von Null verschieden ist. Wählt 
man für l einen Kreis, so hat das Linienintegral den Wert 2urE,. Bei der 
Berechnung des Flächenintegrals benutzen wir die Beziehungen (A III.12). 
Schließlich erhalten wir 


_keH, Jı(ka) a H 2 
2 Arc ir are für aermb, 
_ kcH, Jılka) a, Hy 1 a 
rer nen 
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Bei Abwesenheit des Zylinders, d.h. für a = 0, ist das Feld 


2 
nr He eh, De n 


5 (r>b). 


Das mit dem Vorhandensein des Zylinders zusammenhängende zusätzliche 
Magnetfeld ist also für r >a gleich Null, obwohl das zusätzliche elektrische 
Feld von Null verschieden ist. Das hängt damit zusammen, daß die exakte 
Gleichung 1 99 | 


c 0’ 

die außerhalb des Leiters gilt, durch die genäherte Gleichung rot 9 = 0 ersetzt 
wird (in der quasistationären Näherung vernachlässigen wir den Verschiebungs- 
strom). Bei exakter Lösung des Problems ist das zusätzliche Magnetfeld außer- 


halb des Leiters ebenfalls ungleich Null (s. die Aufgabe 418, in der die Beugung 


einer ebenen Welle an einem leitenden Zylinder betrachtet wird). 
368. Bei kleinen Frequenzen (\kal< 1 oder ö>a) gilt 


rot = 


:_;°# r to@H, 8 
en  " 
Folglich hängt die Stromdichte linear von r ab und ist der Frequenz propor- 
tional. 
Bei großen Frequenzen (|ka| >1 oder ö< a) muß man die asymptotische 
Form der BesseL-Funktionen benutzen: 


j=d-173 Lopl-u+i zes 


Für a— r>6Öö wird die Stromdichte verschwindend klein. Bei großen Fre- 
quenzen konzentriert sich der Strom also im wesentlichen in einer dünnen 
Oberflächenschicht. 
369. Man erhält 
TORE 12.2.0 a. w_;trnco 
J,(k a) c? 


Für |ka| <1 (kleine Frequenzen) wird 
sı n2I, (So nwl, ), 


für |ka| > 1 (große Frequenzen) 


(2) - an2I, 1/2? uw 
co Br ao 


I ö 


Die Energiedissipation ist bei kleinen Frequenzen proportional ®® und bei gro- 
Ben Frequenzen proportional Yo. 
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370. Man findet 
| 3 a? 2 J,(kao) ‚Anow 
_ RR Aiea 2er Bun ee EN >; 
nn 4 l ka rl u: 


Für |ka|l> 1 (große Frequenzen) wird 


a? C \ ca 
Bu ee Die 
P 4 a) P AVY2row 
also 8’ —0, d.h., infolge der Verdrängung des Feldes aus dem Leiter werden 
die Verluste kleiner. | | 
Für |ka|<: 1 (kleine Frequenzen) erhält man 
1° a° 0? w? natow 
a HEN Mazı Mo mr, 
wez 12 P 82 


Für & — 0 ist also 5 — 0; das hängt damit zusammen, daß u =1, d.h. die 
statische magnetische Polarisierbarkeit gleich Null ist. 

371. Das durch die Wirbelströme hervorgerufene magnetische Moment hat 
infolge der Symmetrie des Systems die Richtung des äußeren Magnetfeldes. 
Daher kann man das gesamte Magnetfeld im Außengebiet in der Form 


9er) 


4r(mr) 2m 
a 


+9 (1) 


schreiben. Dabei bedeutet m das unbekannte magnetische Moment je Längen- 
einheit des Zylinders, das die Richtung von $, hat, und r den Radiusvektor 
in der zur Zylinderachse senkrechten Ebene. Dem Feld 9, entspricht das 
Vektorpotential 


2mxr 
U, — 32 — Do xt 9 
in Komponentenschreibweise 
Ay. = A,= ("+ Hor)sina, N (2) 


Der Winkel & wird von der Richtung von 9, aus gezählt. 

Im Außengebiet hat das Vektorpotential also nur eine Longitudinalkompo- 
nente (bezüglich der Zylinderachse), die proportional sin « ist. Die Bedingungen 
für die Stetigkeit der Feldkomponenten an der Grenze können erfüllt werden, 
indem man das Vektorpotential im Innern in analoger Form bestimmt: 


A.=4, = F(r)sino, Ar=4,=0. (3) 


Das elektrische Feld € wird im allgemeinen durch die beiden Potentiale X 
und © ausgedrückt. 

Wie üblich, unterwerfen wir die Potentiale der Zusatzbedingung (LORENTZ- 
Konvention) ’ 
divA-+ ER N 

c 0 
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Wegen der Gleichung div\X = 0, die aus (2) und (3) folgt, ist dann Oo/dt = 
—= —:09 = (0 und damit 


cd c 
Daher genügt W derselben Gleichung wie das elektrische Feld [s. (7.12)]. Die 
Lösung dieser Gleichung, die beir = 0 beschränkt ist, ist die BEesseL-Funktion: 
Fer)=CJ,(kr),, 4,=(0J,(kr) sina. (4) 


Die Konstanten Ü und m in (4) und (2) werden aus der Bedingung bestimmt, 
daß das innere Feld 9, an der Zylindergrenze mit dem äußeren Feld 9, über- 
einstimmen muß (9, = 9 für r=.a). Mit Hilfe von (A III.9) folgt 
 2H,  @®H, 2 J,(ka) 
Fra: Dr 2 1-5 ka)‘ 


Der Ausdruck für m zeigt, daß die transversale magnetische Polarisierbarkeit 
des Zylinders nn a h 2 Jul .) 
. 2 ka J,(ka) 


doppelt so groß wie seine longitudinale Polarisierbarkeit ist (s. Aufgabe 370). 
Die Komponenten des Magnetfeldes innerhalb des Zylinders werden durch (4) 
und (5) bestimmt: 


(9) 


(6) 


u 04, u J,(kr) u 
ee: en 
0A, J(kr) . 

Wir berechnen noch die Stromdichte im Zylinder. Aus 
C 
1 > 4, 9 

ergibt sich 
5 ee cH, Jılkr) ER, (8) 
ü 2 J,(ka) u 


Aus (8) folgt, daß zu jedem Zeitpunkt in den beiden ZylinderhälftenO <« <r 
und rn Ss «S 2 entgegengesetzt gerichtete Ströme fließen; der Gesamtstrom 
durch den Zylinderquerschnitt ist Null. Die radiale Abhängigkeit der Strom- 
dichte ist dieselbe wie im Falle eines Zylinders in einem longitudinalen Feld 
und wurde in der Aufgabe 368 untersucht. (Man muß jedoch berücksichtigen, 
daß die Ströme im Falle eines longitudinalen Feldes auf Kreisen fließen, deren 
Ebenen auf der Zylinderachse senkrecht stehen, während die Ströme im Falle 
eines transversalen Feldes in Richtung der Zylinderachse fließen.) 

372. Man berechnet die mittlere Wärmeabgabe je Längeneinheit des Zylin- 
ders am einfachsten nach der Gleichung (7.17), indem man den Energiefluß 
betrachtet, der durch den Zylindermantel fließt. Benutzt man die Resultate 


19* 
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der Aufgabe 371, so findet man 


ac2H? kJ,(k.a) 

I = no Be (7, ) 
Dasselbe Ergebnis erhält man mit Hilfe der Gleichung (7.16), wenn man bei 
der Integration von Produkten der BesseEL-Funktionen die Gleichung (AIIIL.13) 
benutzt. | 

373. Zur Bestimmung des Drehmoments müssen das elektrische und das 
magnetische Feld innerhalb des Zylinders bekannt sein. Man kann sie analog 
wie im Falle des linear polarisierten äußeren Feldes erhalten: 


2 HoJılkr) ;, = .ır Jılkr) ;, 

er krJ,(ka) ee ae Ilka) £ an 
_ickH, Julkr) „, 

Tg Tlka) 


Die Kraft, die an der Volumeneinheit des Zylinders angreift, wird mit Hilfe 
der Gleichung 


i=-ix$ (2) 


berechnet (innerhalb des Zylinders sei u = 1). Die Radialkomponente dieser 
Kraft ruft einen Druck in radialer Richtung hervor, während die Azimut- 
komponente ein Drehmoment erzeugt. Da j und 9 komplex sind, ist der 
Mittelwert der Azimutkomponente der Kraft 


2 1 
Sn we: 
„=, ReisHn). (8) 
Das an der Längeneinheit des Zylinders angreifende Drehmoment ergibt sich 
durch Multiplikation der mittleren Kraft (3) mit r und Integration über den 
Zylinderquerschnitt. Das Integral wird mit Hilfe der Gleichung (A III.13) 
berechnet. Man erhält 
aH?: J,(ka) 
— —— Re |k — — |. 4 
adlerıny . 
Dasselbe Ergebnis kann man auch auf einem anderen Wege erhalten. Man 
kann nämlich das Drehmoment mit Hilfe der Gleichung 


Ri) = ml) X 90) (5) 
durch das magnetische Moment des Systems ausdrücken. Bestimmt man 
N, = N durch die komplexen Amplituden &, und m sowie m durch die trans- 
versale magnetische Polarisierbarkeit des Zylinders, so erhält man ebenfalls 


die Gleichung (4). 
Für kleine Frequenzen folgt aus (4) 


N= 


_ 1 a:H? T0w 
er mr ı (9 
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und für große Frequenzen 


Beam 
2 Y ETOW 

Diese Gleichungen zeigen, daß das Drehmoment in den beiden Grenzfällen 
sehr kleiner und sehr großer Frequenzen verschwindet. 

Ist das Feld linear polarisiert, so ist das mittlere Drehmoment Null (das 
ergibt sich formal daraus, daß das Integral über & bei der Berechnung von N 
verschwindet; vgl. die Aufgabe 371, in der j und 9 für diesen Fall berechnet 
werden). Das Drehmoment wird also durch ein ‚rotierendes““ Feld erzeugt. 

Die in dieser Aufgabe betrachtete Erscheinung bildet die Grundlage für die 
Konstruktion des Asynchronmotors. 

374. Neben dem ruhenden Bezugssystem, in dem die 2-Achse mit der Zylin- 
derachse übereinstimmt und die x-Achse die Richtung des äußeren Feldes 9, 
hat, betrachten wir ein &nz2-System, das gemeinsam mit dem Zylinder 
rotiert. In diesem System ist das äußere Magnetfeld 


Holt) = (Doı — ? Boa) ET". 


Dabei sind 9,1 und 99, Konstante Vektoren gleicher Länge (H,ı = Hua = H,) 
in Richtung der Koordinatenachsen & bzw. n. Ein solches Feld wurde in der 
Aufgabe 373 betrachtet. Das von ihm erzeugte Drehmoment (im vorliegenden 
Fall bremsend) ist 

| Jı(ka) 


Jo(ka) 


ca 2 


(7) 


aH? 


N Te 


"Re (k 


375. Wie in der Aufgabe 367 gezeigt wurde, erzeugen die Wirbelströme, die 
im Zylinder bei der Änderung des äußeren longitudinalen Feldes entstehen, 
außerhalb des Zylinders kein zusätzliches Magnetfeld, während das im Zylinder- 
innern hervorgerufene Feld longitudinal ist und nur von r abhängt. Dieses 
Feld genügt der Gleichung _ 


®H 10H AnucooH 0 a) 
or? ' r dr ea 9 
Das Magnetfeld innerhalb des Zylinders klingt offensichtlich mit der Zeit ab. 
Daher setzen wir die partikulären Lösungen der Gleichung (1) in der Form 
F(r) e”?! an, wobei y >0 eine Konstante bedeutet. Für F(r) erhalten wir die 


BesseL-Gleichung 
l 
N OFEN -U (2) 


mit = 4 uoyle. 

Die für r = 0 beschränkte Lösung der Gleichung (2) lautet F(r) = CJ, (kr). 
Da das äußere Feld 7, ausgeschaltet wird und das durch die Wirbelströme 
hervorgerufene zusätzliche Feld außerhalb des Zylinders Null ist, muß an der 
Grenze die Bedingung H |,_. = 0 erfüllt sein, d.h. 


I(ka)=0 (8) 
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gelten. Daraus erhalten wir A„a = Pn,m=1,2,..., wobei die P„ die Null- 
stellen der Funktion J, bedeuten. Die möglichen y-Werte sind 
c2 87, 
Im Arno (4) 


Die allgemeine Lösung der Gleichung (1), die der betrachteten Randwert- 
aufgabe entspricht, lautet 


H(r,t) = 2, OmIo(kmr)e Im. 6) 
Die Koeffizienten ('„ können aus der Anfangsbedingung 
H(r,0) = 3 OmJo(km r) (6) 
bestimmt werden. Mit Hilfe der Orthogonalitätseigenschaft 
1 
1 
[20km 2) Iotkn 2) dx = Z[I5 (km)? Önmn (m 
0 
der BzsseL-Funktionen folgt 
2 a 
OIn= ra) Fr 0) Jolknr)rAr. (8) 


0 


Im Anfangszeitpunkt ist das Feld 47 (r, 0) gleich dem äußeren Feld 7,, da das 
konstante Magnetfeld nicht verschwindet, wenn man einen unendlich langen 
Zylinder hineinbringt, dessen Achse dem Feld parallel ist. Mit Hilfe der 
Gleichungen (A Ill.12) und (A III.9) ergibt sich 


2H, 
(ia) I, (ima)” (9) 


Die Dämpfungsgeschwindigkeit des Feldes wird durch den kleinsten der 
Werte y„, also yı, bestimmt. Man erhält ihn, indem man in (4) die kleinste 
Wurzel der BesseL-Funktion, ß, = 2,4, einsetzt. Die Dämpfungszeit des Feldes 
ist tr = 1/1. 

376. Das Magnetfeld im Innern der Kugel ist in nullter Näherung (bezüglich 
der Frequenz) in der Aufgabe 281 bestimmt worden: 

3 | 
Das elektrische Feld im Innern der Kugel ist in derselben Näherung auf 
Grund von (7.11) gleich Null, da das konstante Magnetfeld kein elektrisches 
Feld hervorruft Zur Bestimmung des elektrischen Feldes in der nächsten (in 
linearen) Näherung benutzen wir die Gleichung (7.10) in integraler Form. 

Aus Symmetriegründen fließen die Ströme in der Kugel auf Kreisen, deren 


Ebenen senkrecht auf der Richtung von 9, stehen; das elektrische Feld hat 
dieselbe Richtung. 


— 
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Wählt man ein System von Kugelkoordinaten, dessen 2-Achse die Richtung 
von 9, hat, so ergibt sich 
‚aM 
De Er rsind, j=cH, (2) 


wobei H durch die Gleichung (1) bestimmt wird. Die in der Kugel abgegebene 
Wärme @ erhält man durch Integration von qg = !/,o |E|? über das Kugel- 
volumen: 

3ro’cw®H, 


= (3) 


Bela 3% 
377. Außerhalb der Kugel ist 
3r (me) m 
9 Zz Do = y5 — 3 
mit m = — 1/,a?9,, wobei 8 = —!/,a? die magnetische Polarisierbarkeit der 
Kugel bei starkem Skineff&t ist. 
Innerhalb der Kugel gilt 
Ha =- SH, e-1-/ösnd, H,=H,=0, 


wobei z von der Oberfläche aus längs der Normalen in das Innere des Leiters 
hinein gezählt wird und die Polarachse des Kugelkoordinatensystems die Rich- 
tung von 9, hat; für Q erhält man 


2 Dr 
0 C / k@ AR. 


8 20 


378. Im Falle eines starken Skineffektes verschwindet das Feld innerhalb 
des Ellipsoids, während es im Außengebiet den Gleichungen rot9$ —=0, 
divö = 0 und den Randbedingungen H,|s = 0, Hl. > 9 genügt, wobei 
9, das äußere Feld bedeutet und mit $ die Oberfläche des Ellipsoids bezeich- 
net wurde. 

Wir vergleichen dieses Problem mit dem Fall eines dielektrischen Ellipsoids 
mite = 0, das sich in einem konstanten elektrischen Feld befindet. Außerhalb 
des Ellipsoids genügt das elektrische Feld den Gleichungen 


rt&=0, div&e=0 (1) 
und den Randbedingungen 
En Is -ı EE, innen |s —=0, El, &- (2) 


Bedingungen für die Tangentialkomponenten von & braucht man nicht zu 
betrachten, da die Bezishungen (1) und (2) den Vektor € im Außengebiet ein- 
deutig bestimmen. 

Wie wir sehen, stimmt der hier betrachtete Fall eines leitenden Ellipsoids bei 
starkem Skineffekt formal mit dem eines dislektrischen Ellipsoids mit e = 0 
überein. Setzt man in den Formeln in der Lösung zur Aufgabe 200 &, = 0, so 
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erhält man die magnetischen Polarisierbarkeiten in den Hauptachsenrichtun- 
gen des Ellipsoids: 
PIEEERHEED: ER 
4n(l — n®) 
Dabei bedeuten n® den entsprechenden Depolarisationskoeffizienten und V 
das Volumen des Ellipsoids. 
Für ein stark gestrecktes Rotationsellipsoid mit den Halbachsen a undb>«a 
(Stab) wird (s. Aufgabe 198) 


(3) 


2 1 
ı=-z@b, Bı=-ge@b, 
und für ein stark abgeplattetes Ellipsoid (b< a, Scheibe) gilt 
ı. B na 0 für 50. 
—_ — _ — — > 
Pı 3m” 1 


379. Wegen der Axialsymmetrie des Systems Kugel + äußeres Feld sind 
die Verteilung der Wirbelströme in der Kugel und das elektrische Feld eben- 
falls axialsymmetrisch. Infolgedessen kann man annehmen, daß das elektrische 
Feld nur eine einzige Komponente E, =" 0 besitzt, die nicht von « abhängen 
kann, d.h. E,= f{(r, 9). 

Wir suchen die Lösung der Gleichung (7.12) für das elektrische Gesamtfeld & 
in der Form | 

E,„= F(r)sind, EB=E=0. 


Mit Hilfe des Ausdrucks für den LAPLACE-Operator eines Vektors in Kugel- 
koordinaten, der in der Aufgabe 47 angegeben wird, erhalten wir eine Gleichung 
für F(r), die durch die Substitution 


Fir) = x(r) 


Yr 

in eine BesseL-Gleichung übergeht, deren für r = 0 beschränkte Lösung 
x) = AJı,(kr) 

ist. Das Magnetfeld im Innern der Kugel wird aus der Gleichung (7.10) be- 

stimmt. Das Magnetfeld im Außengebiet setzt sich aus dem äußeren Feld 9, 


und dem Feld des magnetischen Dipols m zusammen, dessen Richtung mit der 
von 9, übereinstimmt: 


(mer) m 


So r ; 


y> r? 


Die Konstanten A und m werden aus den Grenzbedingungen für 9 an der 
Kugeloberfläche bestimmt. Drückt man die BesseL-Funktionen mit halb- 
zahligem Index durch trigonometrische Funktionen aus, so erhält man 


a3 3 3 3ian I/n 
= -(1- k2 a? +7 00tka)H,, N csinka 4 Ho 
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380. 
1 a 
Q—- 3a 62H3 ı_® a: ) 
ö i N | 
Ö Ö 
381. Es ergibt sich 
U w „ Jo(ka) 
h= Ze Re la +) Tas! 


mitk=(1l-+) VY?roowjle. 
Für |ka|<1 (kleine Frequenzen) wird 


l /zrowa?\? 
ee ee )\. 


wobei R, = I/na?o den Widerstand gegenüber dem stationären Strom be- 
deutet, und für |ka|>1 (große Frequenzen) 


R_ 1 A 0) 
0 2naö cal ?no 
Wie aus der letzten Gleichung folgt, ist die effektive Querschnittsfläche des 
Leiters bei starkem Skineffekt gleich 2 @ Ö. 


382. Man erhält 


2h 2h 2h 
PN 482 2 a: 
oh (Ö] ö2) nn (ö] + 63) sinh 5, + 20, Ö, C08 5, 
na 2 2 
er (9 a oe 5) + (82 + 89) sinh? 
5, 5, 5, 


mit 
C C 


= —, (|, = ——., 
' V2r o, w i V2x o, © 


383. Es ergibt sich 
H’ r 2H, 
kasinhkh-+ 2cosh kh 


mit k= (1 + ;)/ö. 

Für |kh| <1 (kleine Frequenzen) gilt 7’ = H,, d.h., das Vorhandensein 
des Zylindermantels hat keinen Einfluß auf die Größe des Feldes. Für 
|£h|>1 (große Frequenzen) ist 


sinh kh » cosh kh ® ne on 


wegen a> Ö erhält man damit 


H=-(1- ) erarnn H, H2|H')|. 
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Eine starke Abschwächung des Feldes ergibt sich daraus, daß die im Mantel 
entstehenden Wirbelströme im Hohlraum ein zusätzliches Feld entgegen- 
gesetzter Richtung erzeugen. 
384. Man erhält 
._ 2:l,uow sinhk(h — x) 
.. o:ka coshkh 


wobei x von der Oberfläche aus in radialer Richtung in den Leiter hinein ge- 
zählt wird. Der Wirkwiderstand je Längeneinheit ist 


se 2h ..2h 
01 Far 
E0E 2 (sinh® 5 + cos: 5) 


Hohlleiter und voller Leiter haben unter der Voraussetzung 6 <& h denselben 
Widerstand. 

385. Wir wählen ein System von Zylinderkoordinaten, wie es in der Abb. 60 
dargestellt ist. Bei schwachem Skineffekt muß die zur Rohrwand tangentiale 
Komponente des Magnetfeldes an der Ober- 
fläche 8 der Wand der Bedingung 


4. 
Au Hu= (1) 


genügen, wobei ı=ohE=[E den Öber- 
flächenstrom und £ die Obertlächenleitfähig- 
keit bedeuten. 

Das elektrische Feld, das natürlich nur eine 
von Null verschiedene 2-Komponente hat, 
muß auf der Oberfläche & stetig sein: 


B,=#E,=E. (2) 


Der weitere Lösungsweg ist dem der Auf- 
gabe 159 (Problem wenig nichtkonzentrischer 
Kugeln) sehr ähnlich. Bis auf Terme mit 2/a genau lautet die Gleichung der 
Grenzfläche 


r=qa-+lcos«.: (3) 


Das Vektorpotential hat dieselbe Richtung wie der Strom. Wir setzen es in 
der Form 


2 
A,= er Circosa +0, 

C a 

Ir r B * 
A,= — In— + — cos 

C a r 


an. Dabei sind C, und B, Funktionen der Zeit, die in l/a von erster Ordnung 
klein sind, und 7’ ist von nullter Ordnung in /ja. 
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Bei schwachem Skineffekt (h < ö) genügt das Vektorpotential der Be- 
dingung 


A,=4, für r=a-+lcosa. (5) 

Daraus erhalten wir unter Vernachlässigung von Termen der Ordnung (l/a)? 
2(7’— Il 

B=acH —, Gel; (6) 


In der Grenzbedingung (1) kann man H, durch H, ersetzen. Wie man leicht 
sieht, führt das zu einem Fehler der Ordnung (l/a)?. Wegen 


0A E 04 
H, Ir 07 — c 6 
gilt auf S 
0A,» 0A, Anl 0A 
or Ör ce Ö6t 


oder bis auf !/a genau 


2(1 Ir pas : 
ca C 


Anl | 2 dr) ACH] per 


ca u "a 
Daraus ergibt sich sofort I = I’; dieses Ergebnis kommt dadurch zustande, 
daß der Skineffekt als schwach angenommen wurde. Für 0, ergibt sich die 
Differentialgleichung 
AO,  2.d(l 
Fame 4 Bel Per m 
Der Parameter 0 = c2/2r a £ stimmt mit dem Widerstand je Längeneinheit 
des Rohres, ausgedrückt in elektromagnetischen Einheiten, überein. 
Gleichung (7) löst man durch Variation der Konstanten. Man erhält 


t 
2 d. 
0, = —y | et9 Ze Ie)llr)] dr. 


(Wir nehmen an, daß für £ — — o der Strom Null ist.) 
Die Kraft f, die je Längeneinheit des Stromes I angreift, kann mit Hilie 
der Gleichung 


1 


berechnet werden, wobei 7, das durch den im Mantel fließenden Strom erzeugte 
Magnetfeld auf der Geraden bedeutet, längs der der Strom I fließt. Diesem Feld 
entspricht das Vektorpotential 


4’=Ü,rcosa = (C,y. 

Daraus folgt | 
04’ 

H, = — 77 er 
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Schließlich erhalten wir 


t 


d 
[em zum La)]dr. 


00 


21(t) 


ec? a? 


fx = 


Wir betrachten noch einige Spezialfälle. Bei Gleichstrom (I = const) gilt 
t 


21? 5 
ae | ee@-9] (7) dr. 


Bei einer Abweichung des Stromes von der Zylinderachse (l > 0) entsteht eine 
Kraft, die der Abweichung entgegenwirkt. Im Falle langsamer Bewegung 


Ü< o l) erhält man durch partielle Integration 
| 
f, = = ep: 


2a\o 0 
Insbesondere ist die Bremskraft bei gleichförmiger Verschiebung = vt 
Ze 2T:v 
Sg 
386. 
ne 21° (t) I(t) 


e? a? 


8. AUSBREITUNG ELEKTROMAGNETISCHER WELLEN 


8.1. Ebene Wellen im homogenen Medium. 
Reflexion und Brechung von Wellen. Wellenpakete 


387. Die erste Welle hat die Amplitude &, = «a e,, die zweite die Amplitude 
&, = bei? e,, wobei « und b reell sind; die resultierende Amplitude ist 


-u.Htr&=we,+beite,. 


Zur Erklärung der Art der Polarisation verschieben wir den Phasenanfangs- 
punkt so, daß sich in zwei zueinander senkrechten Richtungen Schwingungen 
ergeben, deren Phasen um r/2 gegeneinander verschoben sind. Dazu führen 
wir die neue Amplitude & = &,e!® = € —i€” ein und fordern, daß die 
Vektoren € und €’ reell mit € €’ = 0 sind (Abb. 61): 


& = acosa e,+ bcos(x — x) &,; | 


G’=asinse,+bsin(x — x) &,. 


(1) 


Die Phasenverschiebung « ergibt sich aus der Bedingung € €’ = 0: 


a? cos& sin + b?sin(x — y) cos(x — x) = 0 
en b? sin2y 


mer Tepe 


(2) 
Aus der Gleichung (2) berechnen wir den Winkel «, setzen « in (1) ein und 
bestimmen €’ und €". Führt man in der x y-Ebene die neuen Achsen x’ || & 
und y’|| €’ ein, so erhält man 
E»=#E'cos(ft— wt-+o), 
Ey = E’sn(fr— wt-+o). 
Offenbar gilt 
E}, Ei 
E'2 % RE -1, 
d.h., die Spitze des Vektors & beschreibt 
eine Ellipse. 
Im allgemeinen sind Z’ und E’’ ungleich 
Null. Die Schwingungen in Richtung der Abb. 61 
x’-Achse sind gegenüber denen in Rich- 
tung der y’-Achse um z/2 verzögert. Sind die Achsen x’, y' ebenso orientiert 
wie die Achsen x, y, d.h., bilden «’, y’, 2 ein Rechtssystem (dieser Fall ist in 
Abb. 61 dargestellt), so wird sich der Vektor & für einen Beobachter, auf den 
sich die Welle zubewegt, entgegen dem Uhrzeigersinn drehen. Eine solche 
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Welle bezeichnet man als elliptisch linkspolarisiert. Bilden die Achsen «’, y’, 2 
ein Linkssystem, so dreht sich & dagegen im Uhrzeigersinn, und man bezeich- 
net die Welle als elliptisch rechtspolarisiert. 

Die Welle ist für Z’ = E’” zirkular und für E’=0 oder E’ = 0 linear 
polarisiert. 

388. Für xy = 0 ist die Polarisation linear, und die Polarisationsebene geht 
durch die Winkelhalbierende der x- und %-Achse. Für x = # ist die Polarisa- 
tion ebenfalls linear, die Polarisationsebene geht durch die Winkelhalbierende 
der x- und %-Achse. Bei y = r/2 liegt eine zirkulare Rechtspolarisation vor 
(Abb. 62a), für y—= — r/2 eine zirkulare Linkspolarisation (Abb. 62). In den 
übrigen Fällen ist die Polarisation elliptisch, und zwar für 0 <xy<- x rechts- 
händig [cos(x/2) > 0, sin(x/2) >O und Achsenorientierungen wie in Abb. 62a] 
und für -— nr <x<- 0 linkshändig (Abb. 625). 


.b) 
Abb. 62 


389. Für a = b ist die Welle linear polarisiert, bei @ > b elliptisch rechts- 
polarisiert und bei a < b elliptisch linkspolarisiert. Zirkulare Polarisation er- 
gibt sich nur für b = 0 (rechtshändig) oder «a = 0 (linkshändig). 


390. Die Amplitude der Gesamtwelle ist 
E= €, + 6&, = Ele! + ed ei). 


Dabei sind & die Phasenverschiebung, die sich ungeordnet ändert, und 
|&?®?=I[. Die Komponenten des Polarisationstensors sind nach Definition 
[s. (8.14)] 

Tr = Ei ER = Ike + e@ ei®), (eV + eW erie).. 


Bei der zeitlichen Mittelung erhalten wir 
etri?—(, 
so daß der Polarisationstensor die Form 


Il \ + cos®?% sin® cos . 


sin® cos® 1 — cos?» 
hat. 
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Um den Depolarisationsgrad der Welle zu bestimmen, muß man den Ten- 
sor /;, auf die Form 
I ;x = I; n® n\D* — I, n® ni * 


bringen, wobei /; und n® durch die Gleichungen 


Ir = Inı 
definiert sind. | 
Setzt man die Determinante dieses Gleichungssystems gleich Null, so erhält 
man 


I, =1+c08d, L,=1-— cos®. 
Daraus ergibt sich der Depolarisationsgrad 


== 1 — cos® 


ET TL cd 


Die Vektoren n® sind im betrachteten Fall 
reell, und es ist n® = {cos( 9/2), sin(9/2)}, 
n(9 = {—sin(9/2), cos(d/2)} (Abb. 63). Die 
Welle ist vollständig polarisiert (jedoch nicht 
monochromatisch) für” =0 (e=0). Bei Abb. 63 
= nj2 ist sie vollständig depolarisiert 
(o=1). In diesem Fall ist der Polarisationstensor I;. = I ö;x- 

391. Der Polarisationstensor ist 


0<#<a2). 


1 1 
, h+zb Z——\ 
a 1 1 


(die Richtung der x,-Achse stimmt mit der Polarisationsrichtung der ersten 
Welle überein). 
Der Depolarisationsgrad ist 
_Ah+b-VE+B 
++ VR+2B 


Lan, 
I 
die Welle ist bei &=0 unpolarisiert und bei &= 1 vollständig polarisiert. 


Aus diesem Grund bezeichnet man £& als den Polarisationsgrad der Welle. 
Setzen wir &; = &n, mit 


392. Es ıst 


0 = 


mMtmtm-l 
so wird ' 


| = 


IS , 
Ir ==(1- 896 + Zz—1 + 2m). 


D 
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In diesem Ausdruck entspricht der erste Term dem vollständig unpolarisierten 
und der zweite dem vollständig polarisierten Zustand. Im Fall a) gilt, =1, 


Pe 
Vergleicht man 
Te 1 0 
iR= 0 0 
Ir=Inin, 


mit dem Ausdruck 


so sieht man, daß im vorliegenden Fall n, =1,n, =0 gilt, d.h., daß der 
Tensor I; eine Welle beschreibt, die in Richtung der x- Achse linear polarisiert 
ist (die Welle breitet sich in 2-Richtung aus). 

Analog zeigt man leicht, daß im Fallb) „=1,1n =n3 = 0 gilt und die 
Welle in der Richtung, die mit der x-Achse den Winkel 45° bildet, linear 
polarisiert ist, während im Falle) n=1,1n,=n3=0 git und die Welle 
zirkular polarisiert ist. 

393. Da € linear polarisiert ist, kann die Amplitude €&, reell gewählt werden. 
Aus der Gleichung div& = 0 folgt !&,=0,7'"&%, = 0, d.h., €, steht senk- 
recht auf der von f, £’ aufgespannten 


Ebene. Aus der Gleichung 


ergibt sich 


w I w E1 
9-1 x; — 9-1 x&,, 


Abb. 64 d.h., 9, und 9, stehen senkrecht auf 
&, undesit 9, LM, LE". 
Die Spitze des Vektors 9 beschreibt in der von F', f’’ aufgespannten Ebene 
eine Ellipse (Abb. 64). | 
394. Beide Wellen werden elliptisch polarisiert sein. Eine Hauptachse des 


Polarisationsellipsoids liegt in der Einfallsebene, und die andere steht auf ihr 
senkrecht. Die Halbachsen sind in der reflektierten Welle 


tan(9, — 9) _ sin(O, — ©,) 
IT tan(9, + 9,) un. no, a 9,) Bo 
und in der gebrochenen Welle 
Pa 20080, sin @, B,= 2c0sQ, sin 9, 2 m 
NT sin(O, + 9,) 608s(9, — 2, er, +09) ° 


Dabei bedeuten ©, den Einfallswinkel, ©, den Brechungswinkel und EZ, den 
Absolutbetrag der Amplitude der einfallenden Welle. 

Für ©, = n]2 — ©, (BRewstegscher Winkel) ist die reflektierte Welle linear 
polarisiert. 
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395. Unpolarisiertes (natürliches) Licht kann man als inkohärente Super- 
position zweier „entgegengesetzt“ polarisierter Wellen gleicher Intensität be- 
trachten. Wir benutzen dies und stellen das einfallende Bündel als Super- 
position zweier inkohärenter Komponenten dar, von denen die eine, Ey), in 
Richtung der Einfallsebene und die zweite, E_|, senkrecht dazu polarisiert ist. 
Die Intensitäten dieser Wellen sind einander gleich: 


Nach der Reflexion sind beide Komponenten nach wie vor inkohärent. Mit 
Hilfe der Fresweuschen Formeln erhalten wir 


RE sin?(9, — ©,) (e cos?(9, + ©.) ! J 
- sin?(9, + 9,) rt cos?(9, — 9,) =) 
_ c08?(9, + 9,) N 


1 c02(,— 9). 


Dabei sind et und ell Tinheisveltören. die die Polarisationsrichtungen der 
transversalen bzw. longitudinalen Welle angeben; sie liegen in der zur Rich- 
tung des reflektierten Lichtes senkrechten Ebene. Der Depolarisationsgrad des 
einfallenden Lichtes ist 1; bei der Reflexion wird das Licht polarisiert. 

Eine analoge Rechnung ergibt für das gebrochene Licht 


41 cos? 0, sin?&, ell el! 
0) ES ker ie Katze N ERFPEINERER 12 Na BIBORNEEN 
Tin sin?(9, + ©) (a Di cos? (9, — ©) ) 
02 — c08?(9, = O,) < 1 . 
396. Man erhält 
(&ı — &9)” 4&, & 
R eg Fe en 
2(&ı + &) = (&ı + &)” 


wobei &, und &, die Dielektrizitätskonstanten des ersten bzw. zweiten Dielek- 
trikums bedeuten. 


397. Man erhält 
2[ 
E\ıı = (—1 + 22 c059,) E\o: Eyı = (1-5) Fo: 


E\a = 2£[ 008%, E\o: Eie = 2CEjo- 


0%, =d, 


Die Formeln für #1, und Ei, gelten nur dann, wenn der Glanzwinkel 
9 =! — %> |£| ist. 
Für 9, < 1 wird 


= 
Eiı = = 
P%+t & 
Dabei ist die relative Größe von |Z| und 9, beliebig. 


398. Es ergibt sich 
R,=1-. 4{’'c0s0,. 


20 Batygin/Toptygin 


306 Antworten und Lösungen 


R, ist für alle Einfallswinkel nahezu gleich 1 und nimmt für ©, = 0 (senk- 
rechter Einfall) ein Minimum an; ferner erhält man 
40’ 
cos, 
R u (90 ——; 6: — re 
mtr” 
Aus der Bedingung OR|,/d9, = 0 erhalten wir den Winkel o,, bei dem Aj| 
minimal ist: td 


m=D=ltl, Rz 


Der Winkel ©, ist dem BrEwSTERschen Winkel analog, da Rıbip,=® 
minimal ist (beim Einfall einer Welle auf die Grenze eines Dielektrikums unter 
dem BrEwsTErschen Winkel ist der Koeffizient R; ebenfalls minimal und 
gleich Null). 

399. Die Polarisation der reflektierten Welle wird durch die Phasendifferenz 
zwischen der longitudinalen und der transversalen Komponente bestimmt. Mit 
Hilfe der Ergebnisse der beiden vorhergehenden Aufgaben erhält man 


Ri=1- für 9 = Z —_ A>4t, 


für mo <l. 


Er -E, = ek E. 9,=% 
‚le = 20,6" 
- er’ Ein, tanöı = D8— je > 0, 
d.h. ö = — n]2. 

Die Phasendifferenz ist also 6 = 6, — ö = n/2; die reflektierte Welle 
erweist sich im allgemeinen als elliptisch polarisiert, wobei eine der Haupt- 
achsen der Ellipse in der Einfallsebene liegt. 

Bei |Eıı| = |#,ı| liegt zirkulare Polarisation vor. Für E,=0 oder 
E\o = 0 wird die Polarisation linear. 


400. Mit Hilfe der FRESNELschen Formeln erhält man 


‚_. sinO, tan, c0s20 ‚, sin®, tan, sin2o sinö 
 1+sin?2ocosö ’ . 1 + sin2o cosö 


401. Es ergibt sich 


Mey)... 8 Vz (ze) 
(Vk+Ve)? (VerlefVe\o 

Dabei bedeuten & die Dielektrizitätskonstante des Mediums, aus dem das 
Licht einfällt, und e’ den Realteil der Dielektrizitätskonstanten des leitenden 
Mediums. 

402. Die Phasenverschiebungen zwischen Z, ,, E, und Ey, E, können mit 
Hilfe der Fresweuschen Formeln bestimmt werden: 

na) 292 20.292 

6, _ Vi, —n | tan Ol — Vsin?®, — n | a) 
2 cos, 2 n? c0osQ), 
Wegen öj =+ öjj ist die Welle elliptisch polarisiert. 


tan — 
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Die elliptische Polarisation geht in eine zirkulare über, falls die Bedingungen 
7 
09-7 b) Eor=# 


erfüllt sind. Die Bedingung b) bedeutet, daß die einfallende Welle in einer 
Ebene, die mit der Einfallsebene den Winkel x/4 bildet, polarisiert sein muß. 
Wir untersuchen nun die Frage, ob die Bedingung a) erfüllt sein kann. 
Aus (1) folgt 
ö . cosQ, Vsin?9, — n? 


tan — = ——— —, 
5 sin?®, e) 


Daraus ergibt sich, daß 6 für ©, = aresinn und ©, = r/2 gleich Null wird 
und zwischen diesen beiden Punkten ein Maximum annimmt. Für den Maximal- 
wert erhält man auf dem üblichen Weg leicht 


Damit tan (6/2) gleich 1 ist (Öö = r/2), müssen die Ungleichungen1 — n? > 2n 
und n< 0,414 erfüllt sein. 

403. Ist der Vektor €, normal zur Einfallsebene, so sind die Transversal- 
und die Longitudinalkomponente des PoynTin@schen Vektors 


ak’. , 
SS, = un. Be" "sin2(k’w — wi), | 

c? k'' | (n 
S = er 2 e2k’z [] — cos2(k’z — wi)]. | 


Dabei ist die z-Achse normal zur Grenze des Mediums, und die x-Achse ist die 
Schnittlinie zwischen der Einfallsebene und der Grenze des Mediums; ferner ist 


k'= k,sinO,, K'= k, YsinO, — n>, 


wobei k, = wn,/c den Betrag des Wellenvektors im zweiten Medium und ©, 
den Einfallswinkel bedeuten. | 
Aus (1) folgt, daß die Energie senkrecht zur Grenze Schwingungen mit der 
Frequenz 2w ausführt. Das zeitliche Mittel des Energieflusses im zweiten Me- 
dium ist Null, während der Mittelwert von $jj ungleich Null ist, d.h. ein 
Energiefluß längs der Grenzfläche besteht. 
Die Linien des Poyntin@schen Vektors im zweiten Medium werden durch 
die Gleichung 
1 |sink’x| 
In ———— 


s- K' GC (2) 


2 


bestimmt, wobei (Ü eine Integrationskonstante ist. 
20* 
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Der ungefähre Verlauf der Vektorlinien ist in Abb. 65 dargestellt. Im ersten 
Medium haben die ©-Linien eine kompliziertere Form (s. [19]). 


z 2 
z I 
1 
Abb. 65 
404. Das Brechungsgesetz hat hier die komplexe Form 
4 4 
k, sinO, = k,sinG,, k,= — Var £. Re -2 Va +4 — —- k+ik; 


sin@, und c0os@, sind dabei komplex. 

Wir setzen nun c0os%, = 0 e!*, wobei o und «reelle Größen sind, die von ©, 
und den elektrischen Konstanten des Mediums abhängen. Die Parameter 0, «& 
werden durch das Gleichungssystem 


R 
oe cos2«—=1— TE, n’@0> 
, Ik ker If! 
0? sin2& — ze er 
2 


bestimmt. 
Die in das leitende Medium 2 eingedrungene Welle wird durch die Funktion 


= i(kger-wi) 
Ebene konstan- y Gen, &, (t ’ !) GC, e 2'2 


| % 
fer Amplitude EEH beschrieben. Trennt man Real- und Ima- 
| ginärteil des Produktes k, e,t, so ergibt 
sich 
(2) rzyp 
k,&,r = (k& + ik,) (csinO, + 2c0sQ,) = 
Y 
| Z =izp(O,) + x kı sin, +2g(9,) 
(1) CN mit 
p(,) = e(k,sina + keosc), 
g4(9,) = o(ky cos& — k}sina). 
Es ist also 
Abb. 66 | 


&,(t, £) —— &, ep? ei(zkısin@&, +zg-wt) 


Wie man sieht, stimmen Ausbreitungs- und Dämpfungsrichtung der Welle 
nicht miteinander überein: Die Welle ist inhomogen. Die Ebenen konstanter 
Amplitude 2 = const sind der Leiteroberfläche parallel. Die Ebenen konstan- 
ter Phase werden durch die Gleichung 


x k,sinO, +2qg(0,) = const 
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bestimmt, aus der sich ergibt, daß der Vektor f}, der die Ausbreitungsrichtung 
der Welle angibt, mit der 2-Achse den Winkel y = arctan {k, sin®,/q(9,)} 
bildet (Abb. 66). Die Phasengeschwindigkeit im leitenden Medium hängt vom 


Einfallswinkel ab: Br 


Bm ———— ——. 
”  Ve?(O,) + kr sin?O, 


405. Zur Bestimmung des Reflexionskoeffizienten an der ebenen Schicht 
muß man den Zusammenhang zwischen der Amplitude der reflektierten und 
der einfallenden Welle kennen. Wir bestimmen ihn auf zwei Wegen. 

Das erste Verfahren geht von den Grenzbedingungen aus. Berücksichtigt 
man, daß die Tangentialkomponenten der Vektoren &E und 9 an den Grenzen 
2 =0 und z = a stetig sein müssen und sich die vor der Schicht auf der Seite 
der einfallenden Welle vorhandene Welle nach beiden Seiten ausbreitet, wäh- 
rend hinter der Schicht nur die hindurchgelassene Welle besteht, die sich in der 
Richtung der positiven 2-Achse ausbreitet, so erhält man mit Hilfe der Grenz- 

BE, = 2 + &g; e=?'kaa 


bedingungen 
= R 1 


Dabei ist £, die Amplitude der reflektierten, EZ, die der einfallenden Welle und 


l—n l—n € O0 17 
12 23 k 
’ Oo = > Nie = ’ kg == Ve.- 
l+n2 I-+ ns &i 6 


Das zweite Verfahren beruht auf der Betrachtung der mehrfachen Reflexio- 
nen an der Trennfläche. Benutzt man die FREsNELsche Formel für den nor- 
malen Einfall, so sieht man, daß die Amplitude der Welle, die an der Grenze 
z = 0 einfach reflektiert wird, die Form 


12 = 


hat. E, = 12, 
Die Amplitude der ins Innere der Schicht eingedrungenen Welle ist 
E,=Pı „Bo 


Pia = It, 
Die Amplitude der aus der Schicht austretenden Welle ist im Gebiet z< 0 
nach einfacher Reflexion an der Grenze z= «a 
Ei = Paı Ras PıaEo e?'tr®. 


Die Amplitude der nach s-facher Reflexion an der Grenze 2 = a in das Gebiet 
2 <-0 zurückkehrenden Welle ist 


Es = Paı Pia az e"?'*2* (fg gg e-?ikaa)s-1, 


Die Gesamtamplitude Z, der an der ebenen Schicht reflektierten Welle ist 
gleich der Summe aller E};: 


00 [oe] 
E, = IE, = 0. Bt+ Pa Pıanase re (&gı Ygz e*ea)s-1, 
s= s= 
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Mit Hilfe der Formel für die Summe der unendlichen geometrischen Reihe 
erhalten wir wieder die Beziehung (1). 

Der Reflexionskoeffizient R ist durch die Beziehung R = |E, ?/|E,|? defi- 
niert. Bestimmt man das Minimum von R auf dem üblichen Wege, so sieht 
man, daß die Reflexion minimal ist, wenn die Schichtdicke der Bedingung 


a= an, n=1,2,3,... (2) 
genügt, wobei A, die Wellenlänge innerhalb der Schicht bedeutet. 
Wir betrachten die kleinste Schichtdicke a = A,/4, die dem Minimum von R 
entspricht. Setzt man R gleich Null, so erhält man für fehlende Reflexion die 
Bedingung 


& = Va, &;. 


406. Die Gleichung für das elektrische Feld lautet 


0 Ae& 
d2 e- z \E=0 (1) 
[s. (8.12)]. 

Wir suchen eine Lösung dieser Gleichung, die für alle 2 beschränkt ist und 
für 2 — + oo Bedingungen genügt, die sich aus der physikalischen Problem-: 
stellung ergeben. Für z > — x muß die Lösung eine Superposition zweier 
Wellen, der einfallenden und der reflektierten, darstellen: 


E(z) — A eikoz + Be-iko: (2) 
Bei 2 — ® bleibt nur die hindurchgegangene Welle bestehen: 


E(z) > (eik:, (3) 
Dabei ist k = o Velc. 

In der Gleichung (1) substituieren wir die Variable gemäß —e-*/@ — £&. Die 
neue Variable ändert sich innerhalb der Grenzen —o <E< 0, wenn sich 2 
zwischen — oo und + ändert. Mit der Substitution E(£) = &**awy(£) er- 
halten wir für die neue unbekannte Funktion y(£) die Gleichung 


<-y+l—- Aikal-yty—t, (4) 


wobei x? = w?Ae/c? ist. Diese Gleichung bezeichnet man als hypergeometrische 

Gleichung. u 
Wie aus (3) folgt, muß v(£) für & —0 gegen eine Konstante streben. Die 

Funktion, die diese Eigenschaft besitzt, ist die hypergeometrische Funktion 


nd tz RIE sca+NPe+] , 
a er "a * 2 ER 


(s. [72], 7.200 und 7.251). Die Lösung der Gleichung (4) lautet also 
v=ÜF[-i(k+k,)a, -i(k — k,)a; 1 — 2ika; —e a]. (5) 
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Um die Funktion % für & — — © zu bestimmen, benutzen wir die folgende 
asymptotische Darstellung der hypergeometrischen Funktion, die leicht aus 
der in [72] angegebenen Formel 7.232,2 abgeleitet werden kann: 


I) IB —o) I) (& — Bd) 
IBTY—o) Ic) I’ — B) 


Mit Hilfe dieser Beziehung kann man zeigen, daß die Bedingung (2) erfüllt ist. 
Der Reflexionskoeffizient ist 


F(a,ß;y;$) = (ee Fern 6) 


Be ern ale Noel, 
- A| Tem iR hjaltik—k)a]| | 
Zur Vereinfachung dieses Ausdrucks benutzen wir die Relationen 
T2ihk,a) | | Teikua) | on 
Tara re nr: 


und erhalten schließlich 
sinh?rza(k — k,) 


— sinhera(k+k) (8) 


Für kleine a (ka<:1) nimmt der Ausdruck für R die bekannte Form an, die 
sich bei einer sprunghaften Anderung von e ergibt: 


R nimmt mit wachsendem a monoton ab. Bei großen k a erfolgt die Abnahme 
nach einem Exponentialgesetz: 


R=zetrkba kam]. 


407. Bei senkrechtem Einfall der Welle hängt das elektrische Feld nur von z 
ab und genügt der Gleichung 


dE  w? 
Az —-£(w,2)E=0. (1) 


Setzt man m w?/4z eN, = 2%,, so glte=1 — 2/2,. Durch Substitution der 


Variablen 
2 \l/s 
(7) a2 


2 
622, 


nimmt Gleichung (1) die Form!) 


d?E 
tert (2) 


1) Durch diese Gleichung wird in der Quantenmechanik die Bewegung eines Teilchens 
im homogenen Kraftfeld beschrieben. 
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an. Ihre Lösung erhält man am einfachsten mit Hilfe einer FOURIER Trans- 
formation. Dazu entwickeln wir E(£) in ein FourIEr-Integral: 


Bi) = | Eiu)e'tdu, Bw, [#0 es »dE. 


Setzen wir dies in (2) ein, so erhalten wir für die Amplitude Z(u) die Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung 


dE(u) 
dw. 


+:uWE(uw)—=0. (3) 


Durch die FOURIER-Transformation ergibt sich an Stelle der Gleichung zwei- 
ter Ordnung die einfachere Gleichung (3) erster Ordnung. Die Integration 
von (3) ergibt 
E (u) = A’e-iw, 

Daraus folgt für &(£) 

Eid) = 4’ e- ilsuf-EU) Ay, 
Stellt man e -i@/sw-£u) durch sin und cos dar und berücksichtigt, daß das 
Integral der Funktion sin(u?/3 — &w) wegen der Antisymmetrie des Inte- 
granden verschwindet, so erhält man 


co 


= [lg -Eu)Jau (4) 


) 
Die Funktion 


F 3 
D(E) = [ COS (+ Eu)du 
0 


heißt Aıkysche Funktion!) (sie kann durch eine BesseL-Funktion mit dem 
Index !/, dargestellt werden). Wir erhalten also schließlich 


Ee)=AP(-28). 
Die Konstante A kann mit Hilfe der Bedingungen an der Schichtgrenze be- 
stimmt werden. 


Wir untersuchen nun die Eigenschaften von E(£) für große |&]. Mit Hilfe 
der asymptotischen Formeln für ®(£) (s. [8]) ergibt sich bei großen positiven & 


BO = zn), 


En 
d. h., das Feld oszilliert. 


1) Die Amvsche Funktion wurde von W.A. Fock näher untersucht (s. W.A. Fock: 
Tabellen der Aıkyschen Funktion, Moskau 1938). 
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Für große negative £& gilt 


A 
E — nn e”/sieltte, 
d.h., das Feld klingt exponentiell ab. Dies ist dadurch bedingt, daß negativen 
&-Werten negative Werte der Dielektrizitätskonstanten & entsprechen und bei 


e<0 der Wellenvektor k = w fe/c rein imaginär wird, was gerade einer 
Dämpfung entspricht. Im vorliegenden Fall geht bei der Dämpfung jedoch 
keine elektromagnetische Energie auf den Körper über (da die Dielektrizitäts- 
konstante reell ist, treten keine Verluste auf), sondern die Welle wird an einer 
Schicht mit negativem e reflektiert. 
408. Es ergibt sich 
Y(x,0) = A(x, 0) eiko® 
mit 
A(2,0) =a,/r Ake-*4rl. 


Die Amplitude A(x,0) des Paketes hat die Form einer Gauss-Kurve. Sie 
wird für |eAk|>1 verschwindend klein. Daraus folgt, daß die Breite des 
Paketes im Ortsraum mit seiner ‚Breite‘ im k-Raum durch die Beziehung 
AxzAk = 1 zusammenhängt. Diese Beziehung hat universelle Bedeutung und 
gilt sowohl für elektromagnetische Wellen als auch für Wellen beliebiger anderer 
Natur. Sie spielt im Falle der Wahrscheinlichkeitswellen in der Quanten- 
mechanik eine besondere Rolle und führt dort zur Unschärferelation für Ko- 
ordinate und Impuls eines Mikroteilchens. 


409. ä 
0 Man erhält 0,0 = A(0,1) e-imt 


mit 
A(0,1)= a, Yn Aw er” 4a®la 
d 
a AtAw*]1 
410. Man findet 
PERS BE 
mn 9sinY" 


Dabei bedeutet © den halben Öffnungswinkel des Lichtkegels vom Objektiv 
des Mikroskops zum betrachteten Objekt. 


411. Der Wellenimpuls, der vom Funkorter gesendet wird, hat die Breite Az, 
die mit der transversalen Streuung k, der Wellenvektoren durch die Be- 
ziehung Axk, > 1 zusammenhängt. Andererseits gilt offenbar Ax/l m k,lk. 
Aus den beiden Beziehungen ergibt sich die Unsicherheit der Beobachtung zu 


Ax>Yr. 
412. Das Wellenpaket wird durch die Funktion 


3 
PYı,)=4n 2 De J,(0 9) ee) 
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beschrieben, wobei 


el 


2 ( 


eine BessEL-Funktion bedeutet und oe = |t — b, t| ist. Die Gruppengeschwin- 
digkeit b, = grad; w ist ein Vektor mit den Komponenten Ow/dk,, dw/Ok,, 
Ow/Ok.. Die Amplitude des Wellenpaketes ist nur im (kugelsymmetrischen) 
Raumgebiet og< 1 merklich von Null verschieden. Das Paket ist in allen 
drei Dimensionen begrenzt. 

Wie der Ausdruck für (rt, t) zeigt, ändert sich die Form des Paketes nicht 
mit der Zeit. Das beruht auf dem linearen Dispersionsgesetz, das streng nur 
für elektromagnetische Wellen im Vakuum gilt. Bei Berücksichtigung der 
weiteren Terme in der Entwicklung von ® nach % ergibt sich eine Änderung 
der Pakeiform (,Zerfließen‘“ des Paketes). Das Paket bewegt sich als Ganzes 
mit der Gruppengeschwindigkeit t,. 


413. Stellt man »(k) in der Form 


= @g + dg(k — ko) + Bik — ko)? 


dar, so erhält man 


(2 — vg)? 


| TC 
ade, Vor exp I- AariBn + i(k, C — @9 ) A 


Die Abhängigkeit dieser komplexen Amplitude von x und t kann am einfach- 
sten untersucht werden, indem man das Quadrat ihres Betrages bildet (das 
gerade die Intensität der Welle bestimmt): 


u as .6l&—%zh)? 
 Yar+ (By xp | are] 


Wie dieser Ausdruck zeigt, hat die Intensität der Welle bei festem # die Form 
einer GAuss-Kurve, während ihre Breite Z nach dem Gesetz 


= ae +R®) 
u & 


mit der Zeit zunimmt und ihre Höhe wegen des Faktors (« + B? 1°)" ab- 
nimmt. | 

Das Wellenpaket zerfließt. Das Zerfließen erfolgt symmetrisch (nach der 
Seite 7—= + oo und nach der Seite = — oo) und ist, da k reell ist, natürlich 
nicht mit einer Energieabsorption verbunden. Das Fehlen einer Dissipation 
geht auch daraus hervor, daß das Integral 


/ da,t)®de= (4« 


|A(x, 1) |? 
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nicht von der Zeit abhängt, d.h. die ‚„Gesamtintensität‘“ erhalten bleibt. Der 
Grund für das Zerfließen besteht in der Ungleichheit der Ausbreitungs- 
geschwindigkeiten (Phasengeschwindigkeiten) v, = w/k der einzelnen ebenen 
Wellen, die in die Superposition eingehen: Infolge der Dispersion hängt w/k 
von k ab. 


414. Für & <& w, ergibt sich 


mit &g = E(0). 
Beiw> w, wird 


Im letzten Fall ist v,v, » c?. In der Nähe der Resonanzfrequenz (w = @y) 
verliert der Begriff der Gruppengeschwindigkeit seine Bedeutung. 


415. Wie aus den Ergebnissen der Aufgaben 412 und 413 folgt, hat die 
Funktion, die das Wellenpaket beschreibt, die Form 


E(x,t) = E,(z, t) eio=- ©), 


Dabei ändert sich die Amplitude E,(x,t) bedeutend langsamer als e!(%r-®%) 
(die Perioden dieser Funktionen verhalten sich wie Ak/k,). Vernachlässigt man 
die Änderung von E, gegenüber der von exp{i (k, 2 — wg £)}, so gilt auf Grund 
der Maxweruschen Gleichungen 


He, = = 


zz 
E(x,t) = /# E,(&, t) eFox- 0), 
oM I = 


Die über die Periode 2rz/w, der Änderung der hochfrequenten Komponente 
gemittelte Energiestromdichte ist 


82,0) = ne |Re(& x 9*)| = =V- E,(&, hd Ei; d). 


Aus der Beziehung $S = v%@ ergibt sich die Geschwindigkeit der Energieüber- 
tragung zu 
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8.2. Streuung elektromagnetischer Wellen 
an makroskopischen Körpern. Beugung 


‘416. Man benutzt Zylinderkoordinaten,. wobei die 2-Achse. in der Zylinder- 
achse liegt und der Winkel « von der Richtung des Wellenvektors f der ein- 
fallenden Welle aus gezählt wird. Aus Symmetriegründen ergibt sich, daß die 
Feldvektoren nicht von 2 abhängen und nur die von Null verschiedenen Kom- 
ponenten E,, H, und H, haben. Im folgenden lassen wir den Zeitfaktor e-i®! 
fort und benutzen zur Bestimmung der Feldkomponenten die Wellengleichung 
(8.6) für € und die Maxwerısche Gleichung (8.1). Die erste dieser Gleichun- 
gen liefert E,, und die zweite gestattet, 7, und 7, durch E, auszudrücken: 

1 08, u 1 OE, ' 
"— ikr 96° "dk Or (1) 
Das durch das Vorhandensein des Zylinders hervorgerufene sekundäre Feld 
E'=E — E, genügt der Gleichung 


| OH’ 1 02E’ 
r Or —) 72 002 


Setzt man Z’ = R(r) ®(«) und separiert in (2) die Variablen, so ergibt sich 


+2E' —=0. (2) 


2 
Bu + Rn + (®- ) Em = 0, () 
8, + md,.=0. (4) 


Mit m? ist der Separationsparameter bezeichnet. Die allgemeine Lösung der 
Gleichung (2) ist eine Summe über alle zulässigen m: 


E'(r,0)= 2 Dn(&) Ru(r). (8) 


Um die Lösung der BesseL-Gleichung (3) sofort in der günstigsten Form 
hinschreiben zu können, betrachten wir die Randbedingung für r — oo. Da E’ 
das sekundäre Feld beschreibt, das durch die auf dem Zylinder induzierten 
Ströme erzeugt wird, muß es für r > oo die Form auslaufender Zylinderwellen 
haben. Das bedeutet, daß E’ in diesem Gebiet die Form 


eikr 


E' = E, fa) 
haben muß. vr 


Die Bedingung (6) wird befriedigt, wenn man als Lösung der Gleichung (3) 
die HankeL-Funktion HW(kr) wählt (s. Anhang III), die für große r 


Ban =/ Le) (kr>]) 


lautet. Die zweite linear unabhängige Lösung enthält einen Term der Form 


(6) 


const 


Yr 


e-ikr, 
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der eine einlaufende Zylinderwelle beschreibt; diese kann jedoch bei unserer 
Aufgabenstellung nicht vorhanden sein. Daher schreiben wir die Lösung der 
Gleichung (3) in der Form 
R„(r) = H® (kr). 
Gleichung (4) hat die Lösung 
Dn(&) = Am e!n* + B„ eim®, 

Da sich das Feld bei einer Änderung von « um 27: nicht ändern darf, muß m 
eine ganze Zahl sein. Nimmt man an, daß m auch negativ sein kann, so genügt 


es, im Ausdruck für D,(«&) nur emen Term, z.B. ei”«, beizubehalten. Damit 
wird schließlich 


E'(r,0)=E, > AnH®(kr)eim«, (7) 


n=— 00 


Für große Abstände r geht (7) in (6) über, wenn 


zahle r-3) 


gesetzt wird. 

Die Koeffizienten A, der Reihe (7) werden mit Hilfe der Grenzbedingung 
an der Zylinderoberfläche bestimmt. Da der Zylinder als ideal leitend voraus- 
gesetzt wird, gilt 


E+E,=0 fü r=a (8) 
oder 
eika cosa a P3 A„AP(k a) eima — (), (9) 


Mit Hilfe der Orthogonalität der Funktionen e?”* folgt 


27 
IK csa-mo)dx +2n Ay HV(ka) = 0. 
) 
Daraus ergibt sich unter Berücksichtigung von (A IIl.l1) 


in] „(k a) 
an = a er 
Das elektrische Gesamtfeld ist also 
ikr cos%& i"Im(k a) (1 imo 
E(r,«) =D ek Bo aka) Am(kn)e e (11) 


Die Komponenten des Magnetfeldes werden durch die Gleichungen (1) be- 
stimmt: 
inmJ„(ka) HWV(kr) 
H.=-E ikrcos& __ i ee m ee et 
e „Sina e B2 HÖ (ka) ap 
jm-1J„(ka) dH®(kr) 
H.=-E ikrcosa SEE PERS 
i ne FL)  dlkr) 


eima, (12) 


eima (13) 
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Das sekundäre elektrische Feld ist im ganzen Raum transversal; das sekun- 
däre Magnetfeld wird in großem Abstand vom Zylinder, für kr >1 (Wellen- 
zone), wo die longitudinale Komponente H, wegen des Faktors kr im Nenner 
verschwindet, transversal. 

Die Flächendichte des Stromes ergibt sich aus der Grenzbedingung für die 
Tangentialkomponente von 9: 


(6) = 1.(6) = (Hula,0). 
Der Gesamtstrom ist 
J,(ka) H®«(k a) 


v 
I= „cab, Jı(ka) — HD (ko) 


417. Im vorliegenden Fall ist das Feld zweidimensional. Unter der Größe d/ 
in der allgemeinen Formel (8.22), 


muß man daher die Intensität der Sekundärwellen innerhalb des Winkels d«, 
bezogen auf die Längeneinheit des Zylinders, verstehen: d/ = Srde«. 

Der differentielle Streuquerschnitt hat die Dimension einer Länge. Mit Hilfe 
der Ergebnisse der Aufgabe 416 erhält man 


do, = |f(a) ?d«, 


1 + 2” FT) =D | (mo 2 =) ” 


ist. Für beliebige Werte k a ist die Gleichung (1) sehr kompliziert, vereinfacht 
sich aber bei ka < 1 wesentlich. In diesem Fall genügt es, in der unendlichen 
Summe für f(«) den Term mit m = 0 zu berücksichtigen, was eine isotrope 
Verteilung der Sekundärstrahlung ergibt: 


wobei 


dx y\ 
Ina Anke (2) 


Der totale Streuquerschnitt ergibt sich durch Integration von (1) über d«. 
Mit Hilfe der Orthogonalität der Funktionen e!”* erhält man 


2 


_4 > Jm(k a) 
I en ıAD(ka)| 


(3) 
Für ka << 1 geht (3) in 
| nn na 
° 21n?(ka) 
über. 
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‚418. Man erhält 


ikr cos& S ‚m Im (k a) 
A, m H, e k = 2, HW’ck a) 


1% . mJn(ka) 
E, == H, sine eikrcos& + TE 2" Ho) 


HW(kr)eime|, 


H® (k r) oime|, 


ge J,(ka) 
Ze ikr cos& m m (1) imo 
E„=H, [eos Ent ee Fi AO (ka) Ha (kr) e | 


wobei & von der Richtung von f aus gezählt wird und die Achse des Zylinder- 
koordinatensystems mit der Zylinderachse übereinstimmt. Die Streuquer- 
schnitte ergeben sich zu 

ka): 
er 


8 


a(l — 2cosa)’da 
und 
3 
0, = zyE k3 a*. 


419. 
do; = cos?p do; + sin?ode,, 


1 
do’ — c7 (dojı + do) ; 


420. Man denkt sich die unpolarisierte Welle aus zwei inkohärenten Kom- 
ponenten gleicher Intensität zusammengesetzt, wobei der Vektor & der einen 
Komponente parallel und der anderen Komponente senkrecht zur Zylinder- 
achse ist. Die Streuquerschnitte der beiden Komponenten wurden in den Auf- 
gaben 417 und 418 berechnet. Der Depolarisationsgrad o wird durch das Ver- 
hältnis der Intensitäten beider Streuwellen bestimmt: 


1 
= don = z (k a)* In? (k 7) (1 zo 2.08 &)?. 
Wegen ka <{ 1 ist o sehr klein, d.h., die Streuwellen sind bei beliebigem Streu- 


winkel fast vollständig polarisiert; für cos& = 0,5, d.h. «x = 60°, wirdo =. 


421. Man erhält 
oo ,  Julka) -iEJ/m(ka) 
se ikr cosa Mur N arm lm 
ET 2 FEED) — Aka) 


wobei & die Oberflächenimpedanz des Metalls bedeutet, und 


HD (kr)eime|, 


H,=H,=0, & = 1069. 


422. Es ergibt sich 
ac accH, N IN 
0 a 


9 
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wobei £’ den Realteil der Oberflächenimpedanz bedeutet. Die Zylinderfunk- 
tionen JS, Nm und HW® (s. Anhang III) und ihre Ableitungen werden im 
Punkt ka genommen. | 

Für den Absorptionsquerschnitt erhält man 


%o Im Nm — Im Nm 
Mean GiEH® — HW. 


Bei ka<l, d.h. A>a, ist das Feld in der Nähe des Zylinders quasi- 
stationär (leitender Zylinder im longitudinalen quasistationären Magnetfeld, 
s. Aufgabe 367). Drückt man £’ mit Hilfe von (8.9) und (8.11) durch die Leit- 
fähigkeit o aus, so erhält man daher für nr den Ausdruck 


ee 


’ 


—r 


der mit dem in der Aufgabe 369 für den Fall des starken Skineffektes berech- 
neten übereinstimmt, wenn man dort & durch das Magnetfeld ausdrückt. 


423. Für r >a erhält man 


E, [ern + 5 m Inka) Imtka) — Im(ka) Im (a) 


a a (1) im& 
2" HD ka) I, Ra) TEN ka) a)" are 


und fürr<a 
2 Jm (ka) H®(ka) — J/,(k’a) H@ (ka) 
MR 2 Te) ADIka) = Enke) HD (ka) 


Dabei bedeutet Z, die Amplitude der einfallenden Welle, ferner 


= VE, 2 „_olr 
€ C C 


Die übrigen Komponenten von & sind Null. 
Das 9-Feld ergibt sich mit Hilfe der Beziehung 


Jmn(k’r)eime, 


Sa 070) 
424. Die Dipolmomente der Kugel sind 
p=ß.&eir, muß Dee. 


Dabei bedeuten ß, und fm die elektrische bzw. die magnetische Polarisier- 
barkeit der Kugel und sind im allgemeinen komplexe Größen. 

Mit Hilfe der Gleichungen (12.17) und (12.20) erhält man für die Kompo- 
nenten der Vektoren € und 9 der Streuwelle 


_ rot®. 
u 


2 
H,=Beo= _ 
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Die Bedeutung der Winkel © und x, die die Streurichtung charakterisieren, 
ist Abb. 67 zu entnehmen. 

Der differentielle Streuquerschnitt wird durch die Gleichung (8.22) be- 
stimmt: 

4 
u] —[|B.|?(cos2@ cos?x + sin?«) + 
+ |Bm |? (cos?© sin?« + cos?) + (B.ß& + B* Bm) 6059]. 

495. Man erhält 


d0,(0) = 5 |d0,(9,0) + do, (0, + Z)] = 


[(ßel? + |Bm|9) (1 + c080) + 


es 
+ 2(P. Pt + BF Bu) cos9]d2, 
ne w* 
= (Be + IPnl)- 
0 
Zur Berechnung des Depolarisationsgrades der Abb. 67 


Streustrahlung muß man die Hauptrichtungen des 
Polarisationstensors bestimmen. Bei der vorliegenden Aufgabe ist das auf 
Grund von Symmetrieüberlegungen leicht möglich. Bei festem f und n 
(Abb. 66, S. 308) sind ausgezeichnete Richtungen für &, die Normalen- 
richtung zur Streuebene und die zu f senkrechte Richtung in der Streu- 
ebene. 

Diesen Polarisationsrichtungen entsprechen die differentiellen Streuquer- 
schnitte do,(9, rx/2) und do,(9,0), die in der vorigen Aufgabe bestimmt 
wurden. Der Depolarisationsgrad o ist als das Verhältnis der kleineren dieser 
Größen zur größeren definiert. 

Für |ß„|< |ß.| erhält man 

do,(9,0) _ |Bm + Be c0sQ |? 


 d6,9,nf2) BncsO+Bße.|' 
426. Für die dielektrische Kugel ergibt sich 


wta® (e—1\° 
en 2 
dosa>= er 2) (1 + c08?0)d2, 
Suwta® [(e — 1\? 
en ; en 2 
vr (2 zu 5) 0a = 009, 
für die ideal leitende Kugel 
w* as 
do, = or [5(1 + cos?®) — 8080] d2, 
10 o%.a® (1 u) 
SE 7 (3 ; 


21 Batygin/Toptygin 
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Aus der Beziehung für do,a folgt, daß der Streuquerschnitt für eine dielek- 
trische Kugel bezüglich Vorwärts- und Rückwärtsstreuung (d.h. bezüglich 
0=0 und =) symmetrisch ist. Das Verhältnis do,4(O)/do,alr) ist 
gleich 1. Der Streuquerschnitt für die leitende Kugel ist bedeutend anisotroper 
und unsymmetrischer; es gilt do,.(O)/do,ı(r) = !/g. Licht, das an der di- 
elektrischen Kugel unter dem Winkel © = r/2 gestreut wird, wird vollständig 
polarisiert; bei der Streuung an der ideal leitenden Kugel wird vollständige 
Polarisation bei cos = 0,5, d.h. © = x]3 = 60°, erreicht. 

Die Anwendung der Gleichungen auf den Fall der dielektrischen Kugel ist 
gerechtfertigt, wenn man Effekte, die mit der endlichen Ausbreitungsgeschwin- 
digkeit der elektromagnetischen Welle innerhalb der Kugel zusammenhängen, 
vernachlässigen kann, d.h., wenn die Wellenlänge innerhalb der Kugel groß 
gegen den Kugelradius ist. Im Falle einer ideal leitenden Kugel, innerhalb der 
sich keine elektromagnetische Welle ausbreitet, ist hinreichend, daß die Be- 
dingung a< / erfüllt ist, wobei A die Wellenlänge im Medium bedeutet, das 
die Kugel umgibt. 

427. Ebenso wie in der Aufgabe 424 muß man die Strahlung des induzierten 
elektrischen Momentes p und des induzierten magnetischen Momentes m be- 
trachten. Wir wählen das in der Abb. 68 dar- 
gestellte Koordinatensystem. Der Vektor f der 
Primärwelle liegt in der x 2-Ebene. Wir betrach- 
ten zwei Fälle für die Polarisation der einfallen- 
den Welle: 

a) Der Vektor &, liegt in der Einfallsebene 
(x z-Ebene), 

b) der Vektor €, ist normal zur Einfallsebene. 


Im Fall «) ist die in bezug auf die Scheiben- 


Abb. 68 ebene longitudinale Komponente des äußeren 
elektrischen Feldes Ey = —Eor = Eu 608% Und 
die Transversalkomponente E,| = — Ey: = E, sina. Das elektrische Moment p 


kann in der betrachteten Näherung (a<: A) als statisches Moment einer 
leitenden Scheibe im homogenen elektrischen Feld berechnet werden. | 

Nach den Aufgaben 197 und 199 ist die longitudinale elektrische Polarisier- 
barkeit der Scheibe fe. = 4a?/3rn und die transversale Polarisierbarkeit 
ße, = 0. Daher gilt 


u E 4a? 
P2 = Pell 0: = 3 #0 008%, P%y, = Pp—V. 


Das Magnetfeld hat nur eine von Null verschiedene longitudinale Kompo- 
nente. Andererseits ist aber die longitudinale magnetische Polarisierbarkeit 
der Scheibe gleich Null (s. Aufgabe 378) und damit m = 0. 

Der differentielle Streuquerschnitt ist 


16a* »* 


Ir 97° c# 


cos?« (1 — sin?# cos?p) dQ (1) 
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und der totale Streuquerschnitt 


= 128a$ »* 


0, 08? 


Inc (2) 
Im Fall d) erhält man 


4a? 203 
Py=3, Bo Dehset, Mi 3 E,sino, m. =m,=®d; 


do,= m 1 + sin:a I sin sin? ) + sin sina cos |ao (3) 
rrs (gina - an’ a 
128a° w* 1 
2 am): 
ya | + gina) 


Für die unpolarisierte Welle ergibt sich mit Hilfe von (1), (2) und 8) 


8a® w* 1 
RT N n2 ___en?x — an? 2 
do, = pe 1 + sin (1 z sind sin®& COS P)+ 
+ cos?x + sin® sin 0039| d2, (4) 
__  128a% w# (i 3 ES 
er 777 ae 5 


428. Man findet 
a: h? w*(e — 1)? 


I 18ct & 


(1 + c0s?9) dQ, 


wobei % den Streuwinkel bezeichnet, und 
 8nath?w*(e— 1)? 
ne 270% &2 


429. Wir wählen das in Abb. 69 dargestellte 
Koordinatensystem. Der Vektor f der Primärwelle 
liege in der x z-Ebene. Der Zylinder wird: durch ein 
gestrecktes Rotationsellipsoid mit den Halbachsen «a 
und Ah ersetzt. Wie die Lösungen der Aufgaben 197, 
198 und 378 zeigen, ist die longitudinale elektrische 
Polarisierbarkeit eines stark gestreckten Rotations- 
ellipsoids der Größenordnung nach um das h/a-fache 
größer als seine transversale elektrische und ma- 
gnetische Polarisierbarkeit. Daher hängt der Streuquerschnitt wesentlich 
davon ab, ob das elektrische Feld der einfallenden Welle eine von Null ver- 
schiedene longitudinale Komponente besitzt. 

Hat diese Komponente eine merkliche Größe, so wird die Sekundärstrahlung 
durch die z-Komponente des elektrischen Dipolmomentes hervorgerufen. Die 
übrigen Komponenten des elektrischen Momentes und das magnetische Mo- 
ment kann man vernachlässigen. Wählt man €, in der x 2-Ebene, so ergibt 


21* 
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sich 
ya h8 
= de es 
do, 904 In2(hja) sin?« sin?#dQ, 
8 w* h® sin? 
> 7elnelhla) 


Ist die longitudinale Komponente von €, Null, so wird die Streuung durch 
die Transversalkomponente des elektrischen Momentes und das magnetische 
Moment, die beide von der gleichen Größenordnung sind, hervorgerufen. In 
diesem Fall erhält man 


a: h? w* | 
do, = — [(1 + 2n, sina)? + 3cos?& + n2(4 — sin?«) + 


Ic* 
+ 8n, cos& + 2n,n.sin2a] d2, 


40 a? h?w* 
27c} 
wobei n; (i = x, y,2z) die Komponenten des Einheitsvektors bezeichnet, der 


die Streurichtung angibt. 
Der Streuquerschnitt der unpolarisierten Welle ist 


( .—- Zeoste), 


dos _ w* hf nen 
To EBAT-T7I 7717777 ee 
Anwalt ., 
GT g7ealnehla) 


430. Ist der Vektor €, in der x z-Ebene polarisiert (Abb. 69), so erhält man 


4w* a? h? (- — 1 


Con = ga EFT 


) [a — n?) cos?x + z (e + 1)? (1 — n?) sin?« — 


1 | 

—_ ze + 1) 2, 2, in2x|dQ. 
Ist er dagegen in der Normalenrichtung zur x2-Ebene polarisiert, so ergibt sich 
4wtath? (e— 1\° ke Se 
Si: E r) (1 — sin?# sin?o) d2. 


431. Man kann die elektrische Gesamtfeldstärke in einem Raumpunkt in der 
Form 


er) il) + Ele, (1) 


schreiben, wobei E,(t,2) = &,e!f!-eD das Feld der einfallenden Welle 

und &(r, t) das Feld der Streu- (Sekundär-) Welle bedeuten. In jedem Punkt 

innerhalb des Körpers (der inhomogen sein kann) ist der Polarisationsvektor 
(rt, 2) proportional ©: 

er) — 1 

Ba, = I 66,9 = a0) En). () 
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Das sekundäre Feld €' wird durch die elektrische Dipolpolarisation erzeugt, die 
im Volumen des Körpers mit der Dichte (2) verteilt ist. Zur Berechnung von & 
betrachten wir das Polarisationspotential 3 (t,t) (Herrzscher Vektor), das 
durch die Polarisation %(t, t) des Körpers hervorgerufen wird [s. Kap. 12,. 


Gleichung (12.12)]: i(kR- ot) 
30 - [ Far” (3) 


Setzt man GE rotrotß — 47% (4) 


in (l) ein und unterdrückt den allgemeinen Zeitfaktor e”i®t, so erhält man die 
Integralgleichung 
| . !\ aikR 
Er) = &,ett + rotrot. | (tr) ) e 


Diese Integralgleichung ist für die Theorie der Streuung elektromagnetischer 
Wellen an Körpern mite » 1 nützlich. Wegen der Kleinheit von x = (e — 1)/4r 
wird der Integralterm in (5) in diesem Fall klein sein, und man kann die 
Lösung mit der Methode der sukzessiven Näherungen als Potenzreihe in «& 
bestimmen. 


dV’ — 4rafı) Eir). (5) 


432.1) Die Integralgleichung (5) der vorigen Aufgabe lautet für das Innere 
der Kugel (r <a) 


eikR 


ee erreret [ Se) dv’ -Anacıe) MM) 
und für das Äußere der Kugel (r > a) 
ikR 
&,(t) = &, et + arotrot | E, (r) =, av’, (2) 


wobei & = (e — 1)/4r<1 eine Konstante ist und über das Volumen der 
Kugel integriert wird: 

Wir setzen die Lösungen innerhalb und außerhalb der Kugel als Potenz- 
reihen. in « an: 


& = EP +RED +... = CO +%EP +... 


Setzt man dies in (1) und (2) ein und vergleicht die Terme mit gleichen Poten- 
zen von &, so ergibt sich in nullter Näherung 


EV — EO — &, eitt, 
d.h. die ungestörte einfallende Welle. In der nächsten Näherung erhalten wir 
Y+kR) 


it 
SW — rot rot f 6 —— 47 — 47 &,ettt, 


di 3 
eilfv+kR) (3) 


t) Die Entwicklung nach einem kleinen Parameter, die in dieser Aufgabe angewandt 
wird, ist der Bornschen Näherung in der Quantenmechanik analog. Diese wird in der 
Theorie der Streuung von Teilchen an quantenmechanischen Systemen häufig benutzt. 
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Eine Bedingung für die Gültigkeit der erhaltenen Beziehungen ist, daß der 
Korrektionsterm x EW) klein gegen den Hauptterm €, ist: 


«Em <E,. 
Diese Ungleichung kann für alle r erfüllt werden. Durch Abschätzung der 


Integrale in (3) kann man daraus eine Bedingung ableiten, der w, e und a 
genügen müssen. 

Zur Bestimmung des Wirkungsquerschnitts genügt es, das Feld in großen 
Abständen von der Kugel zu berechnen. Dabei kann man R im Nenner der 
Integranden durch r und im Exponenten durch r — nr’ mit n = r/r ersetzen. 


Man erhält 
Kechwedy (4) 


eikr 
Tr 


Ed = rotrot®, 


(die Indizes wurden fortgelassen). Die Differenz f — k n stellt die Änderung des 
Wellenvektors bei der Streuung dar; wir bezeichnen siemitq [g=2ksin(09]2), 
wobei © den Streuwinkel bedeutet]. Bei der Berechnung des Integrals wählen 
wir die Polarachse in Richtung von q, so daß 


singa — qq cosga 
9? 
wird. Zur Berechnung der doppelten Rotation in (4) berücksichtigen wir nur 


die 1/r proportionalen Terme, d.h. 


eikr eikr 
— k?nx(&,xXnN) ae 


[ etef)r2dr dd = 4r 


rotrot®, - 


Schließlich erhalten wir für das sekundäre Feld 
wa? e—| 
ca 3 


eikr 


(5) 


G=xaEeV = nx(E&,Xxn)o(ga) 


r 
mit 
3(singa — ga cosga) / TC 
da) = — = 3 |/ —— J3,,(g 0). 
p(ga) (Ga): (ga)5 ,(g@) 
Wir vergleichen nun (5) mit dem in Aufgabe 426 bestimmten Ausdruck für 
kleine «. Geht man in (5) zur Grenze ga < 1 über, so folgt 
‚.oa:a® e—] ger? 
Ge 2 3 nx(E&,xn) er (6) 
da o(ga) v1lfürga<l1 ist. 
Berechnet man andererseits € mit Hilfe der Gleichung 


eikr 
ER ie 
E=nx(dxn) ER 
wobei 
e—|1 R 
Pp= a? &, 


e+2 
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das statische Dipolmoment einer Kugel bedeutet, so erhält man 
oa? (e—1 : 

c? F +2 er 
In (6') steht L/(e + 2) an Stelle des Faktors !/,. Es besteht jedoch kein Wider- 
spruch zwischen (6) und (6), da (6) nur bis auf e — 1 genau richtig ist. 

Der differentielle Streuquerschnitt ist 

do,(9,%)  wtas(e — 1)? ’ N ; R 
a a a en (ga) (sin?« + cos?x c0s?@) (7) 
(die Bedeutung der Winkel © und « ist in Abb. 67, S. 321, angegeben). 

Dieser Wirkungsquerschnitt unterscheidet sich vom Streuquerschnitt einer 
kleinen dielektrischen Kugel (s. die Lösung von Aufgabe 426) dadurch, daß. 
im Nenner (e + 2)? durch 9 ersetzt ist und der Faktor 9°(gq a) auftritt, der die 
Interferenz der von den verschiedenen Kugelelementen herrührenden Sekundär- 
wellen berücksichtigt. Daher ist der Depolarisationsgrad des Streulichts ebenso 
groß wie im Fall einer kleinen dielektrischen Kugel: 

oe = c03?09. (8) 
Die Mittelung über die Polarisationen ergibt 
do,(9) _ wtas(e — 1)? 
42 18c4 

Wir betrachten noch den Fall einer sehr großen Kugel (ka >]). Sind die 
Winkel so gewählt, daß auchqa > list, so gilt o(g«a) — 0, und der Wirkungs- 
querschnitt ist in diesem Winkelgebiet sehr klein. Die explizite Form von q 
zeigt, daß ga >1 der Bedingung 9> lj/k a äquivalent ist; im Falle einer 
großen Kugel erfolgt die Streuung also in Vorwärtsrichtung in das Winkel- 
intervall O< 1/ka. 

433. Beika > 1 ist die Funktion @°(q.a) im Ausdruck für den differentiellen 
Wirkungsquerschnitt der vorigen Aufgabe nur im engen Winkelintervall 
0 < 1/ka merklich von Null verschieden. In diesem Winkelintervall kann 
der Faktor (1 + cos?®) als konstant und gleich 2 angenommen werden. Daher 


erhalten wır 
70.2 SER 
zoo), [v (da) sin® dO. 


AH 


g = 


\nx (&x m) 


(ga) (1 + c0s?9). 


a 94 


Führen wir die neue Variable y=ga = z a sin(©/2) ein, so erhalten wir im 
Grenzfallka > 1 schließlich 
now? alle — 1)? 
a 180 
Für eine kleine Kugel (ka<:1) ergibt sich, indem man e+2 durch 3 
ersetzt (s. Lösung der Aufgabe 426), 
 8nwtaf(e — 1)? 
en 27 ct 
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Diese Ergebnisse zeigen, daß die Wirkungsquerschnitte verschieden von der 
Frequenz (w* bzw. —w?) und dem Radius der Kugel („a° bzw. ma?) ab- 
hängen. 


434. Wir gehen von der Beziehung 


= — zrRe [ (6x Hr) nraQ (1) 

0 

aus, wobei nn = r/r ist, o, den Absorptionsquerschnitt bedeutet und über die 

Oberfläche einer großen, den Streuer umschließenden Kugel integriert wird. 

Gleichung (1) drückt die Tatsache aus, daß der Absorptionsquerschnitt dem 

Energiefluß durch die Kugeloberfläche zum Mittelpunkt hin proportional ist. 
Setzt man den Ausdruck für € aus der Aufgabenstellung und 


eikr 
T 


in (l) ein und benutzt die Transversalitätsbedingung n %(n) = 0, so erhält 


9 = Bolnxeeit +nx&n 


—Be(Ex 9) n=non+ Kalbe 

2 70 2 

E, r 

eik(r-z) 


1 | 
+zle8+ Mon (eH) (en) (m )] 


1 e-ik(r-z) 
Es le 3” + (mon) (er Fr) — (en) (nm, SH) I —- (2) 


Tr 


Bei der Integration über die Winkel ergibt der erste Term Null und der 
zweite den totalen Streuquerschnitt o,. Die Integrale der übrigen Terme kön- 
nen durch partielle Integration umgeformt werden: 


_ [ (nn) (ER) ee r2dQ = 


27 


1 
ze IE do (ie n) (e 3) eikr(1-cosPd) 


0 
7 


d=n 


9=0 


0 
ee ikr(1-cos®) 
fe Eee (n,. N) (e Hose. 
0 


Das letzte Integral liefert nach nochmaliger partieller Integration Terme, die 
l/r proportional sind, und kann deshalb vernachlässigt werden. Außerdem kann 
man den Term mit dem oszillierenden Faktor e?!*r weglassen, da er zum 
Gesamtenergiefluß keinen Beitrag liefert. Dies ergibt sich, wenn man berück- 
sichtigt, daß die Vorstellung der streng monochromatischen Welle eine Ideali- 
sierung ist. Tatsächlich ist jede reale ‚monochromatische‘ Welle eine Super- 
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position von Harmonischen, deren Frequenzen in einem mehr oder weniger 
engen Intervall Aw liegen. Bei der Mittelung des Faktors e?'*r über ein be- 
liebiges derartiges Intervall erhalten wir Null, da r sehr groß ist. Daher gilt 


1 | 201 
= [ on (es) era an = Fe sin). 


Analog berechnet man die Integrale der anderen Terme. Terme, die die Fak- 
toren (en) und (e* n) enthalten, liefern bei der Integration keinen Beitrag, 
da (en,) = 0 ist. Setzt man die berechneten Integrale in (1) ein, so erhält 
man schließlich 


4 
= —— Imfe gm). (3) 


Das optische Theorem (3) erlaubt eine einfache physikalische Interpretation: 
Der totale Wirkungsquerschnitt ist ein Maß für die Schwächung der Primär- 
welle. Diese Schwächung ist das Ergebnis der Interferenz der einfallenden 
Welle mit dem Teil der Streuwelle, der dieselbe Polarisation und Ausbreitungs- 
richtung hat wie die einfallende Welle. Es zeigt sich also, daß zwischen dem 
totalen Wirkungsquerschnitt und der Streuamplitude der Vorwärtsstreuung 
ein Zusammenhang besteht. 


435. Die Streuwelle wird von dem durch die einfallende Welle induzierten 
elektrischen und magnetischen Dipolmoment erzeugt. Die Streuamplitude 
Un) (s. die vorige Aufgabe) wird mit Hilfe der Gleichungen (12.17) und (12.20) 
bestimmt. 

Als Endergebnis erhält man 


4rto 
ee — 


(BI + BA)- 


436. 
0, =6nb?l. 


437. Die Kraft hat die Richtung des Wellenvektors der einfallenden Welle, 
und ihr Betrag ist 


So 


a do,(d, 0) 
on a0 


Io. + (1 — cos) an], 


wobei S, die mittlere Energiestromdichte der einfallenden Welle bedeutet und 
über den ganzen Raumwinkel integriert wird. 


438. Für die ideal leitende Kugel erhält man 


und für die dielektrische Kugel 


a "ot /e—1\ , 
F-5-( )28. 
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439. Wir wenden die Beugungsformel (8.25) an. Als Integrationsfläche wäh- 
len wir die Ebene, in der sich der Schirm befindet. Dann gilt auf der Integra- 
tionsfläche 


ikR 
ei ar 


RB’ dS„ = 2rrdrcos(R,,2) = 2r R, 


wobei A eine Konstante bedeutet. Setzt man diese Ausdrücke in (8.25) ein 
und geht zur neuen Integrationsvariablen o—= R-+ R, über, so ergibt sich 


dr, 


(2 ee eik(R+R)) a a . eiko a N 
upl2) = —ıkA2, | ———— rdr=—i n | 
"J RK ut N‘ 
a el) 

mit 0, = Ya? +22 + Ya? + 22. 

Durch partielle Integration kann man (1) als Reihe nach wachsenden nega- 
tiven Potenzen von k o darstellen; wegen der Bedingung A< a können dabei 
alle Terme der Reihe außer dem ersten vernachlässigt werden. Man erhält 


2 eikVa? + 22 
url) = u ——, 
00 
wobei u, = A eikVa*+=] /Ja® + 2? die Amplitude der einfallenden Welle auf 
dem Rand des Schirmes ist. 
Geht man zur Intensität I — |up|? über, so erhält man 


21 


(Ve+z+Va+z2) 
In dem bezüglich des Schirmes symmetrischen Punkt (2, = 2) gilt 


I, 2 
oz 4 a +22 
Wenn der symmetrische Punkt nicht zu dicht hinter dem Schirm liegt, erhält 
man also dort einen Lichtfleck. 

Dieses Ergebnis, das der Vorstellung über die geradlinige Fortpflanzung von 
Lichtstrahlen widerspricht, wurde 1818 von Po1sson theoretisch vorausgesagt; 
er benutzte es als Einwand gegen die FREsSNELsche Beugungstheorie und die 
Wellentheorie des Lichtes überhaupt. Experimente von ArAGo und FRESNEL 
bestätigten das Vorhandensein eines Lichtflecks als Folge der Schirmsymmetrie. 
Wellen, die den Rand des Schirmes umlaufen, gelangen mit gleichen Phasen in 
den Mittelpunkt. Diese Eigenschaft besitzen offensichtlich alle Punkte, die auf 
der Mittellinie liegen: In ihnen wird die Lichtintensität bedeutend größer sein 
als in benachbarten, nicht auf der 2-Achse liegenden Punkten. 


440. Mit Hilfe des BAgınEtschen Prinzips (8.27) erhalten wir biz = 2,>a 


I@)=H, (2) 


. „ka? 
I = I, sin? ER 


wobei /, die Intensität der Primärwelle am Rand der Öffnung bedeutet. 
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441. Für2>a erhält man a 
1-41, 

Die Lichtintensität auf der Mittellinie der kreisförmigen Blende oszilliert 
unendlich oft und nimmt mit 2 — oo auf Null ab. Die Abnahme der Intensität 
auf der Achse hängt damit zusammen, daß ein paralleles Bündel nach der 
Beugung an einer Öffnung divergiert und der Energiefluß durch die Öffnung 


sich mit wachsendem 2 auf eine immer größere Fläche verteilt. 
442. Mit Hilfe der Gleichung (8.26) für die FRAUNHOFERsche Beugung erhält 


Zn [aJ, (aka) — bJ,(bka)]? 


V=N — 


do, 
wobei & den Beugungswinkel und /, die Intensität des einfallenden Lichtes 
bedeuten. 

Im Falle einer kreisförmigen Öffnung ist 
Ji(aka) 


7 &° 


U=L 42, 


wobei I5 — na? |u,|? die Gesamtintensität des auf die Öffnung. treffenden 
Lichtes ist. 

443. Die gebeugte Welle wird durch die Funktion 
UgeikRo 
2ruiR, 


u= eiautdS, 
beschrieben, wobei ? — = q und qj bzw. q, die Komponenten von q in der 
Schirmebene bzw. senkrecht dazu bedeuten. 

Bei der Integration über die Fläche der Öffnung benutzen wir Polarkoordi- 
naten und legen den Ursprung in den Mittelpunkt der Öffnung und die Polar- 
achse in die Richtung von qj. Es ergibt sich 


u, eikRı k cosO Ei 
BB ran e-iqı’eos®rdrdp, 
ri, 


wobei mit © der Einfallswinkel bezeichnet ist. 

Die Winkelverteilung der Lichtintensität erhält man mit Hilfe der Glei- 
chungen (A IIL.11) und (A I1l.9): 

2 
dI = |up|?R2dR = „Qu go, 
rg 
I, » |u, |? a? c0sO 

die Gesamtintensität des auf die Öffnung auftreffenden Lichtes ist. 

Wir nehmen den Beugungswinkel «& (den Winkel zwischen f und f’) als klein 
an und drücken gj, durch «, den Einfallswinkel © und den Azimutwinkel «’ 
zwischen q und der Einfallsebene aus: 


q=ka Yı — sin2® cos2«’ 


wobei 
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Damit folgt 


f J(kax 1 — sin? cos?«’) 
en st x (1 — sin? cos?«’) 2 
Die Formel wird für streifenden Einfall (9 » ]2) falsch. 
444. Aus der KIRCHHOFFschen Formel in Vektorform (8.28) erhält man für 
das Strahlungsfeld die folgenden Komponenten: 
eiXR sinkla sinkyb 
nR ka kb 
e!kR sinkja sink,b 
sc kla kb 


E,=H,„=-itkabE, (1 + cos®) sina, 


E,„=—-H, = -ikabE, (1 + cos®) cos«. 


Dabei bedeuten 9 und «& die Winkel des Kugelkoordinatensystems, dessen 

Polarachse auf der Öffnungsebene senkrecht steht, und kl, = ksin® cosa, 

k, = ksin® sin« die Komponenten des Wellenvektors der gebeugten Welle. 
Die Winkelverteilung der Strahlungsintensität ist 


, abk? [ sinkza \? /sinkyb\? s 
dd <LS| u | 7 ) (U + 0059) d2, 
wobei ER 
= >, E? 


die Intensität der auf die Öffnung auftreffenden Welle bedeutet. 
445. Legt man die &-, y- und z-Achse in die Richtungen der Vektoren €,, 
9, und f, so ist das Strahlungsfeld 


3 2 ikR :I 
E, = ne er cos ®) COS&, 


ika?E, eikR J (kasin®) 
2 R kasin® 


E zen, 


o& 


(1 + c0s®) sin« 


und die Verteilung der Strahlungsintensität 


= 


e : 
Een (14 cosd2dR, 

sind | 
wobei /, = !/,c a? E2 die Intensität der auf die Öffnung auftreffenden Welle 
ist. 

Für 9<1l wird 
Jilka ®) 

d/ — I, rg dad . 


Dasselbe Ergebnis wurde in der Aufgabe 442 mit Hilfe der skalaren Beugungs- 
formel gefunden. 
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8.3. Ebene Wellen in anisotropen und gyrotropen Medien 


446. 
cos &—= er nee, tan®d — 1 tan. 
ve cos?Q + ei sin?O Ej| 

447. Damit die Grenzbedingungen für die Feldvektoren in jedem Punkt der 
Trennfläche erfüllt sind, müssen die Tangentialkomponenten der Wellenvekto- 
ren der einfallenden Welle, der reflektierten Welle und der beiden gebrochenen 
Wellen gleich sein. Das ergibt für die ordentliche Welle 


sin 93 


k,sin®, = k, sinO3 
0 0 ge 29 sin, 


= en. 


Die Richtung des Strahles (des Poyntinaschen Vektors) fällt bei der ordent- 
lichen Welle mit der Richtung des Wellenvektors zusammen und bildet deshalb 
mit der Normalen zur Grenzfläche den Winkel ©. 

Im Falle der außerordentlichen Welle erhält man 


F = . „m _ . „ E,£&]% 
ko sin, = k, sin 9% ko sin 9 \- sin2 9%’ + 21] cos? 9% 
[s. (8.30)] oder 
29 
ae Al 
&, Eu + (ej — &,) sin?O, 
Der Winkel #9” zwischen dem Strahl und der optischen Achse (die mit der Nor- 
malen zur Grenzfläche übereinstimmt) wird nach der vorigen Aufgabe durch 
die Bedingung BR 
Ve, sin®, 


tan u = EL tan 9% == ng 
en eu (eu u — sin?O,) 


bestimmt. Der Reflexionswinkel am Kristall ist wie beim isotropen Medium 
gleich dem Einfallswinkel: 9, = %. 


448. Der außerordentliche Strahl liegt in der Einfallsebene und bildet mit 
der Flächennormalen den Winkel 05 mit 


sin®} — Ve, u sin®,. 


Der Wellenvektor f, der außerordentlichen Welle liegt in der Einfallsebene 
und bildet mit der Normalen den Winkel ©/, der durch 


Ei sin?O, 
ee 4 + (e, — £) sin?O, cos?«a 


bestimmt ist. Die Strahlrichtung der außerordentlichen Welle liegt nicht in 
der Einfallsebene. Der Strahl liegt in einer Ebene mit f, und der optischen. 
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Achse und bildet mit der letzteren den Winkel # (Abb. 70) mit 


Ver em + Ele — ey) sin?9, cos?« 


e) sin, cos“ 


tand = 


449. Setzt man in.die Maxwerıschen Gleichungen (8.1) bis (8.4) für E und 9 
ebene Wellen ein, so erhält man eine Gleichung, die die Amplituden und Wel- 
lenvektoren der Wellen bestimmt, die sich im betrachteten Medium ausbreiten 
können: 


Ex (EX H) = — ud Ü 


Wir führen den Winkel © zwischen dem Wellenvektor f und der z2-Achse ein 
und schreiben (1) in Komponenten bezüglich der Koordinatenachsen. 

Setzt man die Determinante des. Gleichungssystems gleich Null, so erhält 
man eine biquadratische Gleichung für k. Ihre Lösung ergibt 


wsin®O +2 An + Ya? sintO +(2u.]n)?cos"© 
! 1 


3 (2) 

= (+ -1)sine +1 
el 

mit a = (p] — ma — Aı M)lal- | 

In jeder Richtung können sich zwei Wellen mit verschiedenen Phasen- 
geschwindigkeiten v, , = w/k,,, ausbreiten, die vom Winkel © abhängen. Es 
gibt keine Richtung, in der diese Phasengeschwindigkeiten gleich sind, da der 
Radikand in (2) keine Nullstelle hat. 

Setzt man in (2) u. = 0, so erhält man die Phasengeschwindigkeiten der 
Wellen, die sich in einem nichtgyrotropen, anisotropen magnetischen Kristall 
ausbreiten können: 

g_ _@ „_ BE Eh El 
ae um 2? uco®O + u, sin?O 


8. Ausbreitung elektromagnetischer Wellen 335 


Die erste dieser Wellen (die ordentliche) hat die von der Ausbreitungs- 
richtung unabhängige Geschwindigkeit v, = c/ Ve 4,. Die Geschwindigkeit der 
zweiten Welle (der außerordentlichen) hängt vom Winkel zwischen der Sym- 
metrieachse des Kristalls und der Ausbreitungsrichtung ab. Breitet sich die 
Welle in Richtung der Symmetrieachse aus (9 = 0), so stimmen beide Ge- 
schwindigkeiten miteinander überein, und beide Wellen entarten zu einer. 


450. In beliebiger Richtung können sich zwei Wellen mit den Phasen- 
geschwindigkeiten v, , = w/k,,, ausbreiten; k,, wird durch die Gleichung (2) 
der vorigen Aufgabe bestimmt, in der die magnetischen Größen durch die ent- 
sprechenden elektrischen zu ersetzen sind. 


451. Die ebene Welle, die sich in Richtung des konstanten Magnetfeldes 
ausbreitet, zerfällt in zwei Wellen mit zirkularer Rechts- bzw. Linkspolarisa- 


tion und den verschiedenen Phasengeschwindigkeiten v, = e/ Ve (u) & Ma): 
Bei der Ausbreitung senkrecht zum konstanten Magnetfeld wird die Welle 


mit der Geschwindigkeit v = c/Ye u rein transversal (ELF, 9 _L F). Sie ist 
den Wellen analog, die sich in einem isotropen Medium mit den skalaren Para- 
metern e, u — uyj) ausbreiten. In der zweiten Welle mit der Geschwindigkeit 
v=cYu ‚le(uf — us) hat der Vektor & die Richtung des konstanten Magnet- 
feldes und der Vektor H eine Komponente in Ausbreitungsrichtung. Eine Welle 
mit beliebiger Polarisation wird also in zwei linear polarisierte Wellen zerlegt. 

Alle Ergebnisse, die in dieser Aufgabe erhalten wurden, bleiben auch für 
den Fall richtig, daß e ein hermitescher Tensor und u ein Skalar sind. Man 
hat dann nur die magnetischen Größen durch die entsprechenden elektrischen 
Größen zu ersetzen und umgekehrt. 


452. Wie wir bei der Lösung der vorigen Aufgabe fanden, können sich in 
. Richtung des Magnetfeldes zwei Wellen mit verschiedenen Phasengesch windig- 
keiten ausbreiten, die in entgegengesetzten Richtungen zirkular polarisiert 
sind. Daher wird eine Welle mit nichtzirkularer Polarisation in zwei Wellen 
zerlegt, die zirkular polarisiert sind. Da diese beiden Wellen verschiedene 
Phasengeschwindigkeiten haben, werden sich die Phasenverschiebungen zwi- 
schen ihnen von Punkt zu Punkt ändern, wodurch die Polarisation der Ge- 
samtwelle in verschiedenen Punkten unterschiedlich wird. 

Führt man die Rechnungen durch, so sieht man, daß die Polarisation linear 
bleibt und die Polarisationsebene sich um den Winkel y=!/,(k, — k_)z 
dreht (FARADAY-Effekt); k, und k_ bedeuten die Wellenvektoren der beiden 
zirkular polarisierten Wellen und können mit Hilfe der Aufgaben 451 und 318 


bestimmt werden. Im Falle eines schwachen Magnetfeldes erhält man 
{= VHz, 
wobei der Proportionalitätsfaktor V als VERDETsche Konstante bezeichnet 
wird. Betrachtet man die Atome des Dielektrikums als harmonische Oszillatoren, 
so ist ImesN 2 
nm?:c (vw! — 2)?’ 
wobein = Ve den Brechungsindex bei Abwesenheit des Magnetfeldes bedeutet. 
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453. Aus Symmetriegründen folgt, daß die Wellenvektoren der reflektierten 
und der durchgelassenen Welle senkrecht auf der Trennfläche stehen. Beide 
Wellen sind in derselben Richtung wie die einfallende Welle zirkular polarisiert. 
Die Amplitude der reflektierten Welle ist 


Ve — Vu, + ka Be Ka Hs; 
Ve + Vu, + ka Si: Ua 


wobei 47, die Amplitude der einfallenden Welle, e die Dielektrizitätskonstante 
und u, 4a die Komponenten des Tensors der magnetischen Permeabilität des 
Ferrits bedeuten (s. Aufgabe 449). 

Die Amplitude der durchgelassenen Welle ist 


H ___ 2 
Ve + Vu + ka 


Plus- und Minuszeichen beziehen sich auf zirkulare Rechts- bzw. Linkspolari- 
sation. 

454. Die Wellenvektoren der reflektierten und der durchgelassenen Welle 
stehen senkrecht auf der Grenzfläche. Die reflektierte Welle ist elliptisch polari- 
siert, und die Halbachsen des Ellipsoids sind 


H, = 


gb — Yu? — u? 
Su BT Ya rn) Ve+ lau)” 


Hr m, _ MR —u) —VewtH) 


(Ve+ Yu + u) (Ve + Va — u.) 


Die Richtung von ZH stimmt mit der Polarisationsrichtung des Vektors 9 in 
der einfallenden Welle überein. Die durchgelassene Welle wird in zwei Wellen 
mit den Amplituden 


m__ Hl mr __ Hole 
Ve+ Vu + Ba Ve + Vu — m. 


zerlegt, die in entgegengesetzten Richtungen zirkular polarisiert sind. Ihre 
Ausbreitungsgeschwindigkeiten sind verschieden (s. die Lösung der Auf- 
gabe 451). 

455. Ist die Wellenlänge groß gegen den Radius der Scheiben und die Ab- 
stände zwischen benachbarten Scheiben, so kann man das künstliche Dielek- 
trikum als dichtes Medium auffassen. Das elektrische Feld der einfallenden 
Welle ist zu den Scheibenebenen tangential. Bei Abwesenheit des äußeren 
Magnetfeldes 9, wird die Polarisierbarkeit des Dielektrikums also den Wert 
& = N ß. haben, wobei ß, = 40a?/37rz die (bezüglich der Scheibenebenen) longi- 
tudinale elektrische Polarisierbarkeit einer Scheibe und N die Zahl der Schei- 
ben je Volumeneinheit bedeuten. 
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Die longitudinale magnetische Polarisierbarkeit 8, einer Scheibe ist Null 
(s. Aufgabe 378), so daß die magnetische Suszeptibilität y des Dielektrikums 
bei der betrachteten Magnetfeldrichtung der Welle verschwindet. 

Das Vorhandensein des äußeren Magnetfeldes 9, führt zum Harı-Effekt: 
Die Leitungselektronen, die in jeder Scheibe einen Strom erzeugen, werden 
durch die Wirkung des Feldes 9, abgelenkt und erzeugen ein zusätzliches 
elektrisches Feld &;;,, das die ablenkende Wirkung des Magnetfeldes ins Gleich- 
gewicht bringen muß. Dadurch erhält jede Scheibe ein zusätzliches elektrisches 
Moment, und der Polarisationsvektor des Mediums und die dielektrische Ver- 
schiebung ändern sich. Um die Änderung der dielektrischen Verschiebung be- 
rechnen zu können, muß man die Gesamtdichte des Polarisationsstroms 0 B/Ot 
im Dielektrikum und nicht den Strom in einer einzelnen Scheibe betrachten. 

In der ersten Näherung bezüglich H, ist das durch den HAuı-Effekt erzeugte 

Gn=RHxi=kgxX gr (1) 


wobei R die Hauz-Konstante und B = «& E den Polarisationsvektor in nullter 
Näherung bedeuten. Durch das Feld €, erfährt der Polarisationsvektor den 


Zuwachs I6 
AB=aCn=adR dx a 


Nun läßt sich die dielektrische Verschiebung ® durch € und die Ableitung 
9&/dt ausdrücken: 
€ 


D=-E+4n(P + AP -EeE+4nakdxX (2) 


Dabei iste=1-+4rN ß, die Dielektrizitätskonstante bei Abwesenheit eines 


äußeren Magnetfeldes. 
Bei harmonischer Zeitabhängigkeit von € liefert die Gleichung (2) einen 


Zusammenhang zwischen ® und & der Form 

wobei g=4na@®wR%9, der Gyrationsvektor ist [s. (8.32)]. Das Medium ist 
also gyrotrop. Wie aus den Ergebnissen der Aufgabe 451 folgt, können sich 
in Richtung des Vektors g zwei Wellen ausbreiten, die in verschiedenen Rich- 
tungen zirkular polarisiert sind und die verschiedenen Phasengeschwindig- 
keiten v, = w/k, haben. Bestimmt man k, auf dem üblichen Weg, so erhält 


man 2 
@ 
ki, =Zz erg. 


456. Wir suchen die Lösung der Maxweıtschen Gleichungen in Form ebener 
Wellen. Die Amplitude &, der Wellen genügt dem Gleichungssystem 


Ix&, = — Do» 
.. () 
ix 9 ul, &o- | 


22 Batygin/Toptygin 
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Im Falle eines longitudinalen elektrischen Feldes gilt jedoch, Ix&, =, 
so daß 9, = 0 und e(w) E&, = 0 werden. 
Aus der letzten Gleichung folgt, daß ein longitudinales elektrisches Feld 
existieren kann, falls 
2 
@ 
e@)=1—-— — I — 0 2 
(@) FIEBER (2) 


ist. Die Frequenz der longitudinalen Plasmawellen wird durch diese Gleichung 
bestimmt und ist komplex; bei y = 0 sind die Schwingungen gedämpft. Ist 
Y< w,so kann man die Dämpfung vernachlässigen, und Gleichung (2) ergibt 


Ane®N 
0=0,= #7. (3) 


m 


Nach (3) hängt die Frequenz w nicht vom Wellenvektor ab, so daß die 
Gruppengeschwindigkeit der longitudinalen Plasmawellen Null ist. Dieses 
Ergebnis ist jedoch nur in erster Näherung richtig und ist darauf zurück- 
zuführen, daß die räumliche Inhomogenität des elektrischen Feldes nicht be- 
rücksichtigt wird. Die longitudinalen Plasmawellen sind Schwingungen der 
Elektronenwolke gegen die Ionenwolke (die Ionen werden in der betrachteten 
Näherung als unbeweglich angenommen). 

Longitudinale Schwingungen können nicht nur im Plasma existieren, son- 
dern auch in anderen Medien bei Frequenzen w,, die der Bedingung & (w,) = 0 
genügen. Die Dämpfung dieser Schwingungen kann jedoch im Plasma klein 
sein, während sie in anderen Medien gewöhnlich groß ist. 


457. Nach Aufgabe 451 können sich in Richtung des konstanten Magnet- 
feldes zwei Wellen mit zirkularer Rechts- bzw. Linkspolarisation ausbreiten. 
Die Wellenvektoren dieser Wellen werden durch die Gleichung 


k2 ce? @; 
m) Sn 1 — 
E 


ER ET (1) 
= 0 
= oo +17 Fon - 
bestimmt (s. Aufgabe 321). 

Für Qu <o ist der Einfluß der Bewegung der positiven Ionen sehr klein, 
und man kann sie als unbeweglich annehmen. Im umgekehrten Grenzfall 
Ou>w und y®< wn24 wird die Rolle der positiven Ionen bestimmend: 
k2 2 2 2 
®_ 1,0 _,,4eNMe 


w* 0 F3 Our 


Beide Wellen breiten sich mit derselben Phasengeschwindigkeit v, aus, die mit 
ihrer Gruppengeschwindigkeit v, übereinstimmt: 


VG, =V BEN. EN ERBE. DRSSEEREN (2) 


> Her 
i HB? 
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oder 

Ge en, (3) 

” VY4r NM V4rt 
falls 1 gegenüber dem zweiten Term vernachlässigt werden kann; dabei ist 
t= NM die Gasdichte (die Masse der Elektronen kann offensichtlich ver- 
nachlässigt werden). Würde man die Bewegung der positiven Ionen nicht berück- 
sichtigen, so erhielte man für ® —0O an Stelle der konstanten Geschwindig- 
keit (3) die Geschwindigkeit Null, und die entsprechenden Wellen könnten 
nicht existieren. Die mechanischen Schwingungen des Gases und die Schwin- 
gungen des elektromagnetischen Feldes hängen also in diesem Fall eng mit- 
einander zusammen. Wellen, die sich mit der Geschwindigkeit (3) ausbreiten, 
bezeichnet man als magnetohydrodynamische Wellen. Sie spielen bei astro- 
physikalischen und anderen Prozessen eine große Rolle. 


458. Die linearisierte Gleichung, die die Amplituden der hochfrequenten 
Komponenten der Magnetisierung (m,) und des Magnetfeldes (h,) miteinander 
verknüpft, ergibt sich aus (6.15) und (6.16): 


vom = -YM x - MX YAM x Mo: (1) 


Dabei ist M, die Sättigungsmagnetisierung, die die Richtung des Magnet- 
feldes 9, hat. Wir wählen die Achse 2 = x, in der Richtung von 9, und be- 
stimmen die Komponenten des Tensors u;, mit Hilfe von (1): 


ou(8o + x k?) 
(wg + & k2)2 — w2’ 


Pia — Ha = IH ——, Has — 1 
(0, + a k?)* — w* 


Bızleam1rt 


mit 
&=yH, wm=4nyM,., a=qyM,. 


Die übrigen Komponenten von u;, sind Null. 

Wie man aus (2) ersieht, hängt die Permeabilität hier nicht nur von der Fre- 
quenz, sondern auch vom Wellenvektor ab. Das hängt damit zusammen, daß 
die Magnetisierung in jedem Punkt von den Werten des Magnetfeldes nicht 
nur im betrachteten Punkt, sondern auch in benachbarten Punkten beeinflußt 
wird (Term gAM im Ausdruck für Her). Man bezeichnet diesen Effekt 
(Abhängigkeit der Dielektrizitätskonstante oder Permeabilität vom Wellen- 
vektor) als räumliche Dispersion. Die Abhängigkeit u(f) spielt nur im Falle 
stark inhomogener Felder (kleine Wellenlängen) eine wesentliche Rolle. 


459. Wir suchen eine simultane Lösung der Maxwerıschen Gleichungen und 
der Bewegungsgleichung des Magnetisierungsvektors (6.15) in Form ebener 
monochromatischer Wellen: 


& — 167 eilfr-wt) 9 En 9 + do eilfi-ot), M— HM, Ze m, eilft-ot) (1) 
22° 
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Die Amplituden der Felder und der Magnetisierung genügen dem Gleichungs- 
system 


cixh=—-neb, ctx&=ol+4am), Eh+ttdam)=0, (2) 


tom = —-yM x —-YUXHFTYEMxX m. (3) 
Eliminiert man aus (2) und (3) &, und h, und führt die Bezeichnungen 
VOM 43) ck 
Herng = Be 2=&,+w + wm: 


®&%=yH, wı =yq®M, wm=4nyM, 


ein, so ergibt sich 


icm, = MB ex m + &nm)e,.xn+(l—u8,xm]; (4) 
wobei n = f/k ist und e, den Einheitsvektor in Richtung von 9, bezeichnet 
(M, und 9, sind parallel). 

Wir wählen die x-Achse in der von n und e, aufgespannten Ebene und be- 
zeichnen den Winkel zwischen e, und n mit ©. Aus (4) ergibt sich ein lineares 
Gleichungssystem für die Komponenten von m;: 


2 
sam + (1 + My = 0, 
u& 
14a _& z RO) mo. — IEMy—.. 


Die Bedingung für die Lösbarkeit dieses Gleichungssystems liefert die gesuchte 
Dispersionsgleichung: 


ER a 
1+- + ———— = #)lltz + —— 000) — a =, (5) 
= Re 

Diese Gleichung ist in &® vom dritten Grad (2 = 2? x?, Q hängt nicht 
von ® ab), so daß sich im betrachteten Medium Wellen dreier verschiedener 
Typen ausbreiten können, die sich durch die Dispersionsgesetze voneinander 
unterscheiden. Zwei dieser Dispersionsgesetze wurden in der Aufgabe 449 (wo 
0 = 0 gesetzt wurde) untersucht. Ihnen entsprechen gewöhnliche elektro- 
magnetische Wellen, die sich im gyrotropen Medium ausbreiten. Zur Unter- 
suchung des dritten Wellentyps benutzen wir. die Bedingung w&!e/? PR? < 1 
(für 2? <.&?). Vernachlässigt man in den Nennern der Gleichung (4) x? gegen- 
über £&?, so erhält man das dritte Dispersionsgesetz: 


@ = (0, + 0) (00 + © + om sin20) (6) 


(dabei hängt w; = qy k?M, vom Betrag des Wellenvektors ab). Aus der Be- 
dingung w®e<< c? k® und der Annahme, daß die Größenordnungen von @,, ®ı 
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und &„ vergleichbar sind, ergibt sich, daß das Dispersionsgesetz (6) nur unter 
der Bedingung ®>1 gilt. 

Wir bestimmen nun die relative Größe von E, und Ah, für die Wellen mit 
dem Dispersionsgesetz (6). Mit Hilfe der Maxweutschen Gleichungen (2) und 
der Bedingung w? e/c? k? <&1 ergibt sich 

4nw 


Gr tx bh, F4rn(nm). 


Es ist also E,<h,. Die betrachteten Wellen stellen rein magnetische 
Schwingungen des Magnetisierungsvektors dar, bei denen kein elektrisches 
Feld entsteht. Sie werden als Spinwellen bezeichnet und bestimmen viele 
magnetische, thermische und elektrische Eigenschaften von Ferromagnetika. 

460. Wir wählen die y-Achse so, daß sie normal zur Oberfläche in das Metall 
hinein zeigt, und die 2-Achse in Richtung des konstanten Magnetfeldes. 
Da die Impedanz £ nicht vom Einfallswinkel der Welle abhängt, untersuchen 
wir nur den senkrechten Einfall. Löst man die MAxwerıschen Gleichungen 
und benutzt die Definition der Oberflächenimpedanz, so erhält man 


a yon, = a9 u. Age 


sro 8TT 0, 


mit 
Dura 2 2 
6017098 KL — Ba 
0 =, wann 
0] Ki 


Die Frequenzabhängigkeit von £,, hat Resonanzcharakter (s. Aufgabe 329, 
in der die Komponenten u; berechnet werden). Die Komponente (,. hat 
wegen u = 1 keine Resonanzeigenschaften. 


461. Man erhält 


Ba _ Al; ayT 
Me De une) LIEB 


wobei u = u, & Ya; 0* = 0, + 0, ist und E,, und h,, die zyklischen Kom- 


ponenten von € bzw. h bedeuten: h ee 2.2 (h,t&ih,). 


9.  ELEKTROMAGNETISCHE SCHWINGUNGEN 
IN BEGRENZTEN KORPERN 
462. Für die Z-Wellen erhält man 
E,(«, y) = E, sin x, x sinx,Y 
mit %, = N Rja,% = N, nd; Nn,Nns—=1,2,..., für die A-Wellen 
H.(&, Yy) —H, COS X, X COS %,Y. 


mit denselben x, und %,. Daraus folgt, daß das Feld in den transversälen 
Richtungen den Charakter stehender Wellen hat. Die Ausbreitungskonstante k 
als Funktion von ® ist 


Die transversalen Komponenten der Felder können mit Hilfe der MAXwELL- 
schen Gleichungen durch H, und A, ausgedrückt werden. 
463. Für E-Wellen erhält man 


__20@ 2 2 
ae 
mit 2=x2 +32,0° = Re£, für Wellen vom Typ Ho 


Io (a 2x2 b 
hab\ k2 + „2 
und für Wellen vom Typ H,,n, (%ı, %g =F 0) 
 2cn?l 
okab 


Die Bezeichnungen sind dieselben wie in der vorigen Aufgabe. 
464. Wir betrachten die E-Wellen. 


ke 
a+5 + ea +]. 


land — —_ u 


a) Die geraden Lösungen [E,(x) = E,(—e), A,(&2) = H,(— x), E;(&) = 
— —E,(—x)] sind 
E. = A esz, Dee Era H,= 4 e-5T 
s sc 
für >a, i 
E, = Bsin«z, B, =! Boosxa, H,= _—— Bcosx& (1). 
für —a<s «Sa und 
D=- Am Die D=- "der 
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für << —a, wobei A = Be‘“sinxa ist; die übrigen Komponenten von E 


und 9 sind Null. Die Parameter x und s werden mit Hilfe des Gleichungs- 
systems 


2 2 
(va)? + (sa)? — — eu—), (2) 
a (3) 
E 


bestimmt, das leicht graphisch gelöst werden kann. Die möglichen Werte von x 
und s entsprechen den Schnittpunkten zwischen den Kurven (3) und dem 
Kreis mit dem Radius r = wa Ye u — 1/ce (Abb. 71). Bei vorgegebenem w, a, 
e und u gibt es eine endliche Zahl von Schnittpunkten, d.h. eine endliche Zahl 
von Wellentypen, für die die Feldverteilung durch die Gleichungen (1) be- 
schrieben wird. Insbesondere existiert bei r < rı nur die E,o-Welle. 

Wir betrachten die Abhängigkeit der Ausbreitungskonstanten 


we eu w@* 
e= e ea) 4s (4) 


von der Frequenz w bei vorgegebenen Parametern der dielektrischen Schicht 
für einen gegebenen Wellentyp. Aus Abb. 71 ersieht man, daß für Fre- 
quenzen in der Nähe der Grenz- 
frequenz, bei der ein gegebener 
Wellentyp erscheint, s angenähert 
Null und k angenähert gleich w/c 
ist. Die Welle hat bei diesen Fre- 
quenzen dieselbe Ausbreitungs- 
konstante wie im Vakuum, und 
das Feld dringt bis zu großen 
Abständen von der Schichtgrenze ua 
vor. Mit wachsendem ® nimmt 0 MT In 2m 5% In I7C hat 97 SC TITc 67 1376 
der Parameter s zu, während x 2 2 zZ 
begrenzt bleibt. Dabei strebt k Abb. 71 
gegen ® Ve ulc, d.h. gegen den 
Wert, der einer Welle entspricht, die sich in einem unbegrenzten dielektrischen 
Medium mit den Parametern e und u ausbreitet. Bei genügend großen Werten 
von w und folglich von s ist das Feld nahezu ganz innerhalb der dielektrischen 
Schicht konzentriert. 

b) Die ungeraden Lösungen [E.(x) = —E,(—x), H, (2) = —H,(— 2), 
E.(x) = E.(— x)] sind 


m 
nn nn Sn an ns ms a m mer as aa m au m tu 


Kuss Bette H,=--Ao (5) 
S Sc 
für >a, 
_ E L 5 
E,=Becosxkt, B,=— — —-Bsinxa, H,=-— —— Bsinxz 
| % 
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für —asxrsaund 
= n ik = v 
B,=Aer D,=—-—Aer H,=—-———-Aer 
s sc 
für ©< —a, wobei A = Be°® cosxa gilt; die übrigen Komponenten von € 


und ß sind Null. Die Parameter s und x werden durch das Gleichungssystem 


(x a)? + (sa)? = 


bestimmt. Die Ausbreitungskonstante k hängt mit x und s durch die Be- 
ziehung (4) zusammen. 

Aus einer graphischen Darstellung entnimmt man leicht, daß ungerade elek- 
trische Wellen bei r < x/2 nicht existieren können. Die übrigen Gesetzmäßig- 
keiten sind qualitativ dieselben wie bei den geraden Wellen. 

Die Wellen vom magnetischen Typ können analog untersucht werden. 

465. In der Schicht können sich gerade E-Wellen und ungerade Z-Wellen 
mit denselben charakteristischen Größen (Ausbreitungskonstante, Konfigura- 
tion der Felder im Gebiet x > 0 usw.) wie in der vorigen Aufgabe ausbreiten. 


466. Wir betrachten die Z-Wellen. Zu ihrer Bestimmung muß man die 
Gleichung 02H. 1 J 5. | a 2 
or 'r dr ' m 
für die longitudinale Komponente des a Feldes lösen. Gleichung (1) 
löst man durch Separation der Variablen. Die partikulären Lösungen sind 
Er, x = JIm(xr) sin(mo& + un); (2) 
wobei J„ eine BEssEL-Funktion und y,„ eine beliebige Konstante bedeuten; 
m muß ganzzahlig sein, damit sich das Feld bei einer Änderung von & um I 
nicht ändert (m = 0,1,2,...). 
Die transversalen Komponenten des elektrischen und des magnetischen Fel- 
des werden mit Hilfe der MAxweuıschen Gleichungen durch #, ausgedrückt: 


Be FE Tue r) sin (m + Yn), 


2 u? 1 
= len =]), SZ MOCOURG (6) 


+ EH,=0 (1) 


BE, = Bu Im(ar) cos(m& + Yu), 
n mo 
WE El 
„= 2 Inber) cos(ma + Yn); 


H 10 7, (vr) sin(m & + Ynm)- 


& 


Die möglichen Werte des Parameters x ergeben sich aus den Randbedingungen 
an der Wand des Hohlleiters: 


E,\lr-a=0, E,|lr-a= 0. 
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Daraus folgt %,n4@ = &mn; wobei &n die n-te Wurzel der BesseL-Funktion 
It Veen 

Die Wellen des betrachteten Typs werden also durch die beiden Indizes n 
und m charakterisiert; bei m = 0 ist das Feld bezüglich der z-Achse rotations- 
symmetrisch. Die Phasen %,, werden im Falle eines idealen Hohlleiters durch 
die Anregungsbedingungen bestimmt, in realen Fällen hängen sie jedoch wesent- 
lich von Fehlern der Hohlleiterwände ab (Abweichungen des Querschnitts von 
der Kreisform, Ritzen in Längsrichtung usw.). 

Die Ausbreitung einer Welle im Hohlleiter ist möglich, falls k = Yo?/c? — x? 
reell ist. Daher wird sich eine E„n-Welle vom Typ m, rn im Hohlleiter aus- 
breiten, wenn ihre Frequenz der Ungleichung 


2 22 
mn 


we > —— 
a 


genügt. Die kleinste Frequenz entspricht der E,,-Welle: 


EL ER 
a a 
Die dazugehörige Wellenlänge 
2 
0) 


0 


ist von der Größenordnung des Radius des Hohlleiters. 
Die A-Wellen sind 


In 


H,= Jm(x r) sin(m& + %) mV, 15222): 


Be 


Die Ausbreitungskonstante k wird durch die Gleichung 


oa Paan 
u a2 n=:1;2,;,4,,) 


bestimmt, in der Pmn die n-te Wurzel der Gleichung J7, (Ban) = 0 ist. Die 
kleinste Wurzel ist $,ı ® 1,8; ihr entspricht die Grenzfrequenz w, # 1,8c/a 
und die Grenzwellenlänge /, = 27 c/o, = 3,5@. 

Für Z-Wellen ist die Grenzfrequenz kleiner als für Z-Wellen. Liegt die Fre- 
quenz einer Welle innerhalb der Grenzen wg. > ® > Womagn , SO kann sie nur 
vom Typ 4,| Sein. 


467. Man erhält für die E-Wellen 


2 
| cak 
und für die 7,.„-Wellen 
cÜ’x? m? w* 
 _ oak 1 r c? x (a? #2 — m?) 


Dabei ist {’ = Re£. 
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468. Der Wellenvektor f und die Frequenz o& der Wellen im Hohlleiter sind 
durch die Beziehung 
er — Kat y2 
miteinander verknüpft, wobei x eine Konstante bedeutet, die vom Wellentyp 
und den Abmessungen des Hohlleiterquerschnitts abhängt. Mit den üblichen 
Formeln erhält man 


wobei A, die Grenzwellenlänge bedeutet. 

Aus diesen Gleichungen folgt, daß immer v,>c und v,<c und dabei 
vydg — c?ist. Dieses Ergebnis gilt für einen Hohlleiter, in dem Vakuum herrscht 
(die elektrischen Eigenschaften der Luft unterscheiden sich im betrachteten 
Gebiet praktisch nicht von denen des Vakuums). 

Befindet sich im Hohlleiter ein Dielektrikum mit vernachlässigbarer Di- 
spersion von e und u, so bleiben bei Ersetzung von c durch c’ = c/Ve u die 
oben angegebenen Relationen richtig. Daher kann in einem solchen Hohlleiter 


ai c 1 
 NVen VI (AA)? 
kleiner als c werden, d.h., die Welle wird ‚verzögert‘ (s. Aufgabe 474). 
469. Man erhält 
1 


H, Es 5 Hole'me+rn + eil-mz+kz)] e-iwi 


Die Ausbreitungsrichtungen der beiden ebenen Wellen, in die die 7, ,-Welle 
zerlegt wird, bilden mit der Achse des Hohl- 
leiters den Winkel © (Abb. 72), der durch 
die Bedingung 


| k A \? 
= -G) 


z bestimmt wird. Die Phasenebene I bewegt 

Abb. 72 sich mit der Geschwindigkeit c in der Rich- 

‘tung, die mit der 2-Achse den Winkel © 

bildet; auf der Achse des Hohlleiters bewegt sie sich mit der größeren Ge- 
schwindigkeit 


Mn Mu 
cs ia 7 
d.h. gerade mit der Phasengeschwindigkeit der Welle im Hohlleiter. 
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Die Gruppengeschwindigkeit stimmt mit der Geschwindigkeit der Energie- 
bewegung überein. Im Vakuum bewegt sich die Energie in einer ebenen Welle 
jedoch mit der Geschwindigkeit c in der Ausbreitungsrichtung der Welle. Jede 
ebene Welle, die in die Zusammensetzung der betrachteten Z, „-Welle eingeht, 
wird mehrfach an den Wänden des Hohlleiters reflektiert und legt einen zick- 
zackförmigen ‚Weg‘ zurück. Die resultierende Geschwindigkeit in Richtung 
der Hohlleiterachse wird 


72 
0-20 =e]lı -(F), 


was mit der Gruppengeschwindigkeit v, übereinstimmt. 

470. Es ergibt sich j A 

H, ei E, Ss: —eiw(zle-N, (1) 
Tr 


wobei A eine Konstante bedeutet; die übrigen Feldkomponenten sind Null. 
Der Energiefluß ist Ach 


7 In. (2) 


&- 


Im Falle eines einzelnen idealen Leiters wird das Feld im ganzen Raum 
außerhalb des Leiters durch die Gleichungen (1) beschrieben; der Gesamt- 
energiefluß durch die Ebene 2 = const ist unendlich groß ($ — » für b — oo). 
Daher kann ein solches Feld nicht durch eine Quelle endlicher Leistung auf- 
rechterhalten werden, und dieser Fall hat keine physikalische Bedeutung. 


471. Die E-Wellen sind 
E, = [AunJm(*mnr) + BmnNm (mn r)] sin(m & + Ym); Med, 1,2 
wobei %,,n die n-te Wurzel der Gleichung 
Im(ta) Nm(zb) — IJm(xdb) Nm(rta) = 0 


ist. Dabei bedeuten N „, Jm Zylinderfunktionen (s. Anhang III) und A,„.„ und 
Bann Konstanten, die durch die Bedingung 


AmnIm(#mn@) + Ban Nm(kmn @) = 0 

miteinander zusammenhängen. Die Z-Wellen sind 
H, = [OnnIm(mn?) + Dan Nm(%mn r)] sin(m & + 9m), m=0,1,2,..., 
wobei %n die n-te Wurzel der Gleichung 
Jı(za) N.(xb) — Nhlxa) Ji,(xdb) = 0 

ist und O„„ und Dan durch die Bedingung | 

OmnIm (mn) + Dun Nm (mn @) = 0 
verknüpft sind. Die übrigen Komponenten des elektrischen und des magneti- 


schen Feldes können mit Hilfe der Maxweıschen Gleichungen durch E, und A, 
ausgedrückt werden. 
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472. Man erhält 


_Lla+b) 
Sa 
a 


mit© =Rel. 
473. Ist das Feld symmetrisch zur Leiterachse, so genügt die longitudinale 

Komponente E, der Gleichung 
dE, 1 dA, 


Tr 


= 2m _ 
I gr +HE,—=0. .(1) 


Da der Leiter endliche Leitfähigkeit hat, sind die Parameter k und x komplex. 
Wir bestimmen das Vorzeichen von x so, daß Imx = x’ >0 ist. 
Die allgemeine Lösung der Gleichung (1) lautet 


E.() = A'H®(er) +B'H®% (er), 


wobei A und 42 HankeL-Funktionen bedeuten. Aus dem asymptotischen 
Verhalten dieser Funktionen (s. Anhang III) und der Bedingung Imx >0 
ergibt sich 3’ = 0, da andernfalls das Feld unendlich groß wird. Die übrigen 
Komponenten von E und 9 drücken wir mit Hilfe der Maxweutschen Glei- 
chungen durch E. aus: 

B,=4'H®(ar), B,= "Zum (ur), Dy= —  4'HD (ur). (2) 


Bei hinreichend großen Werten von x r sind die Funktionen AH und H% 
proportional e”*""/Yxr, so daß das elektromagnetische Feld bei großen Ab- 
ständen vom Leiter exponentiell abnimmt. Die maximale Konzentration des 
Feldes liegt in der Nähe des Leiters vor, das Feld hat also Oberflächencharakter. 

Die LEONTOwITscHsche Randbedingung 


E,={H, 


auf der Leiteroberfläche führt zu einer charakteristischen Gleichung zur Be- 
stimmung von x: 


Dabei ist & die Oberflächenimpedanz des Metalls. Für einen guten Leiter gilt 
Id] <1. Die Gleichung für x kann deshalb nur für kleine x a erfüllt werden. 
Mit Hilfe der Näherungsformeln für 7% und ZH (Anhang III) erhalten wir 

(x a)? In ‚ -_ 


N a, Iny » 0,5772. (3) 


Die Gleichung (3) ist transzendent und kann graphisch nicht gelöst werden, 
da sie komplexe Größen enthält. SOMMERFELD benutzte zu ihrer Lösung eine 
Iterationsmethode, die darauf beruht, daß sich Inx«a wesentlich schwächer 
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ändert als x a. Mit den Bezeichnungen 


Fr) =u, Ba la=v 


lautet Gleichung (3) 
ulnu=v. 


Hat man einen Näherungswert u, gefunden (n-te Näherung), so kann man 
den genaueren Wert %,„,, mit Hilfe der Formel 


Un,ılnu, = v 


berechnen [(r + 1)-te Näherung]. In der nullten Näherung kann man w = 
setzen, so daß 
0) v v 
nv’ a Tnw/inv) ’ eur v en 
"nn (v/In®) 
wird. 

Für Dezimeterwellen (A = 2rc/» = 30 cm), die sich in einem aus Kupfer 
bestehenden Leiter von 1 mm Radius ausbreiten (die Leitfähigkeit des Kupfers 
ist o = 5,2 1017 sl), ergibt die Rechnung nach dieser Methode unter Benutzung 
der Gleichungen (8.9) bis (8.11) 


u» (4,2 + 4,5:) - 108 
und 


k= — [1-+ (6,0 + 6,45) .10-3]. 


Die Phasengeschwindigkeit der Welle ist 


LH 
* Rek 


die Welle ist also etwas verzögert. 

Man kann dieses Ergebnis auf Grund folgender Überlegungen verstehen. 
Im Falle idealer Leitfähigkeit des Leiters hat die transversale elektromagne- 
tische Welle die Phasengeschwindigkeit c, und das Feld innerhalb des Leiters 
ist Null. Bei endlicher Leitfähigkeit wird sich ein Teil der Energie im Leiter 
fortpflanzen; da die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Metall klein gegen e ist, 
wird die elektromagnetische Welle ‚im Mittel‘ verzögert. Außerdem tritt eine 
Dämpfung auf. 

Wir untersuchen nun noch den Charakter des Feldes im Grenzfall & — 0 
(ideale Leitfähigkeit). Wie aus (3) folgt, ist dabei x —0,%k — wjc. Benutzt 
man die Ausdrücke für die Funktionen 4 und H{ bei kleinen Argumenten, 
so erhält man aus (2) 

, ! ! / 
Bein 274 in (27), Fein 2kA’ 1] HE Di 2kA’ 1 


»—0 TT 


— (1-6-105)e<e, 


> 


x—0O 7 x? r % *—0O 7 x r j 
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Da die Feldkomponenten keine unendlich großen Werte annehmen können, 
muß A’ proportional x? sein. Wir setzen A’ = 4A x?/k und erhalten 


nd 


et Ah 


Das ist eine rein transversale elektromagnetische Welle, die sich mit der Ge- 
schwindigkeit c ausbreitet. 
474. Die Komponenten des elektromagnetischen Feldes im Hohlleiter wer- 
den durch 
9) 


em ® ge 2 R 
E,=EuJ, (tr), = t— Elan), H,=-1i E,Jı(Xı r) 
% CH 


& 
fürrsa und 


& & u’; 
E,=4AJo(Xar) + BNo(#ar); E= 7 AS a r)+ BN, (se r)], 
2 


EW 


H,=-t 


[AJ} (#, r) + BN, (x; r)] 


C%g 
füra<r< b bestimmt. Dabei ist x, = Vw?/c? — R2, x, = Ve w?/c2 — K?, und 
E,, A und B bedeuten Konstanten. 
Die Grenzbedingungen lauten 


BE, = 0; E u 32 Haase BR l2u06: 


>| 

Dabei ist die Grenzbedingung für E, automatisch erfüllt. 

Eliminiert man A, B und E,, so erhält man die transzendente Gleichung 

Er Jolaı a) = Jo(%g @) No(kab) — No(, a) Ju (#z 6) (1) 
% Jıl#ı @) J (ga) No(%2b) — N, (x a) Jo(%z d) ’ 

die k mit verknüpft. Bei a << b vereinfacht sich (1) sehr stark. Wir betrach- 
ten die Welle mit dem größten k. Wäre der Hohlleiter vollständig von einem 
Dielektrikum erfüllt (a = 0), so wäre der entsprechende #,-Wert %,3 = &gı/b 
mit &yı = 2,4 und Jo (&ı) = 0 (s. Aufgabe 466). 

Wir suchen eine wenig von %9, verschiedene Lösung 


Dabei liegt die Größenordnung von Ax nicht unterhalb von a/b. Unter der 
Annahme %,ı @/b < 1 benutzen wir die Näherungsformeln für J,, N,, Jı und 
N, aus dem Anhang III und erhalten zusammen mit (1) die Gleichung 


2 2 2 
[m V0n2) + I0n3)| = Oaar | rend + 


Setzen wir hier 

No(#g 6) = No (1 + Aa) ® Nol&oı)» Job) = —Jılaıo) AR, 
so ergibt sich unter Vernachlässigung des kleinen Terms, der den Logarithmus 
enthält, die Beziehung 


_ 1) Fol) (2 
4 = (1 2 4 J,(&91) ;)- 


Jo(%z b)|. 
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Die Phasengeschwindigkeit der Welle ist 


{) | @ 
VL m [m , 
ö k Ew* (1 + 2%14%) 
eo b? 


Mit der Bezeichnung &, = %ı c|b = 2,4c/b (minimale Frequenz für den di- 
elektrikumfreien Hohlleiter) erhalten wir, wenn wir noch die: Tabellenwerte 
für N,(&%1) und J} (&,ı) einsetzen, 


9 2 -) a? |" 2 
== — | — 1 l el . 2 
2 2: =) +37( € a > 
Ist der Hohlleiter vollständig von einem Dielektrikum erfüllt (a = 0), so gilt 


ac 


) I\a: 
|! + 1,85 (1 -) | 


des teilweise mit einem Dielektrikum erfüllten Hohlleiters liegt zwischen den 
Grenzfrequenzen des nicht und des vollständig ausgefüllten Hohlleiters: 


Die Grenzfrequenz 


7) 
—— < Dgr << Wp- 
€ 


Die Phasengeschwindigkeit (2) wird bei Frequenzen 


. 2 
> |ı +1,85(1-—) 47 | 
Vv.-ı e) 


kleiner als c. 
Ein Hohlleiter, der teilweise oder ganz von einem Dielektrikum erfüllt ist, 


bildet also ein Verzögerungssystem: Die Phasengeschwindigkeit der elektro- 
magnetischen Wellen in ihm kann kleiner als c sein. Eine wichtige Eigenschaft 
langsamer Wellen besteht darin, daß sie effektiv mit geladenen Teilchen 
wechselwirken können. Diese Wechselwirkung kann sowohl zur Erzeugung und 
Verstärkung elektromagnetischer Schwingungen höchster Frequenzen (Kly- 
stron, Wanderfeldröhre, Magnetron) als auch zur Teilchenbeschleunigung 
ausgenutzt werden (Linearbeschleuniger). 

475. E-Wellen können in diesem Fall nicht auftreten. Die Z-Wellen sind 


n IE, c 
FH. 2 (x cosu.= — k-2 sinne), 
o Ki 
= E.c 2 nm m e 
H,=-— (ksinza — x #2 eosza), E,= E,sinxx, 
Du Ki 
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mit ae ee 
wa, ran _ (®=Y, n=1,2,3,..., 


a c? a 

2 

Ka 

zul’ en 
Ki 
Die Grenzfrequenz ist 
in) _ © %n 
WW, = 7— 

en 


Wie aus den Gleichungen für H, und H, folgt, hängt die Konfiguration des 
Magnetfeldes für einen vorgegebenen Wellentyp vom Vorzeichen von %, d.h. 
von der Ausbreitungsrichtung der Welle, und vom Vorzeichen von u,, d.h. 
von der Richtung des konstanten Magnetfeldes, ab. Dieser Effekt hängt mit 
der Gyrotropie des Mediums im Hohlleiter zusammen. 


476. Die Maxweutschen Gleichungen für die konjugiert komplexen Ampli- 
tuden €* und 9% lauten 


= Pr ıW0 x 
rot&5 — ik x) = u > | 


(1) 
rot 58 — il x 5) = — €. | 
Die Amplituden E und 9 genügen den Gleichungen 


rot® + ik, = — WS, | 
(2) 
em 2 i® ,z 
rotH + ikle,x9)= — —— 6, | 
wobei w 5 und e’€ Vektoren mit den Komponenten ul, H, und &,E, sind; 


für die Komponenten der Tensoren u und & gilt u/; = &ix = Oi, außerhalb und 
Yir = Mir, &r > Eir Innerhalb des vom Dielektrikum eingenommenen Gebietes. 


Aus den Gleichungen für rot C und rot 9 ergibt sich 
Hr &rotd tik A) (ex) 9= ind 9 FE). (8) 
Wir integrieren beide Seiten dieser Gleichung über den Querschnitt 7 des Hohl- 
leiters. Die ersten beiden Terme lassen sich folgendermaßen umformen: 


[®& rot & — 6 1069) ar [ äinde x 9) AV. 
F v 


Auf der linken Seite wird über das Volumen PV integriert, das durch die Hohl- 
leiterwand und zwei Querschnitte im Abstand I voneinander begrenzt wird 
(der Integrand hängt nicht von 2 ab). 

Mit Hilfe des GAussschen Satzes folgt weiter 


[ar x Har= | (x dnar- | (mx &) Sar. 
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In der Hohlleiterwand ist nx &=0 wegen der Grenzbedingung En: =. 


Die Integrale über die Querschnitte gehen deshalb mit verschiedenen Vorzeichen 
ein und heben sich gegenseitig weg. Daher gilt 


(nx&)Hdr=0, 
und Gleichung (3) ergibt 


k-k) | (Ex dar -o| | KKönar- 
F 


F 
- [@ &) ar— | 4s&gar|, (4) 
F AF 


wobei Jle=&— 1 ist und AF der Querschnitt des Gebietes ist, das vom Di- 
elektrikum eingenommen wird. s n 
Analog ergibt sich mit Hilfe der Gleichungen für rot € und rot 9% 


kk) | Exönuar- | | Hörer - 
F F 
- [&&ar+ [Aubörar (5) 
F 'AF 


mit Au=u-1l. 

Durch Addition der Gleichungen (4) und (5) erhalten wir die in der Auf- 
gabenstellung angegebene Beziehung. Es ist eine exakte Beziehung für die 
Änderung Ak der Ausbreitungskonstanten mit den Feldamplituden. Meist läßt 
sich jedoch keine exakte Lösung des Problems des teilweise von einem Di- 
elektrikum erfüllten Hohlleiters angeben. Nur bei hinreichend kleinen trans- 
versalen Abmessungen des vom Dielektrikum eingenommenen Gebietes gelingt 
es, die Amplituden der gestörten Felder & und .Ö näherungsweise zu bestim- 
men. Daraus kann man dann mit Hilfe der Formel für Ak die Änderung der 
Ausbreitungskonstanten berechnen, die eine wichtige charakteristische Größe 
der Wellen in einem Hohlleiter ist. Beispiele zur Berechnung von Hohlleitern 
mit dieser Methode sind die Aufgaben 477 bis 479. 

477. Im Falle einer Scheibe kleiner Dicke kann man die Amplituden der 
gestörten Felder angenähert durch die ungestörten Amplituden ausdrücken, 
die für die 7, ,-Welle folgende Form haben: 


es = ICH n ik,a =. TE 
Hy: = H,@0s —, Haar = — — —H,sin —,. 
[07 IT qa 


23 Batygin/Toptygin 
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(Diese Ausdrücke folgen aus den Ergebnissen der Aufgabe 462.) Wir vernach- 
lässigen die Änderung der Feldamplituden außerhalb des von der Scheibe ein- 
genommenen Volumens und die Änderung der Felder mit der Dicke der Scheibe, 
d.h. lassen Terme der Ordnung d2 und höher fort. Auf der Oberfläche der 
Scheibe müssen die Grenzbedingungen 


BE, = Ess Hr Ho:, uH2—iWady— Ho.; 
H,=H,,=0 
erfüllt sein, wobei die ungestörten Amplituden auf den rechten Seiten für 
x = x, genommen werden. Diese Gleichungen bestimmen die Amplituden des 
ungestörten Feldes in der Scheibe. 

Das Integral im Zähler des Ausdrucks für Ak (s. die Problemstellung der 
vorigen Aufgabe) ist gleich dem Produkt der Funktion im Integranden und 
der Querschnittsfläche b d der Scheibe, da das Feld nicht von y abhängt und 
die Abhängigkeit von & vernachlässigt wird. 


Im Integral des Nenners kann man die ungestörten Werte der Amplituden 
einsetzen. Es ergibt sich 


— 2 
Ak= d I +1 -——) Z] A len di 
ka C 41 q 


+ (u — (7 ) cos? — | 


Da u, von dem konstanten magnetisierenden Feld H, abhängt (s. Auf- 
gabe 329), wird auch Ak von ZH, abhängig sein. Infolge der Änderung von H, 
wird sich auch die Phase der Welle ändern. Ein Gerät, das auf dieser Erschei- 
nung beruht, wird in der HF-Technik zur Phasenumwandlung benutzt. 


ATS. 
nat 
“ abl Mı 
479. Man erhält 
a) Ak = oc — | -—) 
ne abIn— rl 
77 
d BR 
b) Ak= 2 2 2 (e-——-) 
2 abIn— ri 


Im Falle a) hängt Ak wegen u; » 1 praktisch nicht vom konstanten magne- 
tischen Feld 7, ab (s. Aufgabe 329). Das erklärt sich dadurch, daß das hoch- 
frequente Magnetfeld innerhalb der Platte dieselbe Richtung wie das konstante 
Feld hat und keine Präzession der Magnetisierung M hervorruft. 
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Im Falle b) steht das hochfrequente Magnetfeld innerhalb der Platte senk- 
recht auf dem konstanten Feld, und u, hängt resonanzförmig von H, ab. 


480. Wir integrieren die Differentialgleichungen (9.1) mit den Grenzbedin- 
gungen Z, —=0,d.h. 


E,=E,=0 fü 2=0,2=0, 
E;=E,;,=0 ir y=V0,y=b, 
B,=E,=0 für z=0,2=h. 


Die Gleichungen und Grenzbedingungen werden durch die Funktionen 


E,„= 4ı c0sk,« sin k,y sin k,2 e-iat, 
H,= 7 — (4; k, — A, k,) sin k, x cos k,y cos kz2 e-!®! 


erfüllt (für die übrigen Komponenten gelten analoge Ausdrücke), wobei 


NT Nig 
k=—I, = 


a b_°’ 


N Te 


h 2 


I; — 


= ck +ky + i3) 


sind und 2,, N,, N; ganze positive Zahlen (einschließlich Null) bedeuten. Nega- 
tive n, ergeben keine neuen Schwingungstypen, da sich die Feldrichtungen bei 
der Substitution k; > — k, umkehren, während sich die Konfigurationen der 
Felder nicht ändern. Wegen div& = 0 hängen die Konstanten A; folgender- 
maßen miteinander zusammen: 


Zwei dieser Konstanten bleiben voneinander unabhängig, so daß die Eigen- 
schwingungen (n,, Na, %z + 0) im allgemeinen zweifach entartet sind, d.h., 
jeder Eigenfrequenz entsprechen zwei Schwingungen mit verschiedenen Kon- 
figurationen des elektrischen und des magnetischen Feldes. Ist eine der Zahlen 
N, Ng, N, gleich Null, so tritt keine Entartung auf. Sind jedoch die Abmessun- 
gena,b,h des Resonators kommensurabel, d.h., verhalten sie sich zueinander 
wie ganze Zahlen, so nimmt der Grad der Entartung zu. 


481. 
AN= 5 wo? Aw. 
482. 
‚_mel’t/ı 1 1 1 
10 et m)+2lt m) 
R neck 1,1 1 1 
dr = leltm)t2lstr) 


23* 
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483. Die E-Wellen sind 
y E,Im(k r)sin(m & + wm) coskze-ie!i, H,=0, 


E,= — ET r) sin(m & + %Yn) sinkz e-t®!, 
E en in kz e-iet 
a PL. m(x r) cos(m & + y„) sin kz e-!®!, 
SE imo 7 -iot 
HZ ar EyJIm(x r) cos(m x + Ym) 608 kz e-'®t, 
io = 
H,= a FoJm(r r) sin(m& + Ym) 608 kz e-!®!, 
wobei k=1Iz/h,l=0,1,2,...,Ynn = mn/@ ist, mn die Wurzeln der 


Gleichung J,,(&nn) = 0 bedeuten und @® = c?(x?,„. + &2) gilt. 
Die A-Wellen sind 


H. = HuJm(a r) sin (ma + y,) sin kz eriet, 


wobei k=Iz/k,l=1,2,... ist; der Wert 1 = 0 ist nicht möglich; ferner 
ist An = Pmn/a, wobei Pmn Wurzel der Gleichung JA, (Ban) = 0 und © = 
— (2(x2,, + k?%) ist. Die übrigen Feldkomponenten lassen sich mit Hilfe der 
Maxweutschen Gleichungen durch 7, ausdrücken. 

Für m == 0 sind sowohl die E- als auch die 7-Wellen im allgemeinen zwei- 
fach entartet, da jeder Eigenfrequenz zwei Eigenfunktionen entsprechen, z.B. 


H, = H,Jm(x# r) sin ma sin kz e-i®! 
und 
H, = H,Jm(#. r) cosma sin kz e-iet, 


10. SPEZIELLE RELATIVITÄTSTHEORIE 
10.1. LoOßENTZ-Transformationen 


484. 

"+ Wh 
Yı- 

y—-yp=Y — yo 


gene Zi: 


D 


v ’ 
v’ Zuge + —® == x) 
ip 


487. Die Koordinaten der Uhren, die in den Systemen 5 und 8” dieselbe 
Zeit = t’ anzeigen, sind 


2 1 2 1 
:-T[1-Z)8, #--7(1-Z]t. 
v y 


Hieraus folgt, daß sich der Punkt, in dem t =? ist, in jedem der Systeme 8 
und 8’ gleichförmig bewegt. Führt man ein Bezugssystem ein, in dem dieser 
Punkt ruht, so bewegen sich 8 und 8°’ mit der gleichen Geschwindigkeit 


t—ı= 


nach entgegengesetzten Seiten (V, ist relativistisch die ‚„Hälfte‘“ der Ge- 
schwindigkeit V in dem Sinne, daß die relativistische Addition zweier Ge- 
schwindigkeiten V, die Geschwindigkeit V ergibt). 

488. 

a) Nein. 12h 00min können gleichzeitig zwei Uhren in einem der Bezugs- 
systeme und nur eine Uhr im anderen Bezugssystem anzeigen. 

b) Die Anzeigen der am gleichen Ort befindlichen Uhren hängen nicht von 
der Wahl des Bezugssystems ab: 


] 
tr = 12h 00 min +; = 13h 00 min: 


lo v° 
122 Wann 1——- = 12h 36 min. 


Die Anzeigen der übrigen Uhren B und B’ werden infolge der Relativität der 
Gleichzeitigkeit von der Wahl des Bezugssystems abhängen. 
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Vom Standpunkt des Beobachters auf der ‚Plattform‘ ist (Abb. 73a) 
ig = 12h 216min, 1, =t, = 12h 36 min. 

Vom Standpunkt des Beobachters im ‚Zug‘ ist (Abb. 735) 
ti} =t4 =13h00 min, tz = 13h 14,4 min. 


€) Vom Standpunkt des Beobachters auf der ‚Plattform‘ ist 
ti =13h00min=1t,, tpr=12h36mm dr 13h 14,4 min. 
Vom Standpunkt des Beobachters im „Zug“ ist 
ti =12h21l6mm tr=tp=12h 36min, 
tz = 13h 00 min. 


In allen Fällen gehen jeweils diejenigen Uhren nach, deren Anzeigen mit 
denen zweier Uhren im anderen Bezugssystem verglichen werden. 


489. Nach den Erduhren ist At = 8 Jahre. Bei der Berechnung der Vorräte 
muß der Zeitraum At, = 0,01 At » 1 Monat nach den Raketenuhren zu- 
grunde gelegt werden. Die kinetische Energie ist 

T=me(y— 1) = 2,5: 101% kWh. 
Diese Energiemenge ist um den Faktor 10000 größer als die zur Zeit jährlich 
erzeugte Menge an Elektroenergie in der ganzen Welt. 

490. Man erhält °1.At 

0 


"Ep rRe' 
Für einen mit dem ersten Maßstab verbundenen Beobachter (Abb. 74«) 
decken sich zunächst die linken, dann die rechten Enden; für einen mit dem 
V 
rer] er — lo re 


2 een EL Bere sen, 
a) b) 
Abb. 74 


zweiten Maßstab verbundenen Beobachter (Abb. 74b) ist dies umgekehrt. Vom 
Standpunkt eines Beobachters, gegenüber dem sich beide Maßstäbe mit der 
gleichen Geschwindigkeit bewegen, decken sich die Enden gleichzeitig. 
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491. Wir führen die transversale und die longitudinale Komponente des 
Radiusvektors r ein: 


_ gi ı_g ti? 
AT v2’ 
,=1-7, W=eri-ıj]. 


Wendet man auf ııı und tr, die LORENTZ-Transformation (10.1) an, so folgt 


y=yrlı HB) ı,=r. 
Schließlich erhält man 


re RT, 
t=y(r+ =) 
492. 
1,4) OT, 
€ [4 
RD 
As=y[äiti 2 ) 
; 1 5 % 
493. Es ergibt sich v+B+O- DAR PN 
Te DE nn ae ro: 
y(1+ m 


Man kann auch einfach den Radiusvektor t, der in der Aufgabe 491 durch r’ 
und # ausgedrückt wurde, nach der Zeit differenzieren. 


497. 


498. Man findet 


(die Relativgeschwindigkeiten der Maßstäbe erhält man am einfachsten mit 
Hilfe des Ergebnisses der Aufgabe 493). 


499. 
a) V=2:.09c=1,8c; 
b) V = 0,994. 


500. Die Relativgeschwindigkeit der beiden Teilchen ist in dem mit einem 
von ihnen verbundenen System 
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Daraus folgt 
2 E, 2 
B-——_melz( 2) -1]. 
/ y2 MC 
N 

Im extrem relativistischen Fall ist Z, > m c? und folglich 

_2E 

mc” 


Werden Elektronen beschleunigt (m c? = 0,5 MeV), so ergibt sich z.B. für E, = 
— 50 MeV ein 200facher Gewinn der Beschleunigerleistung: E = 10000 MeV. 

501. Man kann diese Aufgabe wie die Aufgabe 493 auf zwei Wegen lösen. 
Es ergibt sich 


_t „_I DES Wr 
= y2 sg? y3 s3 V2 Yy 2 53 BEHEIEE 
mit 


nn, 


Aus diesen Gleichungen folgt: Bewegt sich das Teilchen in einem Bezugs- 
system mit der konstanten Beschleunigung b’, so ist die Beschleunigung d im 
anderen Bezugssystem im allgemeinen zeitabhängig (da die Transformations- 
gleichung die veränderliche Geschwindigkeit v’ des Teilchens enthält). 


502. Man erhält 
2 2 
wre - (6x 2) | = ye|ör + 7° v => 


d.h., die Viererbeschleunigung ist raumartig. 
503. S’ sei das momentane Ruhsystem des Teilchens. Nach Aufgabe 501 ist 


ö’ = +? au = (db) ] a) 


eye zo (6x 2)]. () 


Ändert sich die Geschwindigkeit des Teilchens nur dem Betrage nach, so gilt 
ö ||v und 


und damit 


veyen, (3) 


Ändert sich die Geschwindigkeit des Teilchens nur der Richtung nach, so ist 
pb_Ldundpo = 0, also 
Vey9. (4) 


Gleichung (2) erhält man auch auf einfachere Weise, indem man den Aus- 
druck für das Quadrat der Viererbeschleunigung aus der vorigen Aufgabe be- 
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nutzt. Das Quadrat w? ist eine Viererinvariante. Das bedeutet, daß w? im 
System S und im System 8’ die gleiche Form hat. Berücksichtigt man noch, 
daß die Geschwindigkeit des Teilchens p’ = 0 ist, so erhält man unmittelbar die 
Gleichung (2). 

504. Die Beschleunigungsdauer im unbewegten System ist 


v 
1 


Tel Z ea 
0 


Nach den in der Rakete befindlichen Uhren ist sie 


C 1+vle 
In! 1 — v/c 


T — 47,5 Jahre. 


— 2,5 Jahre. 


505. Im S8-System ist 
D,b, 
COSX = ——- —-, 
1Pı| IPe| 
im 8’-System 


1 
(04 — 8) (0 — ®) 3 MXx%) (0, x 3) 


= Betr er Dr raue ren 2 > —, 
Ve — 3)? — - (0, x 8)? Ve — 8)? = (0, x 8)? 


506. Der Winkel im $’-System strebt gegen Null. Um das zu zeigen, setzen 
wir B=%,c mit |3,| = 1 und berechnen cos«’ mit Hilfe der Beziehung in 
der vorigen Aufgabe. Wegen 


(ax b)(a,x b,) = (aa,) (b b,) — (a b,) (a, b) 
ergibt sich 


EB 84 (0, 2) (0, 9) 


Me 


Daraus folgt « = 0. Diese Einengung der Winkelverteilung ist ein typischer 
relativistischer Effekt, der bei vielen Erscheinungen auftritt. 

807. Die Bestimmung des Aberrationswinkels läuft auf die Berechnung von 
zwei Winkeln hinaus (Abb. 75): des Winkels «, zwischen der Strahlrichtung AC 
und der Richtung der Geschwindigkeit b der Erde in ihrer ersten Position und 
des Winkels &, zwischen der Strahlrichtung BC und der Richtung der Ge- 
schwindigkeit vb’ der Erde in ihrer zweiten Position (nach .einem halben Jahr). 
Der Aberrationswinkel 6 ist durch ö6= (nr — &) -— u =n — & — %, defi- 
niert. Wir berechnen die Winkel «, und «&, mit Hilfe der Gleichungen (10.15) 
und drücken sie durch den Winkel 9 aus, der in dem mit der Sonne verbunde- 


cosa’ = 
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nen Bezugssystem zwischen dem Lichtstrahl OC und dem Geschwindigkeits- 
vektor der Erde beobachtet wird: 


1 sin® ee NORSENE. sin® 
y cs#d—ß’ a y eosd+ß' 


wobei ß = v/c,y = 1/V1 — ß? ist. Daraus folgt 
en 8 _ 1 _,. 

tan 12 = By sin. 
Wir weisen darauf hin, daß sich alle drei 
Winkel zwischen den Geschwindigkeiten, die 
in der Abb. 75 dargestellt sind, auf ver- 
schiedene Bezugssysteme beziehen und daß 
die Abbildung selbst nicht maßstabsgetreu 
ist (z.B. sind die eingezeichneten Strecken 
ACzCO»zÜB x). 

Die Ergebnisse zeigen insbesondere, daß 
der Aberrationswinkel ö nur von der Re- 
lativgeschwindigkeit zwischen Erde und 
Sonne und nicht von der Geschwindigkeit 
des Sonnensystems gegenüber den Sternen abhängt. 

508. Wird die Position der Erde auf der Bahn durch den Azimutwinkel ® 
beschrieben und ist a= (0,a,,a,) ein Vektor, der vom Punkt (%,«) der 


Himmelskugel zur beobachteten Position des Sterns an der Himmelskugel 
zeigt, so gilt 


tan (an — 0) = 


4 = —Bcos®sin(x —o), 

a,= —Bcos(x — 9). 

Daraus folgt, daß der Stern im Laufe eines Jahres an der Himmelskugel schein- 
bar eine Ellipse mit den Halbachsen $ cos® und ß beschreibt. 


509. Wir betrachten im $S-System das Lichtbündel im Raumwinkel dQ = 
—= sin®d® de. Im 8’-System wird man dasselbe Lichtbündel im Raumwinkel 
dQ’ = sind®’dDda’ beobachten. Es ist « = «’ und 


‚_.c8#—ß 
NZ 1—Bcos®# 
Daraus folgt 1 
dQ — sin® d® da a 


Dabei gilt natürlich f dl’ — | da92=4An. 


510. Man erhält 
dN N, da |. 1 — 2? 


a2 4n dA An (1— Bcos@i’ 


wobei N, die Gesamtzahl der sichtbaren Sterne bedeutet. 
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511. Es ergibt sich 


o=yal1+) oder = = » 
C (1-7) 
‚ C 
7 / 
tel +) + -DEXB KT 


mitn={!k," =f/k,k=ole. 

512. Ist &, die Frequenz im Ruhsystem der Quelle und V die Geschwindig- 
keit der Quelle gegen den Lichtempfänger, so registriert der Empfänger eine 
kleinere Frequenz: ® = y Yı — 72/e? (Rotverschiebung). 

Der Winkel «& des Strahles mit der Bewegungsrichtung der Quelle in deren 
Ruhsystem wird durch die Beziehung cos& = V/c bestimmt. 


513. ———— 
a) i=% un 
1+ Vle 


1+Vle 
b) 1=|/4 nr 

514. Wir führen das Ruhsystem 8’ des Spiegels 
ein (S sei das Laborsystem). «| und «3; seien die 
Winkel zwischen den Wellenvektoren 4 und % 
der einfallenden bzw. reflektierten Welle und 
der Richtung der Geschwindigkeit ® des Spiegels - 
(Abb. 76). Die Frequenzen vor und nach der Abb. 76 
Reflexion seien &] bzw. wg. Bei den analogen 
Größen im System S werden die Striche an den Buchstaben weggelassen. 
Wir gehen vom bekannten Reflexionsgesetz im 8’-System aus: | = wg = w’ 
und & = rn — &, also cosag = — cos. 

Drückt man mit Hilfe von (10.4) und (10.14) w durch ® und cos«’ durch 
cos«& aus und löst die erhaltenen Gleichungen nach cos&, und @, auf, so wird 


(1 + B%) cos, — 2 
1 2ß cosa, + B2 ’ 
1 — 2ß cos, + ß? 
1 — 2 
Für # —1 folgt &; — 0 bei senkrechtem Einfall auf einen sich entfernenden 
Spiegel und &, — © bei senkrechtem Einfall auf einen sich nähernden Spiegel. 
515. Esist w, = ®,, d.h., der Einfallswinkel ist gleich dem Reflexionswinkel. 


516. Das Medium bewegt sich mit der Geschwindigkeit ® parallel zur x-Achse 
(Bezugssystem 8’). In ihm breitet sich in der Richtung n, eine ebene Welle 
der Frequenz w aus. Die Feldkomponenten sind proportional e-'%#= mit 


COS&s — 


Ws — 1 


© O . .@® 
k; = |—cos&, —sina, 0, ? —|. 
® V C 
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Dabei steht die Ausbreitungsrichtung n, senkrecht auf der z-Achse und bildet 
den Winkel & mit der x-Achse, während v die Phasengeschwindigkeit der Welle 
bedeutet. Da die Phase k, x; eine Invariante der LoREnTz-Transformation ist, 
bildet k, einen Vierervektor (Wellenvektor). Mit Hilfe von (10.4) und (10.14) 
ergibt sich | 


o=yw’(l1-+Bncoso’), (1) 

tana = — (2) 
y(o0s0° + e) 

we Ben (3) 


Vin cosa’ + B)? + n? sin?a’ (1 — ß?) 
mit B=v/c,y = 1/1 — ß2. 
Aus (3) folgt, daß die Phasengeschwindigkeit im bewegten Medium von der 


Ausbreitungsrichtung abhängt. Bei der Bewegung des Mediums entsteht also 
eine Art Anisotropie. 


517. Man kann die gesuchte Geschwindigkeit mit Hilfe der Gleichung (3) 
der vorigen- Aufgabe bestimmen («’ = 0): 
1+Pßnr(4) C 1 

Games) ——— Ay l = . 

Ü C n(A) + B n(}) +r( a) 
Dabei ist A = 27. c/w', wobei ®’ die Frequenz bedeutet, die im Ruhsystem 8’ 
des Mediums beobachtet wird. Aus Gleichung (l) der vorigen Aufgabe folgt 
bis auf V/c genau 


N“ o_ nV 
A  o ce 
Daraus ergibt sich 0 0 de an v 
n(#) n(A) n?® dA C 
und schließlich ._ R R ‚fi . ı. . 2 ur 
nA) n2(A) n(A) di 


10.2. Vierervektoren und -tensoren 


519. In einen dreidimensionalen Tensor zweiter Stufe A, s,(&,#=1;,2,3), 
zwei dreidimensionale Vektoren A,, und A,ı (@=1,2,3) und einen drei- 
dimensionalen Skalar A,.- 


520. Ein antisymmetrischer Vierertensor A;, kann in der Form 
0 As, —4, B, 
—A, 0 A, DB 
A,._-4, 9 B 
—B, —-B, —B, 9 
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geschrieben werden, wobei X = (A,, Aa, 4;) und ® = (B,, B,, B,) dreidimen- 
sionale Vektoren sind (genauer: ® ist ein polarer und X ein axialer Vektor). 
524. 
a) Wie ein Vektor. 
b) Wie ein Tensor zweiter Stufe. 
e) Wie ein Vektor. 


525. Wir schreiben die Bedingung für die Parallelität der Vektoren A, und 5; 
in der Form (Zähler und Nenner jedes Terms werden jeweils mit derselben 


Zahl multipliziert) Er | | X,;A 
I a a Br, A 


&iBı &gi Ds &ziBz RriBa 
Benutzt man nun die bekannten Eigenschaften von Proportionalgleichungen, 
so erhält man 
A; = %1:41 + &gifla + gif + Kyifa we A! 


B; &iBı + &gißa + Ks: Ds + Kuißı u Bi 


526. Wesentlich verschieden sind vier Komponenten. Sie stimmen bis auf 
das Vorzeichen mit den Komponenten des Vektors A; = &;xım Ar ım/6 über- 
en, so daB A, = —As1as = Asıs > - - -» Aı = Assı = Asaı > - - -; As, > 
ponenten A;xı sind Null (sie haben irgendzwei übereinstimmende Indizes). 
Daraus folgt unmittelbar, daß sich die von Null verschiedenen Komponen- 
ten A;xı bei vierdimensionalen Drehungen und Spiegelungen wie die Kompo- 
nenten eines vierdimensionalen Pseudovektors transformieren. 

527. Die Funktionaldeterminante der eigentlichen Transformation ist 

Ol, , Co, Ka, X 

a leul=1, 

ö (X; 19,43) x) 
woraus unmittelbar die Invarianz von d.2 folgt. 


528. Für x, = &,x %, hat die Matrix @ die Form (die Koordinate x, steht an 


vierter Stelle) Bade ir are 
& & 


0 1 0 0 
0 01 0 
sinhx 0 0 coshx 


529. Die gesuchte Matrix & kann als Produkt dreier Matrizen dargestellt 
werden: 


g=8(V,9) ga) g"(9, 9). 


Die Matrix 
co8sdcosp —sinp sin®#cosp 0 
cCOoSYsINY COSW sin®sinp 0 
7 — sin® 0 cos® 0 
1 0 0 l 


366 Antworten und Lösungen 
beschreibt eine räumliche Drehung des Bezugssystems (Abb. 77): 
= 2 9:xd, P) %% 


und die Matrix 


1 0 N) 0) 
a 0 1 0 0 
= 10 0 cosh& sinh« 


0 0 sinhx coshx 


entspricht dem Übergang von 8’ nach 8”, 
wobei sich 8’’”’ in Richtung der x3’-Achse 
mit der Geschwindigkeit V = ctanh« 
bewegt [spezielle LORENTZ- Transiorma- 
tion (10.1)]. Schließlich beschreibt die 
Matrix g°!(d, o) eine Drehung, durch die 
das Bezugssystem S’ in 8’ übergeht (siehe 
Abb. 77); sie stimmt mit der zu g(®, ») 
transponierten Matrix überein. Durch 
Abb. 77 Multiplikation der Matrizen erhält man 


1+o2(cosh«—1) w,w;(coshx —1) w,wz(coshx —1) w,sinh« 
0, @,(coshx — 1) 1+ wi(eoshx — 1) wsw;,(coshx — 1) w,sinh«x 
ie v0, wg(cosh&x — 1) w;w;(coshx — 1) 1-+ wz(cosha — 1) @;sinha 
o, sinhx @&, sinhx& @, sinha& cosh.x 
mit ; 
9 =sindcos9, @%-=sSindsiny, 3 cos%. 


10.3. Relativistische Elektrodynamik 


530. Für das Vakuum erhält man 


Bug NOS, 
=(®- x9)- DB 


En 14 0% ! i 39. 

9->[($ De xe)-4-18 TEE 
für Medien wird 

TE: a UP 

B-y(P + xW)- 9-8, 


ee gW 
M-y(W-—xP)-0- DB 


Die Transformationsgleichungen für die Vektorpaare €, und 9, 9 sind 
denen des Paares &, 59 im Vakuum analog. 
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531. Das Problem hat unendlich viele Lösungen. Hat man ein (sich mit der 
Geschwindigkeit ® bewegendes) System 8’ gefunden, in dem € || 9 ist, so 
sind wegen (10.25) € und 9 in jedem Bezugssystem, das sich gegen S’ in 
dieser gemeinsamen Richtung bewegt, parallel. Wir werden deshalb nur das- 
jenige Bezugssystem 8’ suchen, das sich senkrecht zu der von & und 9 auf- 
gespannten Ebene bewegt. Benutzt man die Bedingung für die Parallelität 
der Vektoren €’ und 9, &x 9’ = 0, und die Transformationsgleichungen der 
Aufgabe 530, so ergibt sich 


B_ gg PAR VRR FaCH 
eo 2(E x 9)? 
Mit Hilfe der Feldinvarianten erhält man schließlich 


1 Ir ann tn ten, 
B®= —[E* — H®+ JB? — B9}? +4(6 9°], 


Hr= [Mm + YR-My% + ACH]. 


532. Zur Voruntersuchung benutzt man die Feldinvarianten. Bi E>H 
muß ein Bezugssystem existieren, in dem H’=0, E' = YE? — H? ist, bei 
E<H entsprechend ein Bezugssystem, in dm 2'=0,H = y H® — E? ist. 

Im Falle #E > ZH ist 
Ex9H 

B=c 73 
In einem beliebigen System S’, das sich mit beliebiger Geschwindigkeit in der 
Richtung von €’ bewegt, ist ebenfalls kein Magnetfeld vorhanden. 
Im Falle #< JH silt 


B—C 


BR wer: 
= ZVPr—m. 


HxE 
HR: 


, S-ZVRm. 


533. Beix < I/c ist in dem Bezugssystem, das sich mit der Geschwindigkeit 
V = c?x/I parallel zur Zylinderachse in Richtung des Vektors &E x 9 bewegt, 
das elektrische Feld Z’ = 0 und das Magnetfeld 
 2I An 
er I? 

Bei x > I/e gilt in dem Bezugssystem, das sich mit der Geschwindigkeit 
V=Ijx parallel zur Zylinderachse in der Richtung von &x 9 bewegt, 
H'=0 und | ; 

2% I? \a 
#-Zl1-0) 
r 2 


H' 


Bei x = Ic gibt es kein Bezugssystem, in dem nur ein elektrisches bzw. 
nur ein magnetisches Feld vorhanden ist. Die angegebenen Beziehungen zeigen, 
daß die Geschwindigkeit eines solchen Bezugssystems bei x — I/c gegen c und 
die Werte beider Felder gegen Null streben würden. 
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535. Man erhält 


e 0 
Peer Amer 

eN eN(l1 — V?/e) PR 
= um mm DT, xE 


8), ’ 
R3 ( = ie sin? 9) 
C 


mit RF—= Ve — vb)? + (1— 8°) (&® + y?). Dabei bedeuten (vi, 0,0) die Ko- 
ordinaten der bewegten Ladung im Zeitpunkt £, R(x — vt,y,z) den Radius- 
vektor von der Ladung zum Aufpunkt im Zeitpunkt ? und d# den Winkel zwi- 
schen X und d. 

536. Aus den Ergebnissen der vorigen Aufgabe folgt, daß das Feld E in 
Richtung der Bahn der Ladung (® = 0, x) im Vergleich zum CouLoMmB-Feld 
Eco = elR? um das (1 — V?Je2)-fache abgeschwächt wird, während es in der 
dazu senkrechten Richtung (®# = r/2) um das (1 — V?/c?)-"k-fache verstärkt 
wird. Bei V » c ist das Feld nur im engen Winkelintervall 19 & Y1 — V?Je2 
in der Nähe der Äquatorebene groß. | 

Die Bedingung Ej = Ei| bezieht sich auf einen bestimmten Punkt im 
Viererraum. Ein Punkt A auf der x-Achse, der sich im Ruhsystem der Ladung 
im Abstand R von der Ladung befindet, hat im Laborsystem den Abstand 


R yı — #2. Durch Vergleich von Eı im Punkt R Yı — 8? und von E|, im 
Punkt & folgt Ben 
AN -PU-M_e_y 
(R Yı — 82)® R2 1> 


was zu erwarten war. 
537. Man erhält 


9 * .: 
oo yrrs’ rl 
3RlHE 1“) — Por*? v 
er H-—x6 


mit 
N=(x — vi,y,2) "= (2 vi Y 2); 
’ ’ ’ $) ? 


der Dipol bewegt sich auf der x-Achse und befindet sich zur Zeit tim Punkt 
mit dem Radiusvektor bt. 


538. Es.ergibt sich 


ee ne Sp 
u en a, No vr 

‚ j Bm’ 
en 


wobei p’ und m’ die Dipolmomente im Ruhsystem bedeuten. 
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539. Mit Hilfe der Transformationsgleichung für die Viererstromdichte fin- 
den wir, daß die Rechteckseiten 2: und £ (Abb. 78) ungeladen sind, während 
die Seiten 1 und 3 die Ladungen | 


a 


tragen, wobei I’ den Strom im Ruhsystem 8’ der Schleife bedeutet. Daraus 
(oder aus dem Ergebnis der Aufgabe 538) folgt, daß das elektrische Dipol- 
moment der Schleife, das in S’ beobachtet wird, 


/ 


m 
P=nb= m 


ist, wobei m’ = !’abjc das im System 8’ beobachtete magnetische Moment 
der Schleife bedeutet. 


540. u; sei die Vierergeschwindigkeit des Mediums. Wir bilden die Vierer- 
invariante [s. Formel (10.37)] 

hw=yl) -yQ@+IB)= 

Bezeichnet man mit Q, die Wärmemenge, 


die je Volumen- und Zeiteinheit im Ruh- 
system des Mediums abgegeben wird, so 


erhält man Q = Q, V1 — B* 


X 
Abb. 78 Abb. 79 


542. 7,;=d. 
543. Impuls und Energie des Feldes im Volumen V zur Zeitt = x,/vc kann 
man durch die Integrale [ Ty. dS und [ T,,dS ausdrücken, wobei dS das Ele- 


ment der Hyperebene x, —= const bedeutet (offenbar ist dS = dV). Durch 
analoge Integrale werden Impuls und Energie des Feldes zur Zeit #' = x/Ji c 
ausgedrückt. Wir führen einen willkürlichen konstanten Hilfsvektor a; ein und 
bilden die Summe 7,;a;. Ferner betrachten wir das Vierervolumen 2, das 
durch die zylinderförmige Hyperfläche S, deren Erzeugende der x,-Achse par- 
allel ist, und die beiden Hyperebenen x; = const und x = const begrenzt 
wird (Abb. 79).!) 


1!) Eine solche Abbildung kann nur bedingt zur Veranschaulichung dienen, da der 
Mrnkowsxısche Viererraum pseudoeuklidisch und die x,-Achse mit den übrigen Achsen 
nicht völlig gleichberechtigt ist (auf ihr werden imaginäre Größen abgetragen). 


24 Batygin/Toptygin 
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Wir formen das Integral der Funktion 7,;«a; über diese Hyperfläche mit 
Hilfe des Gavssschen Satzes im Vierdimensionalen um und erhalten 


dT,:a; dS — i . a2 —=0, 
e o L 


%) 


da bei Abwesenheit von Ladungen 07, ;/9x; = 0 ist. Auf der zylinderförmigen 
Hyperfläche ist T,;—=0, da auf dem Rande des Volumens V des Systems 
kein. Feld vorhanden ist. Damit wird (unter Berücksichtigung der Normalen- 
richtung) 


a; | TudV=a; | Tuav. 


Mit anderen Worten, die Größe a, f T,;dV ist eine LORENTZ-Invariante. Dann 


muß aber f T,;dV einen Vierervektor bilden (vgl. mit den Aufgaben 524 
und 4). 


544. Wir berechnen die Änderung von L;.!) in der Zeit dt. Dazu sind die 
Werte von L;, für zwei benachbarte Hyperebenen # = const und {+ di = 
— const miteinander zu vergleichen. Berücksichtigt man, daß das Feld im 
Unendlichen Null ist, so kann man die Differenz der Integrale über diese 
Hyperebenen in ein Integral über die geschlossene Hyperfläche S umformen, 
die sich durch die Ergänzung dieser Hyperebenen durch die unendlich ferne 
Hyperebens ergibt. Das erhaltene Integral kann mit Hilfe des Gaussschen 
Satzes umgeformt werden: 


& Arnı d8, = [ OAikı dQ 
S 2 


9) X] 
(2 bedeutet das Volumen innerhalb der geschlossenen Hyperfläche 8). Die 
rechte Seite dieser Gleichung wird folgendermaßen umgeformt: 


27, re Er — X En 


Dabei gilt infolge der Symmetrie des Viererspannungstensors T';x = Tri: 
Wir betrachten die Beziehung 


oT 1 BL 
fe I: dQ = -— [ &FuiıdQ. 


Da wir es mit einem System punktförmiger Teilchen zu tun haben, gilt 


[arunar — Sex Fur; 
auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen die Koordinaten der Teilchen 
und deren Funktionen im Zeitpunkt ti. Gemäß den Bewegungsgleichungen der 


t) L,,„ ist ein Funktional der raumartigen Hyperebene i — const. 
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Teilchen gilt 
e dzı; dp 
— Fa ı —— = 
ce at di 
Analog kann man das Integral 


OT;ı 


betrachten, das auf diese Weise gleich 


dp dp; 
- Im — dr di )at 


wird und sich auf dieselbe Summe über die Teilchen reduziert. 
Daher gilt AL 
ik 


dt 
545. Der Gesamtdrehimpuls der Teilchen und des Feldes im Volumen ist 


—=0,  ZL;a = const. 


D 
Lu) = El — | Tr 7) 48, 
t 


wobei I, = %, Peg — %5P, den Drehimpuls eines Teilchens bedeutet und 
über den Teil der Hyperebene t = const integriert wird, dessen Projektion 
auf den dreidimensionalen Raum gleich V ist. Analog kann man Z,,(t + di) 
schreiben. 

Wir betrachten den Drehimpuls, den das System in der Zeit dt verliert: 


UL, = Lg) — Lg +4) =— Zdl+- Is ie: 
t+di t 


Die Differenz der Integrale über die dicht benachbarten Hyperebenen kann 
in einer anderen Form geschrieben werden; es ist nämlich 


[+.[+.1-$ 


t i+di Seite 


d.h. gleich dem Integral $ über die geschlossene zylinderförmige Hyperfläche 


(s. Abb. 80)}), deren Erzeugende der Zeitachse parallel ist. Genauso wie in der 
vorigen Aufgabe kann man das Integral über die geschlossene Hyperfläche in 
den Ausdruck — 3 di,, umformen und erhält 


i 
—dAls = e N (Try > KB 2) dS,. 
S 


Seite 


1) Wir erinnern daran, daß eine solche Abbildung nur eine bedingt richtige Vorstellung 
von den wahren Verhältnissen vermitteln kann. 


24* 
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Die Elemente der Hyperfläche Ss.. sind offensichtlich normal zur 2-Achse 
und können in der Form dS,=icdin,df dargestellt werden, wobei df das 
gewöhnliche Flächenelement zum Volumen V und n den Normaleneinheits- 
vektor vondf bedeuten. Daraus ergibt sich ein Aus- 
druck für die Abnahme des Drehimpulses des Sy- 
stems in der Zeiteinheit: 


AL 
a [oa Toy + 2 Ta) n,df. (1) 


Wir führen den bezüglich der Indizes & und ß 
antisymmetrischen Tensor 


Rapy = @p Toy — % Toy 


ein. Wie aus (1) folgt, muß er als Drehimpulsdichte 

interpretiert werden. Die Komponente R,,,ist gleich 

dem Anteil der «x ß-Komponenten des Gesamtdreh- 

Abb. 80 impulses Z, g, derin der Zeiteinheit durch die Flächen- 

einheit senkrecht zur x,-Achse fließt. Ahnlich wie 

man an Stelle von L,, den Pseudovektor % des Drehimpulses einführen kann, 

kann man auch einen Pseudovektor definieren, der zu R,,,n., äquivalent ist. 
Dann nimmt Gleichung (1) die Form | 


AL 
-- [var (2) 

E® + H? 1 
R= 7 (txN 7, UXO MO FAX MD] (3) 


an. Bei der Ableitung von (3) wurden die Gleichungen (10.29) für die Kom- 
ponenten T7',, benutzt. 


11. RELATIVISTISCHE MECHANIK 


11.1. Energie und Impuls 


546. 
p= TE H me) : 
547. 
cp 
= 
Vp® + m2 2 


548. Man erhält 


mit BE, = m ce. 
Im nichtrelativistischen Fall wird # = V2T]E, und im extrem relativisti- 
schen Fal$ =1— !J,(E,/E). 


549. 
1 3 v* 
ar 2 a : 
a) N +55 EN: 
u p2 l pt 
re cnen 
550. Es ergibt sich 
eV 
RB 2eV re 
2 
m 1 + 2 
m c® 


und bieV>m .c? 


551. 

a) 3,42 - 10-20; 

b) v = 0,999998 5; 
c) 0,81c; 

d) 0,9956c. 
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552. Die Länge der n-ten. Röhre ist 
®n C 77.08 2 
PTR RE 2aL | 5 REN HERNE (2 HEHE 
2» 2 re) 


wobei v, die Geschwindigkeit des Teilchens in der n-ten Röhre bedeutet. Am 
Anfang der Beschleunigung gilt me >neV, und 


1 DeV,.- 
ER = 
= 2y Mm In 


Im extrem relativistischen Grenzfall ist 7, > m c?, v » c und L, ®& c/2»v. 
Die Abschätzung der Beschleunigerlänge ergibt 


m ce? 2 
u me ee ee) 


ee ne Dr u en er 2 
— PEN va eV, + m c2)? — m?.c* — m c? arccos Pe 
553. Das Verhältnis der Intensitäten ist 
h h me 
Fe E —_D 
Io 


Dabei ist 7 = Ty/ Yı — v2/c2 die Halbwertzeit eines u-Mesons, das sich mit der 
Geschwindigkeit v bewegt. Gäbe es keine relativistische Transformation der 
Zeit, so erhielte man für das Verhältnis der Intensitäten (unter der Annahme, 
daß die Mesonen die Geschwindigkeit c haben) 

I: e 

I a 200 — 25 = 32. 

Io 

Experimentell wird das erste Ergebnis bestätigt (I,/I, = 2); das ist ein 

direkter experimenteller Beweis für die Existenz des 0. Effektes 
der Verlangsamung des Ganges bewegter Uhren. 


554. Man erhält 


mit 
1 


yarT— I 
1-5 


wobei p und p’ die Impulse des Teilchens im System $ bzw. 8’ bedeuten. 


» Z=y(E’+pV cos®), 
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Man kann die in der Aufgabenstellung angegebene Näherungsformel für den 
extrem relativistischen Fall benutzen, wenn 


COS Se >i/|l r 
2 v 
gilt, wobei v’ = p’c?/E’ die Geschwindigkeit des Teilchens im System 8’ be- 
deutet. Die Energie hat im extrem relativistischen Fall die Form 


/ 


Erper 2yB' cos —. 


555. Wir betrachten die dN Teilchen, die sich im System S’ innerhalb des 
Raumwinkels d@’ bewegen. Im System S befinden sich diese Teilchen inner- 
halb des Raumwinkels d@ = sind ddde, der durch die Geschwindigkeits- 
vektoren der Teilchen im 8-System gebildet wird. Die Winkelverteilung der 
Teilchen im $-System wird durch die Funktion F(#, «&) beschrieben, die durch 
die Gleichung 

AN 


F(d,o) d2 = F (0, co’) dQ’ ln (1) 
bestimmt wird. Der Winkel 9 wird mit Hilfe der Gleichung 
v2 
(cos + - 
1 ® 


cd = ——— = — 
l + tan d [cos 9 St 7) + sin! Py 


durch # ausgedrückt; diese Beziehung ergibt sich aus der Lösung der Auf- 
gabe 554 (v’ = p’c?/E’ ist die Geschwindigkeit der Teilchen im 8’-System). 
Berücksichtigt man & = «’, so erhält man schließlich 


V\? 1 9, 
ya (cos (Vi —+ =) — —,- sin? 2 
F,0)= FH, a ——————. 0) 
1 + Zr 608 u 


Im Falle extrem relativistischer Teilchen gilt 0 —= c, und die Winkelvertei- 
lung im System 8 vereinfacht sich zu | | 
| ya 
l Se ea 


F(9,c) = FW (8), &] —————— 
(1 sd) 


(3) 


(s. Aufgabe 509). 

Wir weisen darauf hin, daß Teilchen, die sich im System S unter verschie- 
denen Winkeln # bewegen, verschiedene Energien besitzen, obwohl sie im 
System ‚S’ gleiche Energien haben. 
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556. Es ergibt sich 


dA 
We JAR=N 


mit ß = vjlec. 
557. Man erhält 
Be +ß 
=P 
und daraus 
ä ar 


E=m 


wobei m die Masse des n-Mesons _ 
558. Da der Impuls eines Photons p = Ele ist, gilt 
E' mc? 


Se a 
Teen, Rn I. ; C 


(s. Aufgabe 554). Vergleicht man den daraus folgenden Ausdruck 


E’d(1— ß cos) 


ee y(l1— ß c0sd)? 


mit der bei der Lösung der Aufgabe 556 erhaltenen Winkelverteilung der beim 
Zerfall entstehenden y-Quanten, so erhält man folgende Wahrscheinlichkeits- 
verteilung für die Energien der Zerfallsphotonen: 


m ___ \dB| 
nr u Ensz = E min 
Dabei bedeuten Zn = E’ Ya — ö)K1 + P) die minimale Energie eines 


Zerfalls-y-Quants (bi 9=r) und Emax = E’ Y(l + P)/(L — P) die maximale 
Energie (bei 9 = 0). Daraus folgt, daß das Spektrum der Zerfalls-y-Quanten 
im Laborsystem Rechteckform besitzt, d.h. beliebige Energiewerte im Inter- 
vall von Ein PiS Emax gleichwahrscheinlich sind. 


559. 
_2VE,B, 
mu 
560. 
_. VE? — mic 
E+me 


561. Auf Grund des Viererimpulserhaltungssatzes ist 
Pr + PR = Pit Pai- (1) 
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Um den Streuwinkel des ersten Teilchens bestimmen zu können, bringen wir 
Pi auf die linke Seite und quadrieren die erhaltene Gleichung: 


Pr + +2 — 2 pi 2 Ppi=mi- (2) 
Gemäß (11.7) ist 
== m Se me. 
Für die Skalarprodukte gilt (pP) = 0): 
| 1 
PP = Hp — = Bo Ep)—= —E,m,, 29) Pi=— ME, 
l E,E 
29 Pıi = pi pP — a EvDE, — 99 Pı 608, — 3 =, 


wobei 9 = VE? — mA je ist. Setzt man dies in (2) ein, so ergibt sich 


cos d, = s 
Po Pı 
Analog folgt 


(Eu, + m, 0?) (E, — m, c?) 


iz c® Po Pa 


562. Man erhält 


(90 + m —\(ı + 9 — 2) + 0088, (v3 — 1) VE - seo, 
E,Ä,=m sa a) ar (1) 
ne Ms - >) 
+ \-03-D cos? 9, 
1 


1 


Mg \” 2 2 
(x a5 | + (90 — 1). cos?%, 
= my ec? (2) 
(9 +22) — 98 — D con, 
1 
mit y, = Elm c*. 

Aus diesen Formeln folgt, daß bei m, > m, nur Streuung um einen Winkel 
d, S arcsin/m;/m, möglich ist [der Radikand in (1) muß positiv sein]. Dabei 
entsprechen jedem Winkel 9, zwei ae E;. 

Bei m, = My ist der Streuwinkel 9, < r/2, und zu jedem Wert von ®, 
gehört nur eine Energie, die dem positiven Vorzeichen in (1) entspricht. Dem 
negativen Vorzeichen würde unabhängig vom Streuwinkel die Energie &, = 
—= m, 6? entsprechen, was offenbar in Wirklichkeit nicht zutreffen kann. Aus 
einem ähnlichen Grund wurde im Zähler der Formel (2) für Z#, nur das positive 
Vorzeichen geschrieben. 

Bei m, < m, ist eine Streuung um einen beliebigen Winkel möglich, und 
jedem Wert von #, entspricht eindeutig eine Energie E,. In (l) ist für 
0< % < r/2 das positive und für n/2 < 9, < r das negative Vorzeichen zu 
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nehmen. Bei dieser Wahl der Vorzeichen entspricht der Streuung des an- 
kommenden Teilchens um den größeren Winkel der größere Energieverlust, 
wie es der Fall sein muß. 


563. 


564. Man erhält 


2 2 2 
T,=T, ) 1 A (=) — 2sin?d, + 20089, /®) — 02 | 


My Mg 1 1 
= 4 my Mg 2 
m me a 
Die Regel für die Vorzeichenwahl wurde in der Aufgabe 562 formuliert. 


565. Der Winkel x=%, + d,, unter dem die Teilchen auseinanderfliegen, 
ergibt sich aus der Gleichung 


T, 


y: 
(v1 + v3) ı = Fin v 
tany = —. — 


A sin?# + (97 — vl) (1 — cos) 
(s. Aufgabe 505). 


Bei m, = m, gt Yy =v, = V und 
y: 
a a 
C 


In diesem Fall ist x < 90°. Im nichtrelativistischen Grenzfall gilt y — 90°. 


566. Geht man analog wie bei der Lösung der Aufgabe 561 vor, so erhält 
man 


tan = 


E 
[Dyn nn — Pg C08 d) 
vo = 


_ (1 — 0059) 


E 
E — 129 6089, + 


Dabei bedeuten #9 den Winkel zwischen den Geschwindigkeiten des primären 
und des gestreuten Photons und 9%, den Winkel zwischen den Richtungen des 
Elektrons vor der Streuung und des Photons nach der Streuung. 

Ruht das Elektron vor dem Stoß, so wird 


M) 
= . 


I 


Roy 


2 (1 — c08®) 
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567. Die Anzahlen der gestreuten bzw. streuenden Teilchen je Volumen- 
einheit seien n, und n,. Wir betrachten den Streuprozeß im System 8. Die 
Gesamtzahl AN der Teilchen, die in der Zeit ö durch die im Volumen V ent- 
haltenen streuenden Teilchen in das Raumwinkelelement d( hineingestreut 
werden, ist auf Grund der Definition des Wirkungsquerschnitts durch die For- 
mel dN = do,3Jı3 N, V t gegeben, wobei J,, = n, v, ist. Im 8’-System kann 
man dieselbe Teilchenzahl dN in der Form dN = d015J15 28 V't' schreiben, 
wobei Jia = ni |bi — d3| ist (in diesem System bedeutet dN die Zahl der 
Teilchen, die in den d( entsprechenden Raumwinkel d@’ gestreut werden). 
Es gilt also 

dan v Vt=doyanınz | — v3] Ft. (1) 


Wegen n; = inv/J1l — v#/c2 bilden die vier Größen (n; d;, 3 n;c) einen Vierer- 
vektor (er ist der Vierergeschwindigkeit des Teilchens proportional). Daraus 
folgt 


b1 ), 2) 


lt 
da das Skalarprodukt zweier Vierervektoren invariant ist. Berücksichtigt man 
(2) und die Invarianz des Vierervolumens (V t = V’t’), so erhält man schließ- 
lich. 


doj=dao,;, ern (3) 
2 
Im Spezialfall v; || v3 wird 
4% 
ET 
1 — 2 


(s. Aufgabe 493), und aus (3) ergibt sich, daß der Wirkungsquerschnitt in- 
variant ist: 


days = dos. (4) 


Dieser Fall liegt z.B. bei der Transformation vom Labor- in das Massen- 
mittelpunktsystem vor. Wir weisen noch auf folgendes hin: Wird der Strom 
durch J;, = n, d definiert, wobei 9 = v, (1 — v1 d3/c2) ist, so ist der Wirkungs- 
querschnitt gegenüber einer beliebigen LoRENTzZ-Transformation invariant 


(s. [2], 8 28.3). 
568. 
mE = m} + mi +  [V@E + mic) (PE+ mie) — pı 920088]. 
569. 
mi — m? + md — [VG FR) GEF mie) — pp,c0sö,]. 
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I 
m, (B®—-pP)=mi+m+ 


571. Den Teilen 1 und 2 werden die kinetischen Energien 


| Ä ec? 
T, = E, — m, = (m, — m, — m,) (m, — m, tm) 
0 
| e2 
T,=E,— m; cd = (m, — m — m,) (mo FM; — Ma) Z— 
30 


übertragen, wobei 7, + 7, = AE ist. Aus diesen Ausdrücken folgt, daß der 
srößere Teil der Energie auf das leichtere Teilchenfragment entfällt. 


572. Man erhält 

a) T,/Tx = 58,5, wobei 7, und 7, die kinetischen Energien des «-Teil- 
chens bzw. des Rückstoßkerns (Tochterkerns) bedeuten, 

b) T,/T,= 7,27, wobei.7', und 7’, die kinetischen Energien des Neutrinos 
bzw. des u-Mesons bedeuten, 

ec) T,/Tk =2mcAE, da mc?>AE und die Ruhmasse des Photons 
gleich Null ist (7, bedeutet die Energie des y-Quants und m die Masse des 
zerfallenden Kerns). 

573. AE (i AE 


me hi 2m ce? 


574. Wir betrachten den Energie-Impuls-Vierervektor 9, des Teilchen- 
systems. Er bleibt erhalten, d.h., die entsprechenden Komponenten vor und 
nach der Reaktion sind einander gleich. Bei der kinetischen Energie 7',, die 
der Reaktionsschwelle entspricht, befinden sich die entstehenden Teilchen im 
Massenmittelpunktsystem in Ruhe (im Laborsystem können die Teilchen beim 
Schwellenwert 7’, nicht ruhen, da das eine Verletzung des Impulssatzes be- 
deuten würde). Der Gesamtimpulsvierervektor des Systems hat vor der Reak- 
tion im Laborsystem die Form 


8. 
pi) — (fo: +im, e); 


wobei Z, die Gesamtenergie und hp, den Gesamtimpuls an der Schwelle be- 
deuten. 

Nach der Reaktion ist der Viererimpuls im Massenmittelpunktsystem 
9; = (0,%M c). Wegen der Invarianz des Quadrates eines Vierervektors und 
des Viererimpulserhaltungssatzes gilt p®? — p;?. Diese Gleichung schreiben 
wir in der Form E 
-MPe=9-—.— 2m, E — mic}. 
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Daraus folgt j 
=, Mom m) (M + m, + m). 
575. Man erhält 
a) 7, = 288 MeV; 
b) 7, = 160 MeV; 
ec) T, = 763 MeV; 
2m,(m + 2m,)c? 


d) 7, -— 


wobei m, die Masse des Protons bedeutet. 

Im Spezialfall des Stoßes mit einem Proton (m = m,) wird T, = 6m, ®? = 
— 5,63 GeV. 

Die Näherungsformel für die Schwellenenergie lautet 


ae) a My,C®. 


= 5 


Für große A folgt daraus 7’, » 2m, c?. 
576. Man erhält 


7» (1 x Gr) AR- 


Im Fall a) erhält man nach dieser Näherungsformel AE x» T, & 2,18 MeV 
(m = 0). Nach der exakten Formel (s. Aufgabe 574) erhält man einen um 
IQ 2/2M c? #z 0,0012 MeV größeren Wert, wobei = — (M — m, — m) c? die 
Wärmetönung der Reaktion ist. 

Im Fall b) ergibt die Näherungsformel 7, » 2|Q| » 7,96 MeV. Der Unter- 
schied zum Wert der exakten Formel beträgt 0,003 MeV. 


577. Die Reaktionsgleichung ist 
y + (Teilchen) — e* + e- + (Teilchen). 
Man kann die Schwelle nach der allgemeinen Formel (s. Aufgabe 574) 


c? 


1 


(m, + 2m — m.) (m} + 2m + m,) = 2m (1 +) 
1 
bestimmen. Dabei bedeutet m:die Masse des Elektrons (oder Positrons). 

Ist kein Teilchen vorhanden, so gilt m, — 0 und für die Schwellenenergie 
T, > ©, d.h., die Reaktion ist nicht möglich. Dasselbe Ergebnis erhält man 
auch, indem man zeigt, daß die Gleichung k; = p,; + P_;, wobei k;, Pi: P-i 
die Viererimpulse von Photon, Positron und Elektron bedeuten, nicht erfüllt 
werden kann. 
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580. Wenn ein Teilchen, das sich mit dem Viererimpuls p,; bewegt, im 
Medium ein Photon mit dem Viererimpuls k, = (kwnlc,ihwjc) emittiert, 
so können Energie- und Impulssatz durch die Vierergleichung 


Pi=Pit ki; 


ausgedrückt werden, wobei 9; den Viererimpuls des Teilchens nach der Emission 
des Photons bedeutet. Bringt man k; nach links und bildet auf beiden Seiten 
das Quadrat, so erhält man nach elementaren Umformungen 
1 nA —— 
—= — /1 + ——- (n — 1) J)1 — BP? |. 

cos ®# =; + m (n )Y ß (1) 
Dabei bedeuten A = h/m c die Compron-Wellenlänge desTeilchens, A=2rc/on 
die Wellenlänge des Photons und ß = v/c. Der zweite Term, der die Quanten- 
korrektionen enthält (A ist proportional zu A) und größenordnungsmäßig gleich 
A/A ist, ist gewöhnlich sehr klein. Vernachlässigt man ihn, so reduziert sich 
der Ausdruck (1) auf die klassische Bedingung der TSCHERENKoWw-Strahlung, 


1 
cos» = ——. 


nß 
582. Wir bezeichnen mit 9,; und 9; die Viererimpulse des Teilchens vor 


bzw. nach der Emission und mit %; den ‚Viererimpuls‘“ des Photons und 
schreiben den Energie- und Impulssatz in der Form 


Pri-kKi=mi. 


Quadriert man beide Seiten dieser Gleichung und vernachlässigt den Term 
mit Ah?, so erhält man 
2E 
Im m) ap en, 


wobei m, die Masse des angeregten Teilchens und m die Masse des Teilchens 
im Grundzustand bedeuten. 
Mit Hilfe der Umformung 


c? (m — m?) = c?(m, — m) (m, + m) » 2h &, m 
ergibt sich 


n(@) Beosd = 1-—VI— BP, (1) 


wobei 8 = v/c ist. Für &, —> 0 geht (1) in die Bedingung 
n(wo)Bcosd®—=1 
für die Entstehung der TSCHERENKOW-Strahlung über. Die 'TSCHERENKOW- 


Strahlung ist also nicht mit einer Anderung des inneren Zustandes des Teil- 
chens verbunden. 
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Für &, # 0 schreiben wir (l) in der Form 


N) vi — pP? 
= ne) Beos®# ' @) 


Gleichung (2) beschreibt den DorrLer-Effekt in einem brechenden Medium 
(s. Aufgabe 516). Sie gilt für n(®) ß cos® << 1 und unterscheidet sich von der 
entsprechenden Gleichung für den DoprLer-Effekt im Vakuum nur durch die 
Größe n(») im Nenner. Bei # < 1 entstehen keine qualitativ neuen Erschei- 
nungen; bei $ » 1 und bei Vorhandensein einer Dispersion im Medium wird 
die Erscheinung jedoch komplizierter. 

Im allgemeinen ist (2) eine nichtlineare Gleichung in & (r ist eine Funktion 
von w!) und kann mehrere Lösungen besitzen. Dabei werden an Stelle einer 
verschobenen Linie beim gewöhnlichen DoPrrLer-Effekt im Laborsystem 
mehrere Linien beobachtet (zusammengesetzter DoPPLEr-Effekt). 


583. Geht man analog vor wie bei der Lösung der Aufgabe 582, so erhält 
man folgende Ergebnisse: 

Eine Strahlung der Frequenz &, die von einer Anregung des Teilchens be- 
gleitet wird, kann entstehen, wenn die Geschwindigkeit v = ß c des Teilchens 
größer als der Schwellenwert c/2(w) cos® wird (# ist der Winkel zwischen der 
Geschwindigkeit des Teilchens und dem Impuls des Photons). Die dazu erforder- 
liche Energie wird der kinetischen Energie des Teilchens entzogen. Eine Strah- 
lung dieses Typs wird bei festem w nur in einem bestimmten Intervall spitzer 
Winkel ® innerhalb des TSCHERENKOW-Kegels beobachtet, dessen Oberfläche 
durch die Gleichung n ß cos® = 1 bestimmt ist. Die beobachtbare Frequenz & 
ist mit dem Winkel # und den Größen ß,rn(w) durch die Beziehung 


= ©. Yı — ? 


verknüpft, die wie im Falle der Aufgabe 582 eine Bestimmungsgleichung für & 
darstellt, die im allgemeinen mehrere Lösungen hat (zusammengesetzter 
Dorruerscher Überlichteffekt). 


584. 
I u — I 
F=—-VYTT+2m®d), W=-1T: 
ce e 
585. Es ergibt sich 


_ 2mvN 
u mr 
1 aRzE ee 


Der Druck ist im Ruhsystem des Körpers und im Ruhsystem des Gases gleich 
groß. Dies kann man entweder durch direkte Berechnung des Druckes in bei- 
den Systemen oder durch die Anwendung einer LORENTZ-Transformation für 
die Viererkraft [s. (11.14)] zeigen. 
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11.2. Bewegung geladener Teilchen im elektromagnetischen 


Feld 
586. Man erhält 
Mm dv RR) dv 
—t— ang 
ya dt 2 y2 la dt 
u 
a) ——— ar er —-% für 68; 
la di 
1-5) 
C 
DE ee ER 
1’2 di : 
1 
€) mg? u 
de 


Die Größen m/Y(1 — v2/c2)® und m/Y1 — v2/c2 bezeichnet man manchmal 
als longitudinale bzw. transversale Masse. 
587. Es ergibt sich un a Mr . 2,08 3) ö 
Y Y = 
D D 
Vo yel) 3 
mit y = 1/Y1 — v2Je2. 
588. 


m v* 


F—- „. 
590. Es ergibt sich 
2 
ae 
wobei 8 = v/c ist und r den Abstand zwischen Aufpunkt und Leiter bedeutet. 
591. Man erhält 


Inr, 


2ex 
De 
Man kann die Aufgabe auf verschiedenen Wegen lösen: 

a) durch unmittelbare Berechnung der elektromagnetischen Kraft, die sei- 
tens einer linearen Ladung und eines Stromes an einer bewegten Punktladung 
angreift (man muß die LORENTZ-Kontraktion berücksichtigen!), 

b) durch Bestimmung der Kraft im magnetfeldfreien Bezugssystem und An- 
wendung der Transformationsgleichungen für die Viererkraft und 

c) durch Benutzung des Konvektionspotentials y, das in der Aufgabe 590 
berechnet wurde, und Anwendung der Beziehung 5 = —egradv. 
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592. Man erhält F—_ ( 7) BER 


Dabei bedeuten r den Abstand zwischen Elektron und Strahlachse, 


r 


ZI V 
I, = —— (r)rdr 
NP [ 


) 
den Strom durch einen Kreis mit dem Radius r und 


eV \-! eV 2eV 
v-|! u 5) ( a SV m 
die Geschwindigkeit der Elektronen (s. Aufgabe 591). 
An einem Oberflächenelektron greift die Kraft 


F=e(1-7 


an, wobei a den Radius des Strahls bedeutet. 


593. Die Beschleunigung eines äußeren Elektrons ist senkrecht zur Bündel- 
achse und zur Geschwindigkeit des Elektrons gerichtet, so daß im Laborsystem 


(i 92 )" 
e | 219, 
a a -5) 
Mm MA V C 
gilt (s. die Lösungen der Aufgaben 586 und 592). 
Die Verbreiterung des Bündels ergibt sich zu 
vn in? 
2 2" 
Wegen Aa<L ist 0,Yv<v oder nt <&v<c. Die Anwendung der nicht- 
relativistischen Formel Zur Berechnung von Aa ist also gerechtfertigt. 
Man erhält denselben Wert von Aa, wenn man die Verbreiterung des Bün- 


dels in dem Bezugssystem betrachtet, das sich mit den Elektronen des Bündels 
bewegt; in diesem System greift an den Elektronen nur eine elektrische Kraft an. 

594. Wir wählen die x-Achse parallel zu e&. Dann lauten die Differential- 
gleichungen der Bewegung in vierdimensionaler Form 


d?x zZ le|lE d(ci) d?y _ d?z = d?(ct) R je|E dx 
dr? mc dr ' dr” ’ dr dr? mc dr 
Integriert man dieses Gleichungssystem mit den Anfangsbedingungen 
de _Poa dY _ Pay 
dr m’ dr m 
dz dt 8% 
dr | 


Aa= 


’ 


für T=0, 


25 Batygin/Toptygin 
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wobei E, = Ye? p& + m? c* ist, so erhält man die Bahngleichungen des Teil- 
chens im vierdimensionalen Raum: 


ur (cosh A en 1) EB GPo2 .y, jelEr 


u lelE lelE me 
vl, = 0, 
Be? lelEr | C Por lelE&r 
a lo -1). 


Aus der letzten Gleichung folgt 


En. 
elE 


Ds + 0 


Benutzt man diese Beziehung und eliminiert sinh und cosh aus der ersten 
und letzten Gleichung, so erhält man das Bewegungsgesetz in dreidimensiona- 


ler Form: 
Sell En 202 92 E 
z(t) = lelE- (Po + |el £) +m C + Poy C ’ 


c Poy Poa+|elEt+ Vpoz + le| Et)? + m2c® + p2, 
La u nn 


E, ? 
Poxt = 
)=0. 
Für 9 <mc und t<mc/|e| E ist die Bewegung nichtrelativistisch. Die 


Ausdrücke für x, y und 2 gehen dabei in die üblichen nichtrelativistischen 
Formeln der gleichförmig beschleunigten Bewegung über: 


— Poy ; 
nz 


Nach einer hinreichend langen Zeit nach dem Beginn der Bewegung (> 
>m .cj\e| E) wird die Geschwindigkeit des Teilchens nahezu gleich c (selbst 
wenn sie zu Beginn der Bewegung klein war). Dabei wird 


mc? 
lelE' 

C Pay. 2le |#t 
f\ — 
ra 


et) =ct-— 


11. Relativistische Mechanik 387 


und die Bewegung wird gleichförmig. Der Verlauf von xz(f) und y(f) ist in 
Abb. 8la bzw. 815 dargestellt. Die Bewegung, die sich bei 9, — 0 ergibt 
(Abb. 81a), bezeichnet man als hyperbolische Bewegung. 


595. Die Teilchenbahn wird durch die Gleichung 


E, lelE 2273 le|E 
— —— { cosh — 1) N snh 
je|E Pay” DT 


bestimmt. 

Im nichtrelativistischen Grenzfall gilt EB, = m c2, pp <mc und |e|Ey/cp,,<1. 
Die letzte Beziehung ergibt sich daraus, daß der vom Teilchen aufgenommene 
Impuls |e|l&r im nichtrelativistischen Fall 
klein gegen m c sein muß. Es ist dann 


mle|EY®  Poz 
am — 4 
2p0y Da 
596. 
‚_#omed 
ee 


597. Wir wählen die 2-Achse parallel zu 9 
und gehen von den Bewegungsgleichungen 
in vierdimensionaler Form!) 


d?x E dy d’y ER dx 
de Par’ a 
d?2 m d’t u 
de? dt? 


Abb. 81 


aus, wobei , = eHjm c ist. 
Die ersten beiden dieser Gleichungen schreibt man am besten in der Form 


du . du 
5 Tg N 


mitw=x-+iy. Aus der letzten Gleichung erhält man 


z, EB,=elp + me, EL = By: 


ee 
dr 


Die Energie des Teilchens hängt nicht von der Zeit ab, da die Kräfte des 
Magnetfeldes keine Arbeit leisten. Wenn man die Gleichungen für v und z 
integriert, Real- und Imaginärteil von « trennt und die Eigenzeit 7 durch t 

!) Man kann auch von der dreidimensionalen Gleichung dp/di =ep x H/c ausgehen, 
in diese p = E v/c? einsetzen und # = const benutzen (das Magnetfeld leistet keine Arbeit 
am Teilchen). 


25* 
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ausdrückt, ergibt sich 
C 
x = R,cos(wt + a) ++ Los 


C Poz 


i B —_R . es 
Yy ‚Ssin(wt-+ «) H 


1 
+ %05 . 


2 = dos. 

Aus (1) folgt, daß sich das Teilchen im Magnetfeld auf einer Schraubenlinie 
bewegt, die auf die Kraftlinien des Magnetfeldes aufgewickelt ist. Der Radius 
dieser Linie ist R= |R,| mit R, = 9, eleH, 99, = Vr!. + Pöy.: Die Um- 
laufsfrequenz ist © = |w, |, wobei w, = eH c/E ist (das Vorzeichen der Ladung 
kann negativ sein). Die Ganghöhe der Schraubenlinie ist 

ae 0 ZEN 


wobei d%- = Po: C? JE ist. 
Es gilt offenbar R = v,,|w, wobei v,| = Po, ©]E die zum Feld senkrechte 
Komponente der Teilchengeschwindigkeit ist. Bei kleiner Geschwindigkeit des 
Teilchens gilt #£ = m c? und 
MC VL je] 


el me 
Der Winkel « wird durch die Gleichungen 


. p 
sin — — fr, vet 


bestimmt. Po1 Pol 
598. Man erhält 


H 


en cE,, | 
x= asinwt + "| 
y=alcoswi —]), 


mit 


In Richtung der z-Achse erfolgt unter dem Einfluß der z-Komponente des 
elektrischen Feldes eine gleichförmig beschleunigte Bewegung. Die Bewegung 
in der x y-Ebene ist eine Rotation der Ladung im homogenen Magnetfeld auf 
einem Kreis mit dem Radius «a, dessen Mittelpunkt sich gleichförmig in der 
zur &, 9-Ebene senkrechten Richtung bewegt (,‚‚driftet‘‘). Die Driftgeschwin- 
digkeit ist cH, 


H 


Var = 
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Die möglichen Projektionen der Teilchenbahnen auf eine Ebene sind in 
Abb. 82 dargestellt. Die Bahnen a, c,e,g sind Trochoiden allgemeiner Form, 
die Bahnen, f Zykloiden. Die Bewegung v..<0 


ist nichtrelativistisch beiv,<c, BE, [H<1, 3 | ” 
wenn die Zeit t nicht zu groß ist: 
mc H | 
ne, x 
"cn OB ” 
599. Man erhält 
x = = sin«HT + ——-— nr (cos «Hr —]1), 
_Pox° — Poy® nu H 
SH —— (c0o8x HT Ber: zu sinxIT, 
2 rose «Er —]) + Pos nhuEr, 
eH eH 
ct SD nee 
eE eE 


mitx=e/mcundE= |®|. 

600. 

a) Das elektrische Feld & sei der y- 
und das Magnetfeld 5 der z-Achse par- 
allel (im System 8). Im Anfangszeitpunkt 
t=0 befinde sich das Teilchen im Punkt 
x2=y=2=0 und habe den Impuls p,. 
Die Bewegung in den Fällen £> NH und 
H > E ist verschieden. Wie aus der Form 
der Invarianten des Feldes, €9 =0, 
E? — H? >0, folgt, existiert im ersten 
Fall ein Bezugssystem 8’, in dem kein 
Magnetfeld vorhanden ist. Die LORENTZ- 
Transformation für die Felder zeigt, daß 
sich das System 8’ dabei gegenüber 8 
parallel zur &-Achse mit der Geschwin- 
digkeit V=cH/E bewegen muß (s. Auf- 
gabe 530). Die uns interessierenden Be- 
wegungsgleichungen im System 8 ergeben 9) 
sich aus den Bewegungsgleichungen des 
Teilchens im homogenen elektrischen 
Feld € mit Hilfe der LoREnTz-Transformationen 


x + Vt 


ee ua 
>z 


Abb. 82 
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Dabei müssen E’=|E’|, 992, Po, Pa, durch die entsprechenden ungestrichenen 
Größen ausgedrückt werden. Man erhält 


E(cp.E-E,H) , HERE —- cp.) ) 
= Be BE bel el Em ee Er 
mem 'TTzm_myn nl Imre 


© Poy H 


e(B® m \ (cosh x VE —- HM H? L— ]): 


— 


Eo# — CE Pox H 


— h« \R® —- MRt—1 
Y e(E? = HA) (cos x | T BE 
—— 5 
1 
VER Mi sinhx YE? — H? r (1) 
= Poz 
m 
 Hf(cpa E —- Ef) E(EoE — CP.) 3 > 
u en 
CPoy E E?2 — p I 
Tom_H5 > (cosh» VE? — H? H?r—]) | 


mit x=e/mc. Bei 4 >E führt die Transformation vom Bezugssystem, in 
dem nur das Magnetfeld vorhanden ist, zu analogen Ergebnissen, die sich von 
(1) nur dadurch unterscheiden, daß E durch Z zu ersetzen ist. Dabei sind 
noch die Beziehungen sinh:«& = : sin«a, cosh?«& = cos& zu berücksichtigen. 
Den Fall # = H erhält man aus den angegebenen Formeln durch den Grenz- 
übergang £# — H. Es ergibt sich 


DE EZ ze 


6m 


b) Die Lösung erfolgt hier analog wie bei den Aufgaben 594 und 597. 
601. Man erhält 


di 
Er 2 1 
T—= mc ( _ ) 


Daraus folgt z.B. für den in der Aufgabe 599 betrachteten Fall 
T = E, coshxET + 099, 85inhxEr — mc. 


602. Ausgehend vom Ergebnis der Aufgabe 530, erhält man durch Berech- 
nung von V/c bis auf Terme erster Ordnung in E/H genau V/c = E,/H. Der 
Lösungsweg ist dem der Aufgabe 600 ähnlich. In allen Rechnungen können 
die kleinen Terme zweiter und höherer Ordnung in E,/H, E,|H und v,/c ver- 
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nachlässigt werden. Es ergibt sich 


E 
x=asinw a 0 z I (coswi )+e ı L, 


On. 
y= alcosßot — 1) + —Zsinot, (1) 
w 
eE,t? 
— 9 vg; 
mit 
cH, 
%x 
se H En eH 
zu ww ö ‚MC 


Im Anfangszeitpunkt ti = 0 befindet sich das Teilchen im Punkt x =y= 
—2z=0(. Die Gleichungen (1) enthalten insbesondere das Ergebnis der Auf- 
gabe 598. 


603.. Wir legen die x-Achse in die Ausbreitungsrichtung der ebenen Welle. 
Dann wird das Wellenfeld vollständig durch zwei Funktionen von t’, z.B. 
E,(t') und E,(t’), charakterisiert: 


E= [0, E,(®), E:(l)]; H= [0, —E,(#), E,@)l- 


Aus den Gleichungen (11.15) erhält man zunächst ! =r. Damit ergeben 
sich folgende Bewegungsgleichungen des Teilchens in Parameterform: 


1 1 
a | Ar y(r) -— [ mar, 
0 


2(T) = a fmar it) =T + — -. [ne 


T 


p=e [| Ewar = ey Py + &P 
0 


Dabei ist 


die Impulskomponente des Teilchens in der &, 9-Ebene. 
604. Die Koordinaten des Teilchens sind 


t=%,0080t, y=y,coshwti, z=wvt, 


wobei w? = 2e k/m ist. 

Aus den erhaltenen Funktionen x(f) und y(f) ersieht man, daß mit Hilfe 
einer solchen Linse ein Bündel geladener Teilchen gebildet werden kann, das 
die Form eines ebenen Bandes hat. 
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605. Man erhält die Gleichungen 


d . 9 
z EUER RE LI ee a A 
ve y2 C 
| a: ı-$ 
d mr? & 
Fr ) = == e |B. + U -H,lr. 
® 
\ı-% 
d m2 


Die erste und dritte dieser Gleichungen haben die Form der gewöhnlichen 
Newronschen Bewegungsgleichungen (jedoch mit der veränderlichen Masse 


m{Yi1 — v?/e?). Der Term mr a2/Y1l — v?/c? auf der rechten Seite der ersten 
Gleichung hängt nicht von der Form der elektromagnetischen Kräfte ab 


(Zentrifugalkraft). Die zweite Gleichung drückt die zeitliche Ableitung der 
2-Komponente des Drehimpulses des Teilchens durch die 2-Komponente des 
Drehmoments der LORENTZ-Kraft aus. 

606. Bei 7=0 sind die Elektronenbahnen geradlinig. Mit wachsendem 
Magnetfeld werden die Bahnen in der auf der Achse senkrecht stehenden Ebene 
immer mehr gekrümmt. Wir führen die Zylinderkoordinaten r, x,2 ein und 
legen die 2-Achse in die Zylinderachse. Die Elektronen erreichen die Anode 
nicht mehr, wenn ihre Geschwindigkeit bei r = b der Anodenoberfläche par- 
allel ist, d.h. bei r|,_,; = 0. Dabei ist «&|._, = Umax/b. Die zweite der in der 
Lösung der Aufgabe 605 angegebenen Gleichungen hat im vorliegenden Fall 
die Form 

— | ———\---Hr (1) 


Durch Integration von (1) längs der Teilchenbahn von r=abisr=b 


ergibt sich 
b 


2. r=b 
a ul een en Degen ed 
92 27C 27C 
c T=a @ 
und daraus 
2rrch 2mV BB 
EEE EN —): b 1 2 
Dar le| Pmax JUC / le| a ’ (2) 


wenn man das Ergebnis der Aufgabe 546 und die Beziehung Tax = |e|V 
benutzt. 
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Bei kleiner Potentialdifferenz ist |e|/ < mc? (das ist äquivalent 9 < c), 
und (2) vereinfacht sich zu 


ee / a | (3) 


607. Die Potentialdifferenz 7 muß größer als 


2 
VE Er _ne 


e G 


sein. 
Bei |e|/ <& m c? (nichtrelativistische Elektronen) ergibt sich aus der all- 


gemeinen Gleichung 
2T?le| b 
In? ee 


m c* a 


Ver —— 
608. Man erhält 


mit 9, = m v,[V1 — vRlcR. 

610. Wir benutzen Zylinderkoordinaten r, «, wobei wir den Koordinaten- 
ursprung in die Ladung Ze und die Polarachse in die Richtung des Dreh- 
impulses des Teilchens legen. Dann geht die Bewegung in der Ebene 2 = 0 
vor sich, und r bedeutet den Abstand zwischen den Ladungen —e und Ze. 
Die ersten beiden Gleichungen der Lösung der Aufgabe 605 lauten hier 


b m / A epoe?l1lel 


d mr u mr 2 Ze 
dt I 7 20 mp? 
ı-3) 1-3 
C C 
(1) 
d mr:& 


dtl- 22 j 
% = 


Aus der zweiten der Gleichungen (1) folgt, daß der Drehimpuls ein Integral 


der Bewegung ist: 
sung mr? & 


9% 
Yı u 


Ein weiteres Integral der Bewegung ist die Gesamtenergie des Systems: 


mc? Ze? 


— L= const. (2) 


-—= E = const. (3) 


Gleichung (3) zeigt, daß zwei Haupttypen von Bahnen möglich sind. Bei 
großen Werten von r ist die Gesamtenergie E = m c? + T (T ist die kinetische 
Energie), da die potentielle Energie Z e?/r für r — © gegen Null strebt. Wegen 
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T=Z0 kann sich das Teilchen bei #< mc? nicht weit vom anziehenden 
Zentrum entfernen, und seine Bahn verläuft in einem begrenzten Gebiet (ge- 
bundene Bewegung). Bei # >m c? enthalten die Bahnkurven Äste, die ins 
Unendliche laufen (ungebundene Bewegung). 

Wir suchen die a für die Teilchenbahnen. Aus (2) folgt 


_ ei a) 


dr me a 


Setzt man (3) und (4) in die erste der Gleichungen (1) ein, so erhält man die 
Differentialgleichung der Teilchenbahn.: 


d?2 /1 1 ZeE 
| rare ar ee 7 2 
mite=ZelLe. 
Die Integration dieser Gleichung ergibt für o +1 
p I? c& — Z2 e& 
r= —, un 6 
1-+ecos/l — 0° z ZeE (6) 
wobei & eine Integrationskonstante ist. Die zweite Integrationskonstante kann 
man durch geeignete Wahl des Anfangspunktes für den Winkel « eliminieren 
und e durch E und Z ausdrücken. Die Bahnen sind bezüglich der x-Achse 
symmetrisch (& = 0). 
Wir betrachten den Fall o < 1 genauer. Wie aus (6) folgt, kommt das Teil- 
chen in diesem Fall der Punktladung nicht näher als auf den Abstand 


pP 
man ILg’ 


wenn man & > 0 annimmt. In (6) ist der Anfangspunkt des Winkels & so ge- 
wählt, daß r = rain für «= 0 ist. Das Teilchen kann mehrmals im Abstand 
"min an der Punktladung vorbeifliegen. In allen diesen Punkten gilt r = 0 
und ist die Geschwindigkeit senkrecht zum Radiusvektor r gerichtet. Daher 


fflst L=MVrmin| VI — v2Je. Eliminiert man hieraus und aus der Be- 
ziehung (3) für rin die Größe v und benutzt den Ausdruck für rain als Funk- 
tion von e, so erhält man 


1 Yı- Fa De), (7) 


Aus (7) folgt, daß der Parameter e für E< me? isn als 1 ist (o<.]). 
Die Bewegung ist gebunden und die Bahn ‚‚elliptisch‘ (Abb. 83). Die Bahn 
hat im allgemeinen die Gestalt einer nicht geschlossenen Rosette zwischen den 
Kreisen mit den Radien p/(l +e) und p/(l — E)- Man kann sie durch Drehung 
(Präzession) einer nichtrelativistischen Bahn in deren Ebene erhalten. Bei 
einer Änderung von r vom Minimalwert rain = p/(1 + e) (Perihel) bis zum 
Maximalwert rmax = p/(1l —e) (Aphel) und zurück bis zum Minimalwert 


ändert sich der Winkel « um 2r/V1 — o?. Während einer Periode der Änderung 
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von r dreht sich das Perihel der Bahn also um den Winkel 


277 Ferz — ) : 
1 e 
Ist Yl — o? eine rationale Zahl, so schließt sich die Bahn nach einer gewissen 
Zahl von Umläufen. 
BeiE > m ce?iste >1. Die Bewegung ist ungebunden und die Bahn ‚‚hyper- 
bolisch‘‘ (Abb. 84). Sie hat zwei Äste, die bi x —= + x, mit 


arccos(—1/e) 
Teer 
ins Unendliche gehen. Ein Teilchen, das sich der Ladung Ze auf einem der 


Äste nähert, kann die Ladung mehrmals umkreisen, bevor es sich auf dem 
anderen Ast wieder ins Unendliche entfernt. 


X —= 


y 


Abb. 83 Abb. 84 


Dem Fall E = mc? entspricht e = 1. Die Bewegung ist in diesem Fall 
ebenfalls ungebunden, jedoch ist die Bahn ‚‚parabolisch‘“. 

Bei o< 1 gehen die betrachteten Bahnen in die übliche Ellipse (e< 1), 
Hyperbel (£ >1) bzw. Parabel (e = 1) des nichtrelativistischen KEPrLER- 
Problems über. Das ist selbstverständlich, da bei v/e <1 die Bedingung oe <1 
erfüllt ist.!) 


1) Man kann eine solche Abschätzung von o im nichtrelativistischen Fall durchführen: 
Ze? Ze? KA 


“Le rmvc move 
Auf Grund des Virialsatzes gilt | U|=2T » mv, so daß oe - ve <1 ist. 
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611. Die Lösung der Gleichung (5) der vorigen Aufgabe schreibt man im 
Falle o >1 am besten in der Form 


Pı 


—1 + 5cosh Jo? —1« 
mit 
—1[?c?+ Z? ei 1 m? ce l- 
Pp= Zu a=V4+ RB? 1-5). (2) 


Die durch (1) beschriebenen Bahnen sind spiralförmig und umlaufen den 
Koordinatenursprung beix > 4%. Das Teilchen trifft auf das Kraftzentrum 
auf (im nichtrelativistischen Fall ist ein Auftreffen auf das Kraftzentrum nur 
bei = 0,0 — © möglich). Für # > m c? ist der Parameter &, kleiner als 1, 


7 und die Bahn besitzt zwei Äste, die 
bei «= +, ins Unendliche gehen, 
wobei 

1 1 
&%o = ——— arcosh — 
Vo? — 1 & 
ist (Abb. 85). Für E< mc? ist der 
Parameter e, größer als 1, und die 
2 a) Bahn hat die in Abb. 86 dargestellte 
T Form. 
\ 
\ 
N 
IN 
\ y 
N 
N 
N 
N 
N 
N x 
Abb. 85 Abb. 86 


Im Falle o = 1 ist die Lösung der Form (1) nicht anwendbar, und die Bahn- 
gleichung muß neu integriert werden. Man erhält 
2ZeE 
rea-)tme' (8) 


Die Bahn ist ebenfalls eine Spirale, die bei « — + oo das Kraftzentrum um- 
kreist, jedoch langsamer als im Falle o >1. Der Bahnverlauf ist derselbe wie 
in den in den Abbildungen 85 und 86 diskutierten Fällen. 


612. Im Falle Ze/Le<]1 gilt 
p 


Z2 e* 
—1-+ € cosa& lo 


I 
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mit 
Z2 e: — 1? c2 C sp a pin im en 
BE a NS —_ __ - YYeME _ meetla— Zen]. 
p Ze , € Zap VL?E? — m (De — Z2e4) > 
Der Bahnverlauf ist hyperbelähnlich (Abb. 87). Die beiden Äste gehen bei 
& = + &, ins Unendliche, wobei 


1 1 
Ko = ————— ar C08 — 
€ 


Z? e? 

a L? c2 
ist. Bei Ze?/Lc <& 1 bewegt sich das Teilchen auf einer Hyperbel. Dieser Fall 
entspricht der nichtrelativistischen Bewegung mit 9<c (s. die Anmerkung 


auf S. 395). 
Im Falle Ze/Lce >1 gilt 


men abe Di en 
72 ei ? 
1 - e oosha | 1 


wobei e< 1 ist. Die Bahn verläuft ähnlich wie im ersten Fall. Ihre beiden 
Äste gehen für 


1 = = 


1 1 
&% = — —— arcosh — 
Z2 e: 
Vz a 
ins Unendliche. 
Im Fall Ze&/Lce = 1 gilt 
DZe&E 


TRI-d)_ mie 


Die Äste der Bahn gehen für «= EX — m? c*/E ins Unend- 
liche. 


614. Im Falle ee’ < 0 (Anziehung) erhält man 


_ ale] 
1-+ecosa ’ 
wobei 
‚ Berg ar 
| re ee ge IM, Mg Abb. 87 
2E were? mM, + My; 


ist und = ur?’& den Drehimpuls, #= ee'/r + uv?]2 die Gesamtenergie 
des Teilchens und r, & Polarkoordinaten bedeuten. Die Teilchenbahn ist ein 
Kegelschnitt, und zwar bei E<0 eine Ellipse (e< 1), bei #>0 eine Hy- 
perbel, in deren innerem Brennpunkt sich die Ladung e’ befindet (e >1), 
und bei # =0 eine Parabel (e =]). 
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Im Falle ee >0 (Abstoßung) erhält man 
a(e® — 1) 
—1l-+8cosa 


Dabei gilt E>0 unde>1. Die Teilchenbahn ist bei E>0 (e >1) eine 
Hyperbel, in deren äußerem Brennpunkt sich die Ladung e’ befindet, und bei 
E=0(e= |) eine Parabel. 

615. Der differentielle Streuquerschnitt kann mit Hilfe der Beziehung 


sds 

= na in 
berechnet werden, wobei © den Streuwinkel des Teilchens bedeutet, der einem 
vorgegebenen Wert des Stoßparameters s entspricht. Die Relation zwischen s 
und © kann aus der Gleichung der Teilchenbahn bestimmt werden (s. Auf- 
gabe 614). Im Falle der Anziehung (e e’ < 0) ist cos& > —1/e. Der Winkel « 
ändert sich von — &, bis «,, wenn das Teilchen die ganze Bahn durchläuft, 
wobei cos&, = —1l/e ist (Abb. 88). Der Streuwinkel © ergänzt den Winkel 
zwischen den Asymptoten der Hyperbel zu x. Aus 
Abb. 88 liest man 


o 
ie 
ab, so daß 
(0) 1 
1 — — je 
ct? = fe) 
2 
1 2EIL? 
el. ZzTz =e 
COS°%, me? e 


gilt. Der Drehimpuls hängt mit dem Stoßparameter s 
durch die Beziehung L 


zusammen. Es gilt also 
ee ® 
8: = —— cot? —. 
Abb. 88 er 5 


Durch Differentiation und Einsetzen in (1) ergibt sich 


ee \“® 1 
o(0) = (3) un n 
sin? — 
2 
Das ist die bekannte RUTHERFORDsche Streuformel. Dasselbe Resultat ergibt 
sich bei ee’ >0. 
616. Im Falle ee’ < 0’ (Anziehung) erhält man 
| 2cL 2cL v,Ve&L — Ze 


er rn Mm — —— gretan mn, oe 
V&L2 — Zei Ve: — Z2e cZe 
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wobei v, die Geschwindigkeit der Ladung bei r > © bedeutet, im Falle 
ee' >0 (Abstoßung) ist 
IR — Zeer 
O=n — BBRE 2. BER RN 2 VE AR 
Vel: — Ze che? 

617. Dem kleineren Streuwinkel entspricht der größere Stoßparameter s. 
Setzen wir L = 9,8, wobei p, den Impuls des Teilchens für r — co bedeutet, 
so können wir deshalb die uns interessierende Abhängigkeit des Streuwinkels © 
von s durch den Grenzübergang s — © (natürlich mit Z > Jee’|/c) in den 
allgemeinen Gleichungen der vorigen Aufgabe erhalten. Der Grenzübergang 
liefert in den beiden Fällen ee’ < 0 und ee’ >0 dasselbe Ergebnis: 

ups  22e 


0 =n — 2aretan = <]. 
lee| vg Pos 


Daraus folgt s = 2]e e’ I/v, 9,9 und 


sds ee’ \2 ] 
2 er bi CE 


an, e+tl e+lma 
= 0i= m: 
el & 


619. Das beschleunigende elektrische Feld ist 
1 d® 
* 2rnrce di’ 
wobei r den Radius der Elektronenbahn, ® den magnetischen Fluß durch die 
Bahn und «x.den Azimutwinkel des Elektrons bedeuten. 


Bei der Verschiebung des Elektrons auf der Bahn um rd« leistet das 
Feld Z, die Arbeit 


618. 


6A = E,rde. (1) 


Die Beschleunigung des Elektrons erfolgt auf der Bahn mit dem konstanten 
Radius 

Ben: 

eH, 


(s. Aufgabe 597), wobei H, das Magnetfeld auf der Bahn bezeichnet, das auf 
der Bahnebene senkrecht steht und mit der Zeit anwächst.- Aus der Bedingung 
dr = 0 ergibt sich 


dp = 74H, (2) 
-0 


Die Energie E = c Yp? + m? c? des Elektrons vergrößert sich um 


. e&@pdp cep?dH, 
dE = E TER, ’ (3) 
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wobei die letzte Gleichung wegen (2) gilt. Offenbar ist 

0A=dE. (4) 
Setzt man (1) und (3) in (4) ein und benutzt die Gleichung 


u da 
E di ’ 


so erhält man durch Integration 


®=26,, (5) 


wobei ®&, = nr r?H, ist. Gleichung (5) ist die sogenannte 1:2-Bedingung des 
Betatrons. 


620. Die Wechselwirkungsenergie U zweier geladener Teilchen wird durch 
die Gleichung (11.19) bestimmt, in die die Ladung e, eines der Teilchen und 
die retardierten Potentiale @,, W, des Feldes des anderen Teilchens einzusetzen 
sind. Benutzt man die in der Aufgabe 658 angegebenen Entwicklungen, so 
erhält man 


_&% 5 PR 8gdg 
mRentze 012 ’ ® cR’ (1) 
wobei R den Abstand zwischen den Teilchen bezeichnet. Wir wählen die Eich- 
funktion xy in der Form 
ee 
15.9 


und führen eine Eichtransformation der Potentiale durch. Die neuen Potentiale 
haben die Form 


elbe + (nb,) n] 


U = U, + grady = ScR ; 


wobei n = R/R ist. Daraus ergibt sich für die Wechselwirkungsenergie die 
BReEITsche Formel 
e ee 1 
uam - 2m WEN - zart nen], 

die näherungsweise die Tatsache berücksichtigt, daß die Kraft, die an einem 
der beiden wechselwirkenden geladenen Teilchen mit dem gegenseitigen Ab- 
stand R angreift, durch Lage und Bewegungszustand der anderen Ladung in 
der Vergangenheit bestimmt wird. Energie und Impuls werden von den Ladun- 
gen auf das Feld übertragen und innerhalb der Zeit &/c von Ladung zu Ladung 
durch das Feld transportiert.-Teilehen-und.Feld bilden ein.einheitliches System. 
Daher ist es unmöglich, die Bewegung eines Systems miteinander wechsel- 
wirkender Teilchen exakt zu beschreiben, ohne die Freiheitsgrade des Feldes 
heranzuziehen. 
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621. 

Mi |, Mi mM, v5 MUB Nee... eı &p ee 
2 80 2 8c? Dr ea vormece 
622. Das magnetische Moment des Teilchens präzediert mit der Winkel- 

geschwindigkeit ® = —x ö um die Magnetfeldrichtung. 


623. Das Teilchen hat im Laborsystem das elektrische Dipolmoment 
p=ov»xmj/ec, so daß im elektrischen Feld 


L= + 1 


s-_ıide 


das Drehmoment X = px & auf das Teilchen wirkt. Vernachlässigt man, daß 
das Dipolmoment p in das elektrische Feld hineingezogen wird, so kann man 
in X das elektrische Feld & durch vd m/e ersetzen. Der Mittelwert des Dreh- 
momentes ist 5 


w Mg 
RK = Pxb=——-OXM XD. (1) 


e 
Differenziert man das Produkt (px m) x b nach der Zeit und benutzt, daß 
der Mittelwert einer zeitlich abgeleiteten periodischen Funktion Null und der 
Term mit m = px Ge/2mc um die Größe v?/c? kleiner als die Terme mit Ö 
ist, so erhält man man, da 

dLxm)xd+(xm)xdh=0. 


Mit Hilfe der Identität 
HXxM)xd + (mMXö8)xp + (öxb)xm=0 


ergibt sich daraus das mittlere Drehmoment 
| er 
R == > mx 5, (2) 


wobei 9° = —px &/c die magnetische Feldstärke im momentanen Ruh- 
system des Elektrons ist. 
Man kann das Feld 9’ durch den Drehimpuls [ ausdrücken, der durch die 
Bahnbewegung des Teilchens um das Kraftzentrum entsteht: 
1 l do l do 
en NP Z m _ [2 et _— 
I nn mer dr RI ger dr “ 


(3) 


Die Wechselwirkung des magnetischen Momentes des Teilchens mit dem 
Feld, die zur Entstehung des mittleren Drehmomentes (2) führt, kann durch 
die potentielle Energie 


ER 7 e 1 dp 
= a 77 are 
beschrieben werden. 
Wir weisen darauf hin, daß sich bei der quantenmechanischen Beschreibung 
des Atoms der gleiche Ausdruck für die Wechselwirkungsenergie zwischen dem 
Spin eines Elektrons und seiner Bahnbewegung ergibt. 


26 Batygin/Toptygin 
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624. Die Bewegung des Drehimpulses 3 wird durch die Gleichung 
ds e l do 
BEREIT) ABER HEENEERNGTENBLSEENG. BERE 
di mer dr 1) 


beschrieben, wobei | =1-+ $ den Gesamtdrehimpuls bedeutet. Aus (1) folgt, 
daß der Drehimpuls 3 im Mittel mit der Winkelgeschwindigkeit 


& Ta 
Im2c r dr 


um die Richtung von | präzediert. 


— 
w = 


625. Die Reflexion erfolgt bei antiparalleler Orientierung des magnetischen 
Momentes und des Feldes, wenn der Neigungswinkel & so klein ist, daß 


sn«< /|m,| Z/E, ist. 


626. Die Bewegung des Neutrons in Richtung des Leiters ist gleichförmig. 
Die Bewegung in der zum Leiter senkrechten Ebene erfolgt im Potentialfeld 
U = +2|m,| //er. Die Projektion der Neutronenbahn auf diese Ebene hat also 
dieselbe Form wie die Bahn der Relativbewegung zweier Ladungen e und e‘, 
die nach dem CouLoMmBschen Gesetz miteinander wechselwirken (s. Auf- 
gabe 614). Zur Lösung der vorliegenden Aufgabe muß man ee’ durch +2|my)| I/c 
ersetzen und unter 

mr? L? 


ke 0 


2 2m r: 


E= 


die Energie der transversalen Bewegung verstehen (L = mr? & ist der Dreh- 
impuls). Insbesondere führen die Neutronen bei £< 0 eine gebundene Be- 
wegung um den Leiter aus. 
627. I 
Ka) = — 
Ser a 
cm vosin? 


12. EMISSION ELEKTROMAGNETISCHER WELLEN 


12.1. Hrrrtzscher Vektor und Entwicklung nach Multipolen 
630. = 


Apy= —4no, 
1A 1 do  4n 
a 
632. Die Drehimpulsdichte ist 
m X MP 
2nc?r? 


Bei der Berechnung der Größe — dX/dt = f NRr?’dQ benutzt man die Formel 
N;N, = "36; (s. Kap. 1). Man erhält 
dd) 2. sh 
di 30 va 
633. Die magnetischen Kraftlinien haben die Form von Kreisen, deren 
Ebenen senkrecht auf der z-Achse stehen und deren Mittelpunkte auf der 
2-Achse liegen. Die elektrischen Kraftlinien werden durch die Gleichungen 


r 
U"=t- — 
c 


C, = sin?d [-eos(kr — w|) + ksin(er— o0)|, GR 


beschrieben, wobei ©, und C, Konstanten bedeuten. 


634. Man erhält 


1 Orot 
o- - 
ce 6 
Bi 0) w@”? . © 
el + tl ti Z)en8) EHRE DTER), 
CH" er cr er 


N) 


| 1 
& = rotrot$ =ea [e(- eo. =) .2sin® + 


2 9 ER: 

9) . © 1 .o® N) q 

+ (S a =) cos®-+ e, ( == a | 
r 


er? r? c?r VE A 
In der Wellenzone r>/=2nc/o vereinfachen sich die Ausdrücke für © 


und 9 zu 2 | 
H9=ea os (—?e, + 8,c089) eilkr-wite), 


2 
10) N 
CE = ea, (eo cos# ie) ee) —_HxXN. 


26* 
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Bei Emission in die obere Halbkugel (cos# >0) ergibt sich eine elliptisch 
und insbesondere bei 9 = 0 eine zirkular linkspolarisierte Welle. Bei Emis- 
sion in die untere Halbkugel (cos # < 0) liegt elliptische Rechtspolarisation vor, 
die bei = in zirkulare Rechtspolarisation übergeht. Wellen, die in der 
Äquatorebene emittiert werden, sind linear polarisiert. Winkelverteilung und 
Gesamtintensität der Strahlung sind 


ad =. e? wi a? 

or Sn? Serr (1 + cos?9), 
_..2w4 ee: a? 
I ge 


Der betrachtete Fall liegt z.B. bei der Bewegung einer Ladung im homo- 
genen Magnetfeld vor. 


635. Es gilt 
p=m=0, +0, 


l 
a az 


2 83 
zeit EL sin dles cos(2wt’ — 2%) + e,cos® sin(2wt’ — 2u)]. 


Die Schwingungsfrequenz der Ladungs- und Stromverteilung und folglich die 
Feldfrequenz sind doppelt so groß wie die Umlaufsfrequenz ® jeder der Ladun- 
gen auf der Bahn. Die Polarisation der Strahlung ist elliptisch, nähert sich 
bei #® —0,r der zirkularen Polarisation und geht bei ® = r/2 in die lineare 
Polarisation über. Es wird 


dI Der ad y$ 
In = MOL + 00829), 
- 32 eat w® 
5 c3 


Wird eine der Ladungen entfernt, so wächst die Strahlungsintensität größen- 
ordnungsmäßig um den Faktor (A/a)?, also sehr stark, da a/A <& 1 ist. 

636. Ist der Winkel zwischen den Radiusvektoren der Ladungen gleich 
2 — 9, so muß 


A am 
r@V5 


C 
gelten. 

637. Wir legen die x-Achse in die Richtung der Amplitude des Momentes 
des in der Phase verzögerten Oszillators und wählen die xy-Ebene so, daß 
die Momente beider Oszillatoren in ihr liegen. Bezeichnet man die Polarwinkel 
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des Einheitsvektors n, der die Ausbreitungsrichtung der Welle angibt, mit 
®, «&, so erhält man 


' 2 
Hu) = Heer - Zr teolsine + isin(® — p)] Ir | 
+ e,[eos& + i cos(& — @)] cosd}e-t®!, 


IT 2 4 l 
T = ge {2 — [cos?x + cos?(x — o)]sin?d}, (h 
5 298 wi 
ee 38° | 


Die Strahlung ist in den Richtungen %=0 und 9 =, die auf den 
Momenten beider Oszillatoren senkrecht stehen, maximal und ungleichförmig 
über das Azimut verteilt. Das wird in Abb. 89 für den Fall » = 45° durch 


Abb. 89 


Polardiagramme illustriert. Abb. 89a zeigt die Winkelverteilung in der Ebene 
® = W° und Abb. 895 die Winkelverteilung in der Ebene « = p/2 = 22,5°. 
Verschiebt man den Anfangspunkt der Phase um y, so erhält man die neue 
Feldamplitude 
getr= 9 — 19: 


Fordert man 9, 9s = 0, so ergibt sich 


sin sin(& — ©) + 608& cos(x — @) cos? 


tan 7 ee ae ers Fee ne 
nen sin?« — sin?(x — op) + [cos?x — cos?(x — @)] cos?% 


(2) 


Berechnet man cosy und siny mit Hilfe von (2), so erhält man 9, und 9, in 
Abhängigkeit von $, a, 9. 

Wir betrachten einige Spezialfälle. Bei 9 — 90° ist die Polarisation linear; 
die Polarisationsebene steht auf der xy-Ebene senkrecht. Bei 9% = 0, x ist 
die Polarisation elliptisch und das Verhältnis der Halbachsen der Ellipse gleich 
tan (o/2) ; insbesondere ist die Polarisation bei g = n/2 und # = 0, z zirkular. 
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Man kann außerdem leicht die Fälle x = »/2, 9/2 + r/2 und 9/2 + x unter- 
suchen. In allen diesen Fällen ist die Polarisation im allgemeinen elliptisch. 
Bei «= 9/2 und x = o/2 + r wird die Polarisation in den Richtungen, die 
durch die. Bedingung tan(p/2) = |cos®| bestimmt werden, zirkular. Für 
& = o/2 + n/2 werden die Richtungen der zirkularen Polarisation durch die 
Gleichung cot(p/2) = |cos®| bestimmt. 


639. Man erhält 


22m 2 2 m3 
— da? ee a?w 
Sea 2 E- 
S= So (1 + cos?9) e, + Tr sin® e,, 
h 2 ea? w°? 
= Fr 3 ez. 


Die letzte Gleichung folgt entweder unter Berücksichtigung der Tatsache, daß 
der in der Zeiteinheit vom emittierenden System abgegebene Drehimpuls 
dE 2 
de 306 
(s. Aufgabe 632) gleich dem am Schirm angreifenden Drehmoment % ist, 
oder aber unmittelbar mit Hilfe der Beziehung 


PXP 


n=— [tx &nan. 


r>a 
640. Man findet 
| m| w? sin a 
H Er | | Er r (6, cos P +34 e,) eilkr-wtta), 
m) w?sin | 
& | Eu P (— e, cos ® + N es) eilkr--wt+a) 


mit m = ?/,n aM sowie 


Ar DA o 
nd zen (1 + c0s?9), 


a2 Srzcd 
T_ 2m? o* sin? 
303 
641. 
de 9 sg Ri a2 
7 3 Ay g?Rja? 
500 c3 j 
642. 
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643. Entwickelt man den HerTzschen Vektor $(r,t) nach monochroma- 
tischen Komponenten und benutzt die Entwicklung (A III.20), so erhält man 


en a) 
mit! =t— r/ce und 
1 / 1 S /p F 
Hat) +, (2) 
nt + [mar] un. (3) 


Diese Gleichungen gelten für r>a, wobei a die Ausdehnung des Systems 
bezeichnet. Die willkürlich wählbare Konstante, die bei der Berechnung des 
Integrals in (3) auftritt, hat keinen Einfluß auf die Feldstärken. 


644. Das Feld des magnetischen Dipols ist 


l ; nxm( (8 
EL EL oR 
C car cr 
 Idnemn) — m 3n(mn) m nx(nxm) 
a a u 


‚Das Feld des elektrischen Dipols ergibt sich mit Hilfe der Substitutionen 
mp», Im > E, Em > — 9. aus dem Feld des magnetischen Dipols. 

645. Die Dipolmomente des Systems sind Null, und das elektrische Quadru- 
polmoment hat nur die von Null verschiedene Komponente Q,- (wenn die 
z-Achse in der Richtung von p, liegt). 

Der Vektor DO ist daher der 2-Achse parallel, und bei entsprechender Wahl 
des Anfangszeitpunktes wird 

Dt) = Q, C0os9 coswf e,, 
wobei 9, = 29, @ ist. 

Es ist zweckmäßig, die Rechnungen in komplexer Form durchzuführen. 
Dabei wird die Gleichung (2) der Lösung zur Aufgabe 643 benutzt und 3 auf 
die Achsen des Kugelkoordinatensystems projiziert. Durch Abtrennung des 


Realteils erhält man 
2 


a, 2 (-5)sinwt - kr) - > 008(wt kn), 

2, I (- )eostwt kr) - Zsintwt kn)], 
2, 20 ((_ m) eostwt kn + (— Jin ten], 
ER nnd 00880, Te 


wobei Q, = 27 4 Ist. 
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646. Wir wählen das in Abb. 90 dargestellte Koordinatensystem. Die Strom- 
verteilung in der Antenne wird durch die Gleichung 


J=J, sink(£ + se 


ausgedrückt, wobei k = w/c = m rl ist. 

Das elektrische Dipolmoment je Längeneinheit der 
Antenne ist nach (12.9) P=:J/w. Das Element d£& 
der Antenne kann als elektrischer Dipoloszillator mit 
dem Moment dp = Pd£ betrachtet werden. Da die 
Ungleichung d&E <A gilt, kann das im Punkt A vom 
Element d & erzeugte Magnetfeld mit Hilfe der Gleichun- 
gen (12.17) und (12.20) berechnet werden: 


49, (To = = 


Dabei ist r=r,— £cos®. Da uns nur das Feld in der 
Wellenzone interessiert, kann die Größe sind/r, die 
sich im Gebiet r>]/ schwach ändert, vor das Inte- 


2 
2 e,sindp (tr — —)ae. 
cr C 


L gralzeichen gezogen werden. Damit wird 
2| Abb. 90 „u=i=0, 
1/2 
nk | | | 
H a on J, ei(kr,-wt) ’ eik5cos® sinm TC (7 — 5) dE. 
= cr, l 2 


-1/2 
Die Integration ergibt mit Hilfe der Beziehung 


ER; ro 
die Winkelverteilung dA 47 
IT 

gg 608 | COS 9) 

IT 5 z "77 ae für ungerade m, 
en i 
vn ‚I? sin? ER cos ö) 
- für gerade m. 
ZTIC sin?’ 


Den Charakter dieser Winkelverteilung kann man aus den in Abb. 91 dar- 
gestellten Polardiagrammen ersehen. Die gestrichelten Linien zeigen die Strom- 
verteilung über der Antennenlänge, die ausgezogenen die Winkelverteilung der 
Strahlungsintensität. 


u 2 
r=2 me ) + 0 — Ci(2r m)] 
rem as 
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648. Man erhält 
sin? sin? 2 (1 — cos 9)| 


U 4 
d2 2xme (1 — cos)? 
- 3 4l .(4rl sin (472 1/}) 
N ß en] ci j )+ Ar UA 
j 
; / | 
2 | 
j | 
\ 
l i 
l ! 
1 \ 
\ 2 
\ 
m=1 m=2 m=% 
Abb. 91 


Dabei bedeuten A = 2rr/k die Länge der emittierten Welle und 9 den Polar- 
winkel, der von der Koordinatenachse & aus gezählt wird. 

Man überzeugt sich leicht davon, daß eine fortschreitende Welle intensiver 
emittiert als eine stehende mit denselben Parameterwerten !, A und Jo- 

649. Ist der Abstand r des Aufpunktes A (r,, 9, &) (Abb. 92) von der Schleife 
groß (r>a), so kann man annehmen, daß die Radiusvektoren r aller Ring- 
elemente dI parallel sind, wobei 


‚r=r,—40c080 =r, — asindcos(x’ — «) 


ist (s. Aufgabe 1). Das Element d! hat das elek- 
trische Dipolmoment 


dp = Pdi=-—_Jdı, 
169] 


wobei P das elektrische Dipolmoment je Längen- 
einheit des Leiters bezeichnet, und erzeugt im 
Punkt A das Magnetfeld [s. (12.20)] 


I ee. 


& r 
.voa J, 


= —%ı 


e-iwt+ikr,-iaksindcos(a’-a) X 


Ei 7, 
x sinn a’[cos(&’ — &) es + cos® sin (&’ — a) e,]da’. 
Im Nenner dieser Gleichung vernachlässigen wir Größen der Ordnung a 


gegenüber r,. Das ist im Exponenten nicht möglich, da das Produkt ak im 
allgemeinen nicht klein ist und die Phase wesentlich beeinflußt. 
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Die Bestimmung des Feldes läuft auf eine Integration hinaus: 


H, — — In Po ee ii cos (&’ Bu &) sinn &’e-ikasindcos(a’-a) |x’. 
a; 
Der Ausdruck für A, unterscheidet sich von dem für 7, dadurch, daß im 
Exponenten der Faktor cos(x’ — «&) durch sin(&’ — «) ersetzt wird. 
Substituiert man die Integrationsvariable $ = « — «, so ergibt sich 


gt 
wwa JS 2. En 
en | 


—- 7 


7 


+ sinn& cosß cosn B e”!X« sind cosß af). 
_T 


Das erste Integral in der Klammer verschwindet, da der Integrand eine 
ungerade Funktion ist, während das zweite auf das Intervall 0, x transfor- 
miert (der Integrand ist eine gerade Funktion) und durch die Ableitung einer 
BesseL-Funktion ausgedrückt werden kann (s. Anhang III). Damit wird 


| 2nwa J, .; . 
Heise ei, 3 nn sinnaJ/(kasind). 
0 


Wegen 
2n 
In-1(%) + Jn+1[%) = = Snla) 
erhält man durch analoge Rechnungen 


2rwand,eikkr-wi-'ne) J„(kasin®) 
650. Es ergibt sich 


d 
a 2 
sin (meos 5) 


al wipe 
Sol I:2>£72 5 EERCR ı SERHRANERR 2 0 
2 2 
"T 
7 


Abb. 93 


12. Emission elektromagnetischer Wellen 411 


wobei 9 und & die Polarwinkel bedeuten, die die Strahlungsrichtung charak- 
terisieren (s. die Polardiagramme in Abb. 93). Der in der Phase vorauseilende 
Oszillator wurde oben in die Richtung der 2-Achse gelegt. 

651. Wegen 


dt 
er 


gilt (j2, 94392) > (— 92; —Iy; 95); dabei werden die gespiegelten Ströme in den 
gespiegelten Punkten berechnet: 7,(t) = —/,(V), -- 

Analog erhält man mit Hilfe der üblichen Definitionen sowie der Gleichun- 
gen (12.1), (12.2) in kartesischen Koordinaten die Beziehungen 


(Pz> Py> P2) > (— Pr: — Dy> P2)» 
(a: Ay) > (Ras -dy —R)> 
(m.; My, M;) > (M., My, —M,) 
(E„E,8£.) > (-E,, —E,.E.), 
(H,H,H) > (#,.,H, —H.). 


652. Die Grenzbedingungen „= 0 und Z, = 0 an der Oberfläche (2 = 0) 
des Leiters sind erfüllt; das ergibt sich unmittelbar aus den Resultaten der 
Aufgabe 651. Im Spa ezialfall des elektrischen Dipoloszillators stimmt das elek- 
tromagnetische Feld im Halbraum 2 > 0 mit dem eines elektrischen Dipol- 
oszillators mit dem Moment p = 2e, f(t) sino, überein. Es verschwindet bei 
% = 0 (Dipol parallel zur Ebene) und ist bei @, = r/2 maximal (Dipol senk- 
recht zur Ebene). Die Gesamtenergie, die im letzten Fall in den Halbraum 
2 >0 emittiert wird, ist viermal so groß wie die Strahlungsenergie desselben 
Oszillators in großer Entfernung von der leitenden Ebene. 


653. | 
3 
N = un c0S2% c0sa& coswV, 
3 
E,=-H,= rn cos # sin« cos wf, 
I 2 2 76 
T — rn (cos?2 9 cos?x + cos? sin?«). 
654. 
ik ou ou 
H.— => BR = 
Ne sin® 0%’ u irre 
0?(u r) 1 0°(ur) 
E, = k2 E, = — 
5 Or: ’ Or dr0B’ 
1 0°?(u r) 


* rsind Irda 
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656. Man findet 
Po eikR me © hd (k b) 
er a x 
dlr jı(k r)] 
x ER RN hb(kr) P,(cos®). 
d[rh{®(kr)] = 
dr ‚= a 


Daraus ergeben sich die Felder € und 9 mit Hilfe der in der Aufgabe 654 
abgeleiteten Beziehungen. Zur Bestimmung der Winkelverteilung der Strah- 
lung muß man den asymptotischen Ausdruck für die sphärischen HANKEL- 
Funktionen benutzen [s. (A III.19)]. Damit ergibt sich 


E„=Hs=0, 
ou eikr 
H less a cha EN: (9) —— = E, |, 
mit 
rn 2% 
Ban ln h®(kb) armen] 
Dee dr dr x 
an Ei | 
dr BR 
dP,(cos 9) 
TER Ang 
dd ce : 
a0 75, Ara z iR! 


12.2. Elektromagnetisches Feld einer beliebig bewegten 
Punktladung | 


657. Das Potential 9 des von einem Teilchen erzeugten Feldes wird durch 
das Integral 


u ) 


ausgedrückt, wobei R = |r — r’| ist, zu dessen Berechnung wir die Relation 


Sr) IR) AR, = FO) 


benutzen (s. Anhang I). Substituiert man in (1) die neue Variable X, = r' — 
— 1,(t — Re), so wird 


BR RAR, e | 
A Pr Ser 3 (2) 
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Die Funktionaldeterminante der Transformation ist 
OR, bR 
| or’ cR' (3) 
Die Bedingung R, = 0 bedeutet, daß sich alle Größen auf der rechten Seite 
von (2) auf den Punkt r’ = r,(t — Rec) beziehen, in dem sich die Ladung im 


retardierten Zeitpunkt # = t — R/c befindet. Im Falle des Vektorpotentials 
verlaufen die Rechnungen analog. 


658. Man erhält 


R 
elr.e-—) co — ]}r n 
Ann a | rn ennar = 


—=1 


_, 5 (br dung 
22, de 
mit R, = |t — v(t)| und 
8 (-1)r driod) RI") 
UNZeL a de” 


Alle Größen auf den rechten Seiten dieser Gleichungen werden in denselben 
Zeitpunkten genommen wie auf den linken Seiten. Die retardierte Wechsel- 
wirkung reduziert sich formal auf eine momentane. Man kann die erhaltenen 
Entwicklungen bei genügend langsamer (v <&c) und gleichmäßiger Bewegung 
(die Beschleunigung und ihre Ableitungen beliebiger Ordnung sind beschränkt) 
für nicht zu große R benutzen. 


661. Für kleine v/c lauten die Gleichungen (12.25) 


er(tb) ev erx(txd) ı 
c rt er? ca y3 BT 


G=—+3 


ed xXr edxTt 
= + 
er 


0 02 y2 e1-—' 


Dabei ist r der Abstand zwischen irgendeinem Punkt des Gebietes, in dem die 
Bewegung der Ladung erfolgt, und dem Aufpunkt. 

Die ersten drei Terme des Ausdrucks für € und der erste Term von 9 sind 
l/r® proportional und überwiegen bei verhältnismäßig kleinen Abständen von 
der Ladung (in der quasistationären Zone). Das elektrische Feld in. dieser Zone 
reduziert sich im wesentlichen auf das CovLoms-Feld € = e r/r?, während das 
Magnetfeld durch das BIOT-Savartsche Gesetz 9 = ed x r/er? beschrieben 
wird. In großen Abständen von der Ladung (in der Wellenzone) dominieren 
die letzten Terme der Ausdrücke für & und 9, die mit 1/r abnehmen. Sie be- 
schreiben das Strahlungsfeld und haben die Form 
enx(nxd) edxn 

cAr Zu 


G= 


wobei n = r/r ist. 
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Die Grenze zwischen quasistationärer und Wellenzone wird durch die Be- 
dingung 


- Ay 
elö Je rgr 


ce? 
u EryE 


wenn man |d | — v?/a berücksichtigt, wobei a die Größenordnung der Aus- 
dehnung des Gebietes bezeichnet, in dem sich die Ladung bewegt. 
662. Man erhält 
d/ e? 2e? 
en 2 er 
a2  4rnc WR) ” ” x 


bestimmt. Daraus folgt 


mitn= t/r. 

663. 

a) Die Energiemenge —dE, die in der Zeit di’ durch das Teilchen in den 
Raumwinkel d.@ emittiert wird, bewegt sich innerhalb der Zeit dt am Auf- 
punkt vorbei. Folglich gilt 


dE _dI dt 
 di’dQ da dr’ 
Wegen t=#' + Rje und der Beziehung Okl/et! = — np mit n=NR/R erhält 
man 


di = dr’ (1 -) 
C 
Daraus folgt schließlich 


dE nd\ d/ 
dA | C a2 
b) Die Energie, die die Ladung im Laufe 
der Zeit dt’ emittiert, ist im Innern zweier 
Kugeln eingeschlossen. Mittelpunkt der ersten 
Kugel ist der Punkt O, in dem sich die La- 
dung zur Zeit t’ befindet, und Mittelpunkt 
‚Abb. 94 der zweiten ist der Punkt O’, in dem. die 
Ladung zur Zeit t' + dt’ liegt (Abb. 94). Die 
erste Kugel hat den Radius R, die zweite den Radius R + cdt’. Wir be- 

trachten das Volumenelement 


AV = dSdR= RrdRl(e — nv)dr. 


In ihm ist die elektromagnetische Energie 


&2 c& 
ern ra = 4 


( = —) Rdaqr 
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enthalten. Daraus ergibt sich für den Energieverlust je Zeiteinheit 


dE dw 
dr’dQ dran’ 


d.h. gerade die oben angegebene Größe. 


666. 
dE De? v \? 
EI EFSE 6In2__fY Rn 
2) dt’ 36? [ (5x -) |. 
 dxH9\% (&») 
dA __2e ee ae 
) dt’ ” 3m2c® v? 
1 
C 
667. Man erhält 
U 0 an 
dd 


wobei v die Geschwindigkeit des Teilchens zur Zeit t' bezeichnet. 


668. Wir vergleichen den Energieverlust des Teilchens je Zeiteinheit im 
momentanen Ruhsystem $8,, in dem das Teilchen in einem vorgegebenen 
Zeitpunkt ruht, und im Laborsystem 8, in dem das Teilchen die Geschwindig- 
keit vd hat. Da die Strahlung im Bezugssystem 8, eine elektrische Dipolstrah- 
lung ist, verliert das Teilchen in $, keinen Impuls. Das ergibt sich, weil die 
Winkelverteilung der Strahlung in 8, zentralsymmetrisch ist (oder wegen des 
Ergebnisses der Aufgabe 667). 

Wir betrachten die Energiemenge —däE,, die das Teilchen in der Zeit 
diy = dr im System S, emittiert. Dabei wird im System S innerhalb der Zeit 
dt’ = dr/Y1 — v2/c? der Energieverlust —dAE—= —dE,/[V1 — v2/c? beobach- 
tet. Für den Energieverlust je Zeiteinheit ergibt sich daraus 


dE dEMNM-We dd 


dr dı/Yı — v?/e2 u ds 


Das Ergebnis hängt nicht von v ab. Das bedeutet, daß der über alle Richtungen 
summierte Energieverlust je Zeiteinheit in allen Bezugssystemen gleich ist. 

Die Gesamtintensität der Strahlung im Zeitpunkt t ergibt sich als Integral 
der Normalkomponente des PoynTinsschen Vektors über die Oberfläche einer 
Kugel mit dem Radius R, deren Mittelpunkt in dem Punkt liegt, in dem sich 
das Teilchen im retardierten Zeitpunkt t' = t — R/c befand. Im Unterschied 
zur invarianten Größe —dE/dt’ hat die Strahlungsintensität nicht die ein- 
fachen Eigenschaften der relativistischen Transformation beim Übergang von 
einem Bezugssystem in ein anderes. 
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669. Man erhält ar) oe 


_° gem _ e? ö* sin?® 
da 4n Anc?(l — B cosd)® ’ 


wobei ® den Winkel zwischen der Richtung 

der Geschwindigkeit d und der Strahlungs- 

richtung n bedeutet und $ =v/c ist. Das 

D Winkeldiagramm der Strahlung ist in Abb. 95 

dargestellt. Bei kleiner Geschwindigkeit v des 

Teilchens haben Vorwärts- und Rückwärts- 

Abb. 95 strahlung gleiche Intensität. Für v » c über- 

wiegt die Vorwärtsstrahlung um so mehr, je 

näher v dem Wert c kommt. Das Strahlungsmaximum wird in der Richtung d, 
mit 


v#tl VRrO 


Tl. ge 
cos d, = ran +12 —1) 
beobachtet. Es gilt 9, — r]2 für d >—0 und 9%, —0 für f 1. Die Gesamt- 
intensität der Strahlung ist 
aA/ 2e®0°® 1+ B?/5 
F== 10 dQ = 35 (Bi 
Der Gesamtenergieverlust je Zeiteinheit ergibt sich zu 
dE  2e ie 
dt’ 30% (1 — B2)3' 
670. Die Gesamtbremsstrahlung in der Richtung d@ während der Flug- 
dauer des Teilchens ist 


dAaw d/ dE FR 
d2 - /mu=/[(- Dar) u 


eo» sind 1 
Ton re ra Pe 
l16rc?t cos® ( . eo 0050) 


wobei ® den Winkel zwischen der Geschwindigkeitsrichtung des Teilchens und 
der Strahlungsrichtung n bezeichnet. 

Die beobachtete Impulsdauer hängt vom Winkel d# zwischen der Geschwin- 
digkeit des Teilchens und der Strahlungsrichtung ab: 


At=:{1 38.0089). 


PA 
671. IE 2eH2p 
672. Man erhält de 3m? ce? 


d/ e:\ö|® (1 — ß cos®)* — (1 — ?) sin?d cos?« 


dQ ° Anc (1 — ß cos 9)$ 
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wobei 8 = vje ist. Die Polarachse hat die Richtung der Geschwindigkeit, und 
das Azimut & wird von der Beschleunigungsrichtung aus gezählt. Die Winkel- 
verteilung der Strahlung ist in Abb. 96 dargestellt. In den Richtungen, die 
durch die Gleichung 


y (1 = 0050) — sind |cos« | 


bestimmt werden, tritt keine Strahlung auf. Insbesondere wird bei x =0,r 
(Abb. 96a) in der Richtung ® = arccos(v/c) keine Strahlung emittiert. Bei 


& = n]2, 3/2 (Abb. 965) ist die Strahlungsintensität für alle # von Null ver- 


schieden. 
673. Es ergibt sich 
ad dE e* H? ß2 
aa dRdti 8m m2c ui 
27 
(1 — ß?) cos?# + (ß — sind cos«)? . 
x (1 — B sind cos«)? ern 
0 
l 
29% _ __ ß2 2\ sin 
 aHepe(l — B9 1-+ c08?% 2 Pr + 3°) sintd 
2... 8m? cc? (1 — ß? sin? 9)": 
mit d = vJe. - 


Der Anfangspunkt des Azimutwinkels « im Integranden ist so gewählt, daß 
die Richtung des Normalenvektors rn durch die Polarwinkel d, r/2 charakteri- 
siert wird. Im extrem relativistischen Fall v * c ist die Strahlung in der Nähe 
der Bahnebene im Winkelintervall 49 » (1 — 2): konzentriert. 


674. Es ergibt sich 


. 2 
e eikR, j ’ : : ? 
A Be cos" Cosa’ ei(na'-nßsindsina Ida’ 
“7 DHuR 
IT Lig : 
2er (1) 
4A „er sin’ eilna'-n3sindsin«‘) da’. 
be 2rR 
MAR? 5 


27 Batygin/Toptygin 
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Der Wellenvektor ist {= nw/c, der Koordinatenursprung liegt im Bahn- 
zentrum, die 2-Achse steht auf der Bahnebene senkrecht, und die Richtung 
von f wird durch die Polarwinkel %, z/2 charakterisiert; AR, bezeichnet den 
Abstand zwischen Bahnzentrum und Aufpunkt. Daraus folgt 


ikR, 
ee: 
C ak, 2) 
. © eß’neitfu _, 
EB — ur ee 2 | 


Die Polarisation der Strahlung erweist sich im allgemeinen als elliptisch, 
wobei die Hauptachsen die Richtung von e, bzw. e, haben und das Verhält- 
nis 7,,/H,, der Halbachsen gleich 
E J/(n ß sin ®) 

NN, on) 

ist. Das Vorzeichen dieses Verhältnisses bestimmt die Umlaufsrichtung auf 
der Ellipse. Bei 9 = 0 ist die Polarisation zirkular und bei ® = z/2 linear. 
Bei genügend großen n und ß ergibt sich auch in den Richtungen, denen Null- 
stellen oder Pole der Funktion J//J,„ entsprechen, lineare Polarisation. 


675. Das Vorhandensein von höheren FOURIER-Komponenten im Spektrum 
des Feldes wird dadurch erklärt, daß die Ausbreitungszeit des Feldes zwischen 
gleichen Punkten der Bahn endlich und im allgemeinen mit der Umlaufperiode 
der Ladung auf der Bahn vergleichbar ist, wenn die Geschwindigkeit der 
Ladung mit der Lichtgeschwindigkeit c vergleichbar ist. Infolgedessen ist die 
Durchgangszeit durch den Aufpunkt des vom Teilchen ausgestrahlten Feldes 
während der Halbperiode, in der es sich diesem Punkt nähert, kleiner als die 
Durchgangszeit des während der zweiten Halbperiode ausgestrahlten Feldes 
durch diesen Punkt. Der einfachen harmonischen Zeitabhängigkeit der Teil- 
chenkoordinaten entspricht demnach eine komplizierte periodische Zeit- 
abhängigkeit des Feldes, die durch eine Superposition mehrerer FOURIER- 
Komponenten dargestellt wird. 

Es ist zu erwarten, daß die höheren FOURIER-Komponenten bei $ — 0 ver- 
schwinden. In der Tat ist beix »0,n >0 (s. Anhang III) 

gen gn-1 


DS ME EEERHEEREE ’ DE 


Diese Beziehungen zeigen, daß bei # — 0 nur die Komponenten mit dem kleinst- 
möglichen Wert |n| = 1 von Bedeutung sind. Dabei ist (s. die Lösung der 
Aufgabe 634 

en ep? cos®sinkR, 


H,=H.+H-.= —- R 2 
0 


ed? coskR, 
Ro 


H,=H,;+ H_)2s= 
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676. Man erhält 


2,2 R2 
er N foot mp sind) + PT B sind]. 


Erfolgt die Bewegung auf dem Kreis unter der Wirkung eines konstanten 

Magnetfeldes 7, so gilt 
mer ß 
eH yI — #? 

677. Bei der Lösung der Aufgabe 674 ergaben sich die Beziehungen (2) für 
die n-te FOURIER-Komponente des Strahlungsfeldes einer Ladung. Diese Kom- 
ponenten unterscheiden sich für verschiedene Ladungen offenbar nur durch 
ihre Anfangsphasen voneinander. Wir bezeichnen mit 9, die Phasenverschie- 


bung des Feldes des !-ten Elektrons gegenüber dem Feld des ersten Elektrons 
und schreiben das resultierende Feld in reeller Form: 
)- 


Für 7,„, ergibt sich ein ähnlicher Ausdruck. Der Mittelwert der Strahlungs- 
intensität während der Periode T = 2rz/o ist 


2 N 
— a J,(n ß sind) I cosn| 
aR, I=1 


Al. = — 76 


- fa 2, + H?,)dER?AR = Sydl,. 

Dabei bedeuten d/,„ die in = vorigen Aufgabe bestimmte Strahlungsintensität 
eines Elektrons und Sy einen Koeffizienten, der die Interferenz der Elek- 
tronenfelder berücksichtigt (,Kohärenzfaktor‘“): 


N 
Sy=N+ 2 cosn(y — vr). 


Lv =1 
(+!) 
Für die in der Aufgabenstellung genannten Spezialfälle ergibt sich: 
a) 3 cosn(yı — Yr) = 0. 
b) Bei gleichförmiger Verteilung der Elektronen auf der Bahn ist y, = 
— 2r(l — 1)/N und 


SER n NIN 
Sy =N I cos2r(l — 1) — = — 2 eer(lt-MniN 
Ii=2 N 2 i=1 


n 
0 für nichtganze — 
N sinnn | N’ 
+ Ketten] — N(—]) er 
= tan nn N? für ganze ı 
N N 


e) Bilden die Elektronen eine Wolke, so sind alle Differenzen y, — %yy klein. 
Für nicht zu große n, bei denen die Abmessungen der Wolke klein gegen die 
entsprechende Wellenlänge sind, kann man alle Werte _cosn(y, — yr) in Sy 


27° 


420 Antworten und Lösungen 


gleich 1 setzen. Dann gilt Sy = N?. Mit wachsendem n nimmt S, ab; der 
Wert hängt dabei von der Elektronenverteilung in der Wolke ab und kann 
nicht in allgemeiner Form angegeben werden. | 

678. Wir legen den Koordinatenursprung in den Massenmittelpunkt des 
Ladungssystems. Dann ist das elektrische Dipolmoment des Systems 


Pau tan=al -—: (1) 


mntt=u, - ,u=m m;|(m, + ms). 

Da die Verhältnisse e/m verschieden sind, gilt p == 0, und das System wird 
im wesentlichen wie ein elektrischer Dipol ausstrahlen (v/ce < 1). Die momen- 
tane Intensität ist 

2 H° 2 u? 71 72) e .. 
I()= — — — —) Elf). 
W 30°? 3°? D 2) zur 

Gemäß der Bewegungsgleichung der Ladungen gilt ui = e, e, t/r® und da- 

mit En 
2eies [ & e\ 1 
m. 


Mm Mg 


Bei der Berechnung der zeitlich gemittelten Strahlungsintensität 


7 
u 1 : 
I=-z [ra 
0 


ersetzen wir die Integration über #' mit Hilfe der Gleichung dt’ = ur?d«/L 
durch eine Integration über den Winkel & (2 ist der Drehimpuls des Systems) 
und benutzen die Bahngleichung. Es ergibt sich 


Ze I tler en ER" (a2 zz 


3 5 2 02 
se\m mM L ueie 


679. 


AR Zhuk| EB] (2), 
L3 


680. Wir gehen ähnlich vor wie bei der- Lösung der Aufgabe 678 und schrei- 
ben die zweite Ableitung des Dipolmoments in der Form 


fa aa Ü 


Die Berechnung von A ist nicht schwierig. Zur Berechnung von B muß man 
ö,, die Projektion von $ auf die ursprüngliche Bewegungsrichtung der streuen- 
den Teilchen, als Funktion der Koordinaten r, x kennen (Polarkoordinaten in 
der Ebene der Relativbewegung der Teilchen). Dabei wird der Winkel « in 
- der Bahngleichung —1l + ecosa& = a(e? — 1)/r der Relativbewegung von der 
Symmetrieachse (z’-Achse) der Bahn aus gezählt. Es gilt also y' = rsin« und 
2 =rcos«. Der Winkel zwischen der z- und der 2’-Achse ist m — % 
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(cos&, = 1je), so daß 
1 2-1. \ 
2 = —2'c08%, — y' sind, = -r(l-oose ine) 


gilt. Da sin« eine ungerade Funktion ist, erhält man mit Gleichung (1) 


© +00 oo +0 


R e &, \® c0os?x« + (e® — 1) sin?« 
[ [us -eal--—) IT Fr ua 
0 -o 


0 .-0 
Wir drücken cos?« und sin?« mit Hilfe der Bahngleichung durch r und e 
aus und substituieren e& = u, sds = !/,a? dw. Damit nimmt das Integral die 


Form 
ee) (r/a-1)? 


a dr a? a? a 
» erlernt 
2a 
2 
+( ee \-+2(£ du 
r U 


ehe z 


an. Bei der Integration über dw ergibt sich ein logarithmischer Term, der 
durch partielle Integration umgeformt werden kann. Zur Berechnung. des 
äußeren Integrals über dr substituiert man die Variable x = 2a/r, wodurch 
sich das Integral auf eine Summe mehrerer B-Funktionen 


1 


T(k)TÜ) 
#0 [ar Sartre zn 
reduziert. 0 
Damit erhält man schließlich 
.e eg \° 
A-Zaaln um. 


681. In der betrachteten Näherung gilt ® = const, und die Teilchenbahn 
stellt eine Gerade dar. Die Bewegung des Teilchens erfolge in der x 2-Ebene 
parallel zur 2-Achse. In diesen Koordinaten ist 


n= (N.; N,; N.) 
it 
= N„ = sin®cosa, n,=sin®sing, N,= cos® 
und ERIEIPRRRE 
= (80,00), r=VR+ WR, = (0,0,0). 
Aus der bekannten Beziehung vd = c? p/E, in der E= m e2//1 — B°, ß = vle 
ist, erhalten wir R 
u) ®»pE 


eh ‚>; Bu 


422 Antworten und Lösungen 


Gemäß der Bewegungsgleichung des Teilchens gilt 5 = e, e,t/r?. Auf Grund 
des Energiesatzes ist E + e, e,/r = const. Differenziert man dies nach t’, so 
erhält man 


Ep. 5 JENE es 


so daß 


E E zZ Er [se + vl’ (1 — 2) e,] 


wird. Setzt man die erhaltenen Ausdrücke in (12.26) ein, so folgt 


8180? r- -Z e, 6, C? 


dAW et e2 c4 
GR = TR an T-Bmt la Pi 
er dt’ es E2df 
x | era Heu ran | Gare] 


und daraus-durch Integration 
dAWn _ et) 
dl 32m? c?s®v(l — Pn,)® 
+ P?(— 24 3n2+5n,) + Pl — m)]. (1) 


Im nichtrelativistischen Grenzfall 6 —0 wird 


dAW, ei ei R ; 

dQ 32m? ce? dv ee; 
im extrem relativistischen Fall$ = 1 

dAMW, = 3ei e(l =Pp) 


dQ —— 2m?ctsdsin(9/2) 


Diese Beziehung wird bei $< 1 — ß falsch. In diesem Fall muß der exäkte 
Ausdruck (1) benutzt werden. 


682. Man erhält in beiden Fällen 


Aw — nei ez 1-P® _dAW 
12m2c?s?v 1 — P? c? 
683. 
dAW, Bw:c [ [ws „[®s 
a] 


684. Die Bedingung für die Anwendbarkeit der Gleichung (12.33) ist für 
alle Frequenzen w erfüllt, da die Stoßzeit 7 gleich Null ist. Bei der Streuung 
an einer harten Kugel ist der Einfallswinkel gleich dem Reflexionswinkel, so 
daß 


|b, ==> vb, |? = 2% sin — 
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gilt, wobei ® den Streuwinkel bedeutet; 9% hängt durch die Beziehung 
s=asin(d/2) für ss a mit dem Stoßparameter s zusammen. Beis > a wird 
das Teilchen nicht gestreut. Daraus folgt 

2e? 


4e? a? v? 
Fr red 
"Bre 


er 303 


Ei 402 (sin: Z- 27 0dsdo = 


0 


Die differentielle effektive Ausstrahlung hängt also nicht von der Frequenz ab, 
und die effektive Gesamtstrahlung ist 


je.°] 
= | dx, >. 
) 


Die Divergenz erklärt sich dadurch, daß die Kugel als absolut hart an- 
genommen wurde. Tatsächlich existieren keine absolut harten Körper, son- 
dern es gilt 7 =F 0, und der gefundene Ausdruck für dx, ist bei großen Fre- 
quenzen w falsch. 


685. Man kann die Gleichung (12.30) für die differentielle effektive Aus- 


strahlung in der Form 
. 
=2 
-/[% 10 disds (1) 


schreiben. Die Strahlungsintensität ist 


d/ 
us 9° 
da Trike 


wobei 9 = A x n/e ist. 

In Gleichung (1) muß die Strahlungsintensität über alle Richtungen in der 
zur Stromrichtung der einfallenden Teilchen senkrechten Ebene gemittelt wer- 
den. Das Vektorprodukt im Ausdruck für 9 stellt man bei der Mittelung am 


besten in der Form HZ, = e Bad nic dar, wobei e,,, den antisymmetrischen 
Einheitspseudotensor bedeutet (s (s . die Aufgaben 24 und 26) und über die doppelt 
auftretenden Indizes summiert wird. Die Komponenten A, des Vektorpoten- 
tials werden durch die in den Gleichungen (12.19) definierten Komponenten @,, 
des Quadrupolmoments ne 

4, = 9 - Open €e €* 
Daher gilt 


1 Sei 
Hr or Ge y 


und 


di TE, ee 
ID — Toms Bee pr By 7 Mey Ne 
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Wir benutzen Polarkoordinaten, wobei die Polarachse die Richtung des ein- 
fallenden Stromes hat und der Pol in dem Punkt liegt, in dem sich das Teil- 
chen mit der Ladung e, und der Masse m, befindet. Die Mittelung muß bei 
festen Werten der Komponenten 2. = N, = c0s® durchgeführt werden (9 gibt 
die Strahlungsrichtung an). Wie man leicht sieht, ist 


EEE l 
NN Ö;r(l zus 3), 


DD 


N; NK RL Nm = (dir Ölm Fr Ö;1 Örm u Öim Örı ) (1 u n3)®, | (2) 


N; =N N, NO, 


wobei die Indizes :, k,l die Werte 1 und 2 annehmen. 
Mit Hilfe von (2) und der Identität 


! Caßy Fap'y' T Ösp’ Öyy — Öpyr Öygr 
ergibt sich 


dl 


a2” 1 16r 0 10 — 33) cost + 


5 > (Gr == 3053 Ar 695; — 2Q33 55) sin?d cos?’ + 
+ On übe + 2össlon sin). 8) 


Setzt man (3) in (l) ein, so folgt schließlich 


Ar 
da 


— A + BP,(cos®) + UÜP,(cos®), (4) 


wobei P, und P, LEGENDREsche Polynome bezeichnen (s. Anhang II) und 


+ 0000 


A = | [2% - Ö,]sdsdt, 


-%0 
+00 00 


Begg | [T-3Öbr + 205 + Gr — 6 lgls sat, 


- 00 0 


+09 00 


= Jr + 2 u - 
-00 0 


= 350; + 10933 Os) sdsdt 


ist. 
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686. Die effektive Gesamtstrahlung ist 
A 
do 


Auf Grund der in der vorigen Aufgabe abgeleiteten Gleichungen (4) und (5) 
kann man schreiben (s. Anhang II) 


dA. 


N = 


+00 00 


n—4nA= 0, | | BÖR,— Ölsdsat. (1) 


-0%00 


Wir bezeichnen die kartesischen Komponenten des relativen Radiusvektors 
der Teilchen mit x, und die Komponenten der Relativgeschwindigkeit der 
Teilchen mit v, = £,. Dann ergibt sich unter Berücksichtigung der Gleichung 
für die Relativbewegung der Teilchen 

2e? x, r 2e: ra, — 32,0. 


Pe 


a mr: ’ m y6 


mit v,—=r. Setzt man dies in (1) ein und führt . Azumur som poneue v, der 
Relativgeschwindigkeit der Teilchen ein. — v2 + v2), so erhält man 


4 e® y2 = = v2 
= fe sdsdt. (2) 
-X% 0 
Wegen des Energie- und Drehimpulssatzes ist v! = vg — 4e?/mr und 
v„=d,s/r. Durch Ausführung der Integrationen in (2) [dabei integriert 
man statt über dt über dr mit dt = dr/v, = dr/(v? — v2), die Reihenfolge 
der Integrationen ist dann beliebig] ergibt sich schließlich 


4n etv, 


9 me 


N == 


12.3. Wechselwirkung geladener Teilchen mit Strahlung 


687. Der Impuls des Feldes eines sich bewegenden Teilchens ist 


= [ gar, 


wobei g = Ex S/4rc ist und über den gesamten Raum integriert wird. Das 
Magnetfeld eines sich bewegenden Teilchens ist 9 = px €&/c, da im Ruh- 
system des Teilchens ($’) kein Magnetfeld vorhanden ist. Daraus folgt 


= v2 __ 
A ee [& E(v &)]. 
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Mit Hilfe der Gleichungen (10.25) erhält man 
E, EB 


E,=E}, E,= = 
ap: 


oe: 
(die x-Achse hat die Richtung von vd). Das Volumenelement ist (infolge der 
Lorentz-Kontraktion) d4V = dV’ Yı1 — ß2. Daher wird 


b : v 2 
= ——— —— [ (EI + E23?) dV' = - — — —— E'?aV'. (1 
4nc2 Yı — B? fe en Arc? 1 — ? 3 s/ = 


Die letzte Umformung ergibt sich auf Grund der Kugelsymmetrie des Feldes 
im System S’. 

Nimmt man an, daß die Ruhmasse des Teilchens rein elektromagnetischen 
Ursprungs ist, d.h. die Masse seines elektromagnetischen Feldes darstellt, die 
durch die Eınsteinsche Beziehung W’ = m, €? definiert ist, so muß 


1 1 : ; 


sein. Dabei muß der Impuls des Feldes gleich m, v//1 — $? sein; aus Glei- 
chung (1) folgt jedoch, daß das nicht der Fall sein kann.!) Der Impuls des 
Feldes hängt von der Geschwindigkeit v genauso wie im Fall eines Teilchens ab: 


mg d 

IU=B: 

Die ‚Masse‘“ my = 4m,/3 == m, stimmt jedoch nicht mit der durch (2) defi- 
nierten Ruhmasse m, des Teilchens überein. 

Der Faktor */, im Ausdruck für © bedeutet, daß Energie und Impuls des 
elekiromagnetischen Feldes eines Teilchens keinen Vierervektor bilden und 
nicht mit der Energie bzw. dem Impuls des Teilchens selbst identifiziert wer- 
den können. | 

Wir bemerken noch, daß die durch die Gleichung (2) definierte elektro- 
magnetische Masse im Fall eines punktförmigen Teilchens unendlich groß wird. 


688. Es ergibt sich 
Bay _ 
ET pr 


wobei die Größe m; in der Lösung der vorigen Aufgabe definiert wurde. 
Die Gesamtenergie des elektromagnetischen Feldes des Teilchens 


2 2 AV m! 1 l Ir 


hat nicht die Geschwindigkeitsabhängigkeit m, c?//1 — ß? wie die Energie 
eines Teilchens (s. Aufgabe 687). 


t) Die Energie des Feldes müßte unter dieser Annahme gleich m, eyı — & ß? sein, was 
jedoch — wie in der nächsten Aufgabe gezeigt wird — ebenfalls nicht der Fall sein kann. 
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689. Wir vernachlässigen Terme der Ordnung v/c und höher und betrachten 
die Wirkung eines Elementes de, auf ein anderes Element de,. Der COULOMB- 
Anteil des elektrischen Feldes ist kugelsymmetrisch und trägt nicht zur 
Selbstkraft bei; das quasistationäre Magnetfeld liefert ebenfalls keinen Bei- 
trag. Es genügt also, den von der Beschleunigung abhängigen Teil dE der 
elektrischen Feldstärke des Elementes de, zu betrachten. Am Element de, 
greift die Kraft | 
de, de, 


cr 


ds = -dg,dE = 


[8 — To d)] 


an, wobei t, = t/r ist und tr den Radiusvektor vom Element de; zum Element 
de, bedeutet. Am Teilchen greift insgesamt die Kraft 


3- [a8--5 6 


c2 


an, wobei W, = !/a f (1/r) de, de, die Energie des elektromagnetischen Feldes 


des ruhenden Teilchens ist; der Faktor ?/, ergibt sich bei der Integration über die 
Richtungen t,. Definiert man die Ruhmasse des Teilchens als m} = 4W,/3c? 
(s. Aufgabe 687), so erhält man für die Selbstkraft 


= mid. 


Die Selbstkraft des Teilchens stimmt also bei Vernachlässigung der Retar- 
dierung mit der Trägheitskraft überein. 

690. Die Kraft, die das Ladungselement de, auf de, ausübt, wird durch die 
Beschleunigung ö des ersten Elementes im Zeitpunkt t’ bestimmt: 


de,de .. | 
AS) Ba Br - [0 to (to d)] Br BSR, 
Eintwickelt man ö nach Potenzen von ? —t = —r/c, so ergibt sich 
en ; r 1 
ve) eerlM HE -Yl)=Hl) mn v(2). 


Setzt man dies in d% (f) ein und integriert über die Elemente de, und de,, 
so erhält man die gesuchte Selbstkraft 
un Dr 
Di (1) 
(s. die vorige Aufgabe). 

Der zweite Term auf der rechten Seite von (1) stellt die Strahlungsreaktions- 
kraft dar. Er hängt nicht von der Teilchenstruktur ab und ändert beim 
Grenzübergang zum punktförmigen Teilchen seine Form nicht. Die Selbst- 
energie W, und folglich die elektromagnetische Masse m, werden in diesem 
Grenzfall unendlich groß. Die nicht berücksichtigten Terme der Ordnung 
(# — fr mit n > 2 sind offenbar proportional ry-! (r, = Teilchenradius) und 
verschwinden im Grenzfall des punktförmigen Teilchens. 
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691. Man erhält 
m? c? a, 


T— 
4e? 


= 32-1078; 

Die Annahmen über die Bewegung des Elektrons sind erfüllt, wenn der 
Energieverlust während einer Umlaufsperiode r auf der Bahn klein gegen die 
Gesamtenergie des Elektrons ist, d.h. bei r |[dZ/dt| < |E|, woraus acv > 
> r, = e?/m c? folgt (r, ist der klassische Elektronenradius). Diese Bedingung 
wird erst bei sehr kleinen Abständen von der Größenordnung 10-13 cm ge- 
stört, bei denen die klassische Elektrodynamik längst nicht mehr gilt, da sie 
in diesem Gebiet innere Widersprüche aufweist (s. [53], $ 75). 

Das Ergebnis der Aufgabe, eine sehr kleine Lebensdauer des Atoms, ist des- 
halb ein Hinweis auf die Unrichtigkeit klassischer Vorstellungen (der Bahn 
usw.) von der Bewegung des Elektrons im Atom. Zur Überwindung dieser 
und anderer fundamentaler Schwierigkeiten der klassischen Physik wurde die 
Quantenmechanik entwickelt. 

692. Es ergibt sich 

ana 2e? H? 1 
E(t) = m c* coth rer + > In 


Für t > o gilt E(t) > m .c?, d.h., das Teilchen kommt zur Ruhe. 
Der Bahnradius kann mit Hilfe der Beziehung 
cp l a — 
Be tee et Be en E? PER 2.2.4 
= = VE) me 
durch E(t) ausgedrückt werden. 
Bei t— © strebt r(t) >0, d.h., das Teilchen bewegt sich auf einer sich 
schließenden Spirale. 


693. Man erhält 


E, — mc? |' 


mit r, = e?/m c?. 
694. Die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators lautet unter Be- 
rücksichtigung der Strahlungsreaktionskraft 
. | 2. HE a 
I+sı=, at (1) 


Ihr entspricht die kubische charakteristische Gleichung 


> 2 
en ne 


k3. (2) 


Da die Strahlungsreaktionskraft klein gegen die quasielastische Kraft ist, kann 
Gleichung (2) durch sukzessive Näherungen gelöst werden, wobei in der 
nullten Näherung die rechte Seite fortgelassen wird; dabei ist kw ku, = +!%@p- 
In der ersten Näherung ergibt sich, indem man auf der rechten Seite von (2) 
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an Stelle von k den Wert k, einsetzt und die Bezeichnung 


2 eos 
er, ) 
einführt, 
kih= tin. 
2 
Man kann sich auf eine der Lösungen beschränken, z.B. 
t= net ein! G>0). (4) 


Diese Lösung gilt für y < w, und hat den Charakter gedämpfter Schwingungen. 
Die Energie des Oszillators nimmt wie das Quadrat des Betrages seiner 


Ampli : 
mplitude ab Ww= Wert. (5) 


Die Größe 1/y wird als Lebensdauer des angeregten Zustandes des Oszillators 
bezeichnet. | 
Die elektrische Feldstärke der Strahlung ist proportional r, so daß 


+00 

ot q G,e-i@tert? für t>0, 

= -10 sh 
& [%: N) R no 
und 
00 

C, | mn 

” DIT ı(® — (_ ) zu 

Ö 0 5 


ist. Daraus erhält man die spektrale Intensitätsverteilung der Strahlung 


I l 
(w — ©)” + Es 
wobei 68 
&) | © die Gesamtintensität der Strahlung ist. Die 
Abb. 97 spektrale Verteilung (6) hat den Charakter 


einer Resonanzkurve (Abb. 97). 

Die Breite der Spektrallinie wird durch die Größe Aw = y charakterisiert. 
Die natürliche Linienbreite ist sehr klein (in Einheiten der Wellenlänge würde 
sie 5 n 

Ak=4-77 = 7 „= 1,17: 10-12 cm 
0 3 


betragen). 
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Nimmt man an, daß die Strahlung nicht kontinuierlich, sondern in diskreten 
Portionen abgegeben wird (diese Annahme geht offensichtlich über den Rah- 
men der klassischen Elektrodynamik hinaus), so hängt die Energieunbestimmt- 
heit AE=AhAw=hy der Photonen durch die Beziehung 


AE-T=h (7) 


mit der Lebensdauer r = 1/y des angeregten Zustandes zusammen. 
Das ist ein Spezialfall der sehr allgemeinen quantenmechanischen Energie- 
Zeit-Unschärferelation. 


695. Man erhält 


du ie 
2 = I,e [( Yon] 


wobei yp = V2kT wolm c?2 die DorrLer-Breite der Spektrallinie und /, die 
Intensität bei ® = w, bedeuten. Die DoPrLer-Breite hängt von der Tempe- 
ratur ab und kann als Maß der Gastemperatur dienen. 


696. Man erhält 


d/„ If 1 
do 27, I 
Bas ( — ©)” + eu 
mit I= [ dl, 
697. Ist die Welle in Richtung der x-Achse polarisiert, so erhält man 
eE,.u 1 
eo, ) 
m mn —- ww —iwy 
mit y = 2e? w0|3m c®. 
Wegen (&), = —twx, 1St die durch ein oszillierendes Elektron absorbierte 
Energie 
_ 2R e? 20°y 
AW = Jen: er Zar Tan do) 


Der Integrand im letzten Ausdruck beschreibt die spektrale Verteilung der Ab- 
sorptionsintensität. Die Form dieser Funktion zeigt, daß y ebenso wie im Falle 
der Emission ein Maß für die Breite der Absorptionslinie ist. Da die Breite 
der spektralen Verteilung der Gruppe nach Voraussetzung groß gegen die natür- 
liche Linienbreite y ist, wird 


de 
| le u (20, €) )? + way? 


0% 


Dt e* 


AW = 


1) Wie man leicht zeigt, gilt 


f ABl) di= an | (A,nB* + A*B,) do. 
-00 0 
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mit &=w— wg. Wegen y<w, Kann man die untere Integrationsgrenze 
durch — x ersetzen. Damit folgt 


Dr? e? 


AW = Ex, |? = 27° LS 

wobei r, = e?/m c? der klassische Elektronenradius ist. Das Ergebnis hängt 
nicht von y und von der Frequenz nur indirekt ab: AW ist der spektralen 
Dichte 5,, bei der Resonanzfrequenz w, des Oszillators proportional. Die 
Rechnung zeigt, daß sich beim Einfall einer unpolarisierten und nichtebenen 
Wellengruppe auf einen isotropen Oszillator dasselbe Resultat ergeben würde. 
Dann wäre 8, die Summe aus den Intensitäten aller polarisierten Wellen der 
Frequenz &, die zur Gruppe gehören. 


698. 
a) AW = 2n?r,c9,, 608%; 


bp) AW = ar,cS,, sin?O; 


2 

c) AW = = Er, 

699. Die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators lautet im vor- 
liegenden Fall De2 , 
ea 1) 
wenn man die Inhomogenität des elektrischen Feldes in dem vom Oszillator 
eingenommenen Gebiet und die Wirkung der magnetischen Kraft (Effekte der 
Ordnung v/c) vernachlässigt. 

Die Lösung der Gleichung (1), die erzwungenen Schwingungen entspricht, ist 

e 


E 


mo —-w—iwy 


Daraus folgt für die zeitlich gemittelte Intensität des Lichtes, das in eine 
vorgegebene Richtung gestreut wird, die Beziehung 


al l ee cE? r2 w* sin? d 

—— = —— leixn|? = —— — ———, 

dQ  Anc? 87 (oo — w? + w?y? 
wobei ® den Winkel zwischen der Ausbreitungsrichtung n der Streustrahlung 
und der Polarisationsrichtung der einfallenden Welle bedeutet. Die (zeitlich 


gemittelte) Energiestromdichte in der einfallenden Welle ist |&, — cEe/8Br. 
Der differentielle Streuquerschnitt ist dann 


do l di 


do U _, w* sin?# 
42 IS,| 44 I ko — wR)? + WE y2 


Daraus ergibt sich der totale Streuquerschnitt durch Integration über die 
Winkel: i 2 PR: 
o= [3 ——- dQ = _—r 
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Im Falle des stark gebundenen Elektrons (wo, > w) wird 
| Bun not 
3.0 
Charakteristisch ist die Frequenzabhängigkeit des Wirkungsquerschnitts in 
der Form o m o%. 


Im Falle des schwach gebundenen Elektrons gilt bei kleiner Strahlungs- 
dämpfung y x 0, @, ® 0 und damit 
Sara 
o= 3. R 


700. Man erhält 
Ae: 


mcır 


= — (e, cos# — is e,) e-tte!-e), 

wobei 9, «& die Polarwinkel der Ausbreitungsrichtung n der Streuwelle (die 
einfallende Welle breitet sich längs der 2-Achse aus) und A die Amplitude der 
einfallenden Welle bedeuten. 

Der Ausdruck für 9 zeigt, daß die Streuwelle im allgemeinen elliptisch 
polarisiert ist. Vor- oder rückwärts gestreute Wellen sind zirkular polarisiert. 
Die in der x y-Ebene gestreute Welle ist linear polarisiert. Der differentielle 
und der totale Streuquerschnitt sind 


do _4 1-+ cos? 8n 5, 
aa 2 09 
701. 
oe = cos?d. 


702. Im Falle der linear polarisierten Welle ist 


LAN — A 
day = 75 en [(l — $ cosd)? — (1 — ?) sin?® cos?«], 
wobei %, & die Polarwinkel der Ausbreitungsrichtung der Streuwelle bedeuten, 
die 2-Achse der Geschwindigkeit v der Ladung parallel ist, # = v/c gesetzt und 
der Azimutwinkel & von der Richtung des Vektors € in der einfallenden Welle 

aus gezählt wurde. 
Im Falle der unpolarisierten Welle erhält man 


92 (1 — ?) (1 — p)? 1 + p? (1 + c0s? 9) — 28 cosP \ 


AOynpol — 16 (1 BE ß COS d)8 2 


. 703. Löst man die Bewegungsgleichung des Oszillators im Magnetfeld 9 || 2- 
Achse analog wie in der Aufgabe 597, so ergibt sich bei ;, > eH]2mc = wL 


= A,le, +ie,)e toren): + A,(e, — Gi e,)e-lostent + Ay e,ertet, 


wobei A,, A,, A, Integrationskonstanten sind, die durch die Anfangsbedingun- 
gen bestimmt werden. 
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Der Ausdruck für r zeigt, daß ein in einem Magnetfeld befindlicher Oszillator 
anisotrop wird und seine Schwingungsfrequenz sich in drei Frequenzen auf- 
spaltet: &, und &, + wı. Bei Beobachtung der Strahlung in beliebiger Rich- 
tung erweist sich die Polarisation jeder der monochromatischen Komponenten 
im allgemeinen als elliptisch. Insbesondere findet man in Richtung der z-Achse 
(längs des Feldes 9) zwei Spektrallinien, die nach entgegengesetzten Seiten 
zirkular polarisiert sind. In der zum Feld senkrechten Richtung sind alle drei 
monochromatischen Komponenten vorhanden und linear polarisiert. Dabei 
schwingen der Vektor des elektrischen Feldes der nichtverschobenen Spektral- 
linie in Richtung des Magnetfeldes und die Vektoren der elektrischen Felder 
beider verschobener Linien in dazu senkrechter Richtung. 


12.4. Entwicklung eines elektromagnetischen Feldes 
nach ebenen Wellen 


705. Man erhält folgende Gleichungen: 
E) = grad, (d) HI U), 
Hu (tr) = rotA,(t); 
Et) = Te) 
Hl) =iEx Alt), 


= ige +i— Hr, 


Io = ix Uo- 
706. 
a) rote, = — 9, dive&, = 4#n 0, 
ıWE An, 
rot 9, = — r re divuS»=0; 
1. i 
ix = — — Dr, Tr =4ne, 


ur 1 : dm. 
x =- Dt Ti 1a=0; 


i , 4 2 
c) ex Co = Ho, I Co = = 3 
a } 4m, 
ix 9 = - — + — jto, So = 0. 


28 Batygin/Toptygin 
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707. 
Ee uw? AT On Ee uw? An uf 
0) Ay, -+ ne, AU, + - U —E, 
div, — —,=0; 
4.76. 0° 0: 


a 


uk +; =Anchio, ih +euh=0; 


EU@® 4m E uw 4rzu. 
ec) (e - e \po=— ern, (#- Are = — to; 


c2 


WE 
To — Ep =0. 


708. Wir benutzen die Gleichung (12.40). Durch Integration über die Win- 
kel ergibt sich 
e 


1 
= | Pi) ettdr = pe} | sin&rar. 
') 


Das letzte Integral ist im allgemeinen unbestimmt, da 
N 


In = | sinkrär = 
0 


für N — oo keinen definierten Grenzwert besitzt. Man sieht jedoch leicht, daß 
der cosk N enthaltende unbestimmte Term keinen Beitrag zum Potential & (rt) 
liefert, wenn man /„ in die Entwicklung (12.40) einsetzt und zur Grenze 
N — oo übergeht. Das ergibt sich daraus, daß für N — oo wegen der schnellen 
Öszillationen die Beziehung 


l— coskN 
k 


[ _- eitt dt 0 


0 


gilt. Man kann also effektiv setzen 
e 
ge 
Wir bemerken noch, daß man 


. 1 
Fan, 


erhält, wenn man z.B. I als den Grenzwert von 


e’drsinkrdr 


für b — 0 definiert. 
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Dasselbe Resultat ergibt sich auch auf einem anderen Weg. Wendet man 
auf beide Seiten der Gleichung 


9.) - (pı eitt dt 


den LAPLACE-Operator Ä an, so erhält man (Ap): = —k? or. Andererseits 
erhält man für die FOuURIER-Komponente (Ap); = —e/2n?, wenn man auf 
beiden Seiten der Poıssosschen Gleichung Ag = —4weö(t) die FOURIER- 


Komponenten bildet. Setzt man beide Ausdrücke für (Ao)r gleich, so erhält 


man für or den oben angegebenen Ausdruck. 
709. 
i vet 
a re 


710. Da die Raumladungsdichte o(t, t) =eö(t — dt) ist, gilt 


e 
Sr ee -i(ir-ot) 2 
to = Omi Fl ö(t — di)e drdi = 


+00 
e 


e e € 
= | era =. 80 —o). 


Daraus folgt mit Hilfe der Resultate der vorigen Aufgabe 


en öltp —o) 
Pia = 2,3 me CHE 
Auf dieselbe Weise zeigt man 

9y ebd Öölp —o) 
fo —rn 


DNEc 12 w° 


2 
Benutzt man die Ausdrücke für die Komponenten der Feldstärken aus Auf- 
gabe 705, so erhält man 


.e ölflp — dv 
(2), 
27 12 @ C 
8 

; ..e öltp — wo) 
Ho =itx U =, EX) | 02 
We 

C 


Alle Feldkomponenten enthalten den Faktor ö(fb — w), der die Dispersions- 
gleichung w = fv ausdrückt. Daher sind im betrachteten Fall alle FOURIER- 
Entwicklungen des elektromagnetischen Feldes praktisch nicht vier-, sondern 


28* 
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dreidimensional. Zum Beispiel ergibt sich für das Potential & 


. e ölw— Ep) i(fr-ot) ae ifr J£ 
RE ern dtde = | mineral, 


(f) -00 


7 
wobei 
2 e-i(Ep)t 
ol) = ESSEN 
9) 27° w* 
ke —_ 
ce? 
ist. 


712. Wir berechnen das skalare Potential. Nach den Gleichungen c) der 
Lösung zur Aufgabe 707 (e = u = 1) erhalten wir 


4n Oo 

Go — 32 
Bez 

ec? 


Die FOURIER-Komponente der Raumladungsdichte ist 


1 .,xg 
Oi = — Er) J [p gradö(r — pi)]eHr-eddrdi = 


= er / [p grade-t-e9] ö(r — bt)dıd= —i Be ö(® — Ep). 


Die Dispersionsgleichung ® = fp hat die gleiche Form wie im Falle des 
Feldes einer gleichförmig bewegten Punktladung (s. Aufgabe 710). Geht man 


bei der Berechnung von o(r,£t) entsprechend dem Hinweis zur Aufgabe 711 
vor, so ergibt sich 


1 
Prd)= — perd. = (1) 
mit 
to (2 1, = „* -V@ -- Due 77 +2). 
Analoge Rechnungen liefern für das Vektorpotential 


mx ı* v (p Lo) 


AUlı,d) = Bor: = ps (2) 
713. 
mMuxX.Tr 
a) UV = yırr3 ’ 9—=d; 
m,xı* b U 
b) Y= _ ER AE 


12. Emission elektromagnetischer Wellen 437 


716. Wir zerlegen alle Vektoren, die in den MAxweuschen Gleichungen vor- 
kommen, in wirbel- und quellenfreie Anteile (oder in longitudinale und trans- 
versale Komponenten, s. Aufgabe 715)!): 


9-91; 9 = 9: 


Setzt man die transversalen Anteile der Vektoren gleich, so erhält man aus den 
Maxwerıschen Gleichungen 


l: I: dm. 
th | (2) 


(1) 


div&, = 0, divö=0. 


Der longitudinale (wirbelfreie) Teil des elektrischen Feldes wird durch die Glei- 
chungen 
div&ute,d)=4roltt), a) 
rot&,(t,d) = 0 
bestimmt, die die Form elektrostatischer Gleichungen haben. Sie enthalten die 
Zeit als Parameter. Daraus folgt,. daß & ein CouLomB-Feld ist. 


717. Nach den Ergebnissen der Aufgabe 7075 ist 
de, + org, = 0 (1) 


mit & = kc. Das ist die Gleichung eines linearen harmonischen Oszillators. 
Ihre allgemeine Lösung lautet 


Gut) = ar e-iws ı br, ei, 
Die Koeffizienten a;, und b;, hängen durch die Beziehungen 
a erben, rd erraten 


miteinander zusammen, die sich daraus ergeben, daß (rt, £) reell ist [X (tr, t) = 
— W* (rt, 2)]. j 

Wählt man die Einheitsvektoren, die die Polarisationszustände der Wellen 
mit entgegengesetzten Wellenvektoren f und —f beschreiben, so, daß 


er, — ern (2) 
ist, so wird. 
4,= b’r,, br, = a’ ;, (3) 
; i oO 
(tl) = u, e”®'+ ar, et®E, 

!) Die Zerlegung des elektromagnetischen Feldes in einen longitudinalen und einen 
transversalen Anteil wird in einer der Varianten der Quantenelektrodynamik benutzt. 
Dabei wird der transversale Feldanteil gequantelt (ihm entsprechen die Photonen), wäh- 
rend der longitudinale Feldanteil ungequantelt bleibt. | 
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Die Feldstärken & und 9 werden durch die Koordinaten gr, (f) ausgedrückt: 


1 ou 1 3 iir 
er ee FT df, (4) 
°c re 
H=rotX\ = — Ex er 98 eifrdf. (5) 
T V2 
Die Energie des elektromagnetischen Feldes ist 
1 
= — Hl (B> 2\dr. 
W=-- [ (B® + H®)dr 


Da € und 9 reell sind, kann man schreiben 


1 1 
ae 7 * Ar — 
jr fer 


l 1 en ' u 
77 ll) > er, er dur aratat | Snatıdt. 


A, 


Dabei wurde die Orthogonalität er, efa = 0 der Polarisationseinheitsvektoren, 
die zu demselben f, aber verschiedenen A} gehören, sowie die Formel (A 1.15) 
benutzt. Ähnlich berechnet man die Energie des Magnetfeldes. Für die Ge- 
samtenergie des elektromagnetischen Feldes ergibt sich 


| | 
W=5 | Zundtı + oa ai) dt. (6) 
Sie setzt sich aus den Energien 
1 
Wy=z (ir der + 0: 42 qRı) (7) 


der einzelnen ‚‚Feldoszillatoren“ zusammen. Man kann die Feldenergie (6) un- 
mittelbar durch die Koeffizienten a;, ausdrücken, indem man die Beziehun- 
gen (3) benutzt: 


W=2| Zotanatı df. (8) 
1 


Analog ergibt sich für den Impuls des Feldes 
1 1 | 
= d en ERBE NEREEN * * en 
& | 8x8 t sex ® + x H)dı 


% 
= | Zt at - aa dt. () 


‚Die in dieser Aufgabe betrachteten Oszillatorkoordinaten gr, sind den Ko- 
ordinaten analog, die die Normalschwingungen eines mechanischen Systems 
beschreiben (der Hauptunterschied zum Fall der Mechanik besteht darin, daß 
das Feld ein System mit unendlich vielen Freiheitsgraden ist). Diese Analogie 
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gestattet es, die formalen Methoden der Quantenmechanik auf die Lösung von 
quantenelektrodynamischen Problemen anzuwenden. 


718. Man erhält 
Alr,t) = 18] >, &;[9r, (8) cosfr Lo) sinfr]df, 
TL V j w 


Eitr,d)= — IBIX, cos!r + w Qr, Sinir]df, 


= 


= | FERERsinte + On oostuldt, 


Bei der Ableitung des Ausdrucks für E(t, i) benutzt man, daß die Koordina- 
ten Q+, der Gleichung 
dt + 0: Qu = 0 
genügen. 
Den Ausdruck für die Feldenergie erhält man am einfachsten, indem man 
die Koeffizienten a;, und af, in der Gleichung (8) der vorigen Aufgabe durch 
$, und Qi) ausdrückt: 


1 ME 
A, = 5 din ei@t 4 I, a en 


Daraus folgt 
i 
W523 | + utath)at. 


Diese Gleichung zeigt, daß die Energie des freien elektromagnetischen Fel- 
des eine Summe aus den Energien von Feldoszillatoren darstellt, die die gleiche 
Form haben wie im Falle eines mechanischen schwingenden Systems: 


w- | ZWua 
7 


mit Wr, = !,(dtı + 01 O2). 
Für den Feldimpuls © erhält man 


1 
$- [zu 4= Er [ex dr. 
Der Impuls ©:, eines einzelnen Oszillators hängt durch die Beziehung 
Wr, 
0: = kc 


mit seiner Energie W;, zusammen. 

Dieselbe Beziehung vermittelt auch den Zusammenhang zwischen Energie 
und Impuls im Falle von Teilchen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit in der 
Richtung f bewegen (Photonen!). 
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719. Multipliziert man die Gleichungen in der Lösung zur Aufgabe 7075 mit 
er,, so erhält man für den transversalen Anteil des Potentials X: (£) 


BR öl) + or alt) = Frrl), (1) 
wonpeil 
Frrl) =. [eh Heu (2) 


ist, während r,(f) den Radiusvektor und db die Geschwindigkeit des Teilchens 
zur Zeit t bedeuten. Im nichtrelativistischen Fall gilt 


"nu=%G+eE(t)- (3) 

Dabei sind m die Masse des Teilchens, % die am Teilchen angreifende Kraft 
nichtelektromagnetischen Ursprungs und 

1 

&E(t,) ——. Va er Ge, ed (4) 

die Feldstärke des Strahlungsfeldes in dem Punkt, in dem sich das Teilchen 

befindet. Die Kraft, die das Magnetfeld auf das Teilchen ausübt, kann wegen 

der Voraussetzung v < c vernachlässigt werden. Die Beziehung (1) stellt die 

Gleichung der erzwungenen Schwingungen eines Oszillators unter der Wirkung 

der äußeren Kraft F+,(t) dar. Das Gleichungssystem (1) und (3) beschreibt 

die Bewegung des Teilchens und des elektromagnetischen Feldes, die mit- 

einander in Wechselwirkung stehen. 


720. Die Energieänderung eines Oszillators ist 


dw 1 
ui = (Fıde + Fir den). 
Für die Geschwindigkeit der Feldenergieänderung erhält man 
daW 17/ 
dt 2 [x (Fra + Fir gen) dE. 


721. Die Kraft F},(t) hat hierbei die Form 
Fr;(t) = br, cosw;t 
mit 
ze Vu =@ 1 
Er BR] o er); 0 o to 


(der Einfachheit halber betrachten wir linear polarisierte Feldoszillatoren, so 


daß die Einheitsvektoren er, reell sind). Integriert man die Gleichung (1) der 
Aufgabe 719 mit diesem Fr, so ergibt sich 
b 
%ı= tn (cos, — coSwrl), 
wor — 08 | 
wenn die Feldoszillatoren im Anfangszeitpunkt {= 0 nicht angeregt sind. 
Setzen wir dies in den Ausdruck für die Geschwindigkeit dW+ ‚/dt der Energie- 
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änderung des Strahlungsfeldes in der Lösung zur Aufgabe 720 ein, so folgt 
Wir _ br 


di oo: — @o 


(or COS wyE SIN WEL — Wy COS WpE SIN @pl). 


Integriert man noch über t von 0 bis £, so erhält man die Energiemenge, die 
das Teilchen dem Feldoszillator (f, A) während der Zeitdauer t überträgt: 


dW bi  1- Ä t 
m ran eng, 
di wr — 0 2 0 + @y 
0 
wo 1 — cos(wr — we)t Op — a 
ef ee er U, 
2 @r — Wg 4 [ey 


Bei x = w, und E — © ist der zweite Term in den Klammern groß gegen den 
ersten und dritten Term. Die Anregung der ÖOszillatoren erfolgt demnach 
resonanzförmig: In erster Linie werden diejenigen Feldoszillatoren angeregt, 
deren Frequenz nahezu gleich der Frequenz der erzwingenden Kraft F;; ist. 
Wir behalten deshalb nur den Resonanzterm bei und summieren die Energien, 
die von denjenigen Feldoszillatoren aufgenommen werden, deren Frequenzen 
sich nicht stark von w, unterscheiden, deren Richtung f innerhalb des Raum- 
winkels d“@ liegt und deren Polarisationseinheitsvektoren e&} (e,) dieselbe 
Richtung haben: 


d.Q [ wor bi, 1 — cos(or — w,)t 
aW = $ Wa = — ER 7 1 
2 TI + 09 (w — 80)* ; (1) 


Der Integrand in (1) hat bei & = w, ein scharfes Maximum. Je größer £ ist, 
desto schmaler ist dieses Maximum. Bei genügend großem f kann man in dem 
schwach veränderlichen Faktor 

>> or br, 
ı @r + 073 
© = @, setzen und ihn vor das Integralzeichen ziehen. Im verbleibenden 
Integral kann man Öö gegen © gehen lassen. Damit erhält man (s. Anhang I) 


+ 00 
1 — cos«at 
ee = rt, Et > © 
& 
— 00 


und £ & 
a (bei ae br.) os f 
d2 20? 
Daraus folgt für die Strahlungsintensität in vorgegebener Richtung die be- 


kannte Beziehung en = 
d’ 1dW ewa,vsin?d 
42 :d2 And 
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wobei v2 = v2/2 die mittlere Geschwindigkeit des schwingenden Teilchens und 
® den Winkel zwischen den Richtungen v, und f bedeuten. Bei der Ableitung 
dieser Gleichungen haben wir die leicht zu beweisende Beziehung 


(do er)" + (do era)? = © sin? d 


benutzt. Die Integration über den Winkel liefert die Gesamtintensität der 
Strahlung u 
De? ws v2 


3 


723. Wir lösen das Gleichungssystem (1) und (3) der Lösung zur Aufgabe 719 
näherungsweise. Vernachlässigen wir die Strahlungsreaktion und setzen in die 
Gleichung (3) die Feldstärke &E = &,coswit der einfallenden Welle ein, so 
erhalten wir die erzwungenen Schwingungen entsprechende Lösung 


I= 


e cos wi 
= —- )  ———————, l 
er 0, — @? 1) 


Die Teilchenbewegung unter der Wirkung der einfallenden Welle regt die 
Oszillatoren des Strahlungsfeldes gemäß der Gleichung (1) der Aufgabe 719 
an, wobei man in dieser Gleichung die Kraft Fr, durch r(t) ausdrücken muß: 


e? w er E, 


en 
mn V2 Wr — W 


‚„sinwt. 
0 
Die Polarisationseinheitsvektoren wurden reell gewählt. Durch Lösung der 
Gleichung (1) der Aufgabe 719 mit der Anfangsbedingung ;,(0) = 0 erhält 
man 

e? & &, er y 
may? (or — 2) (w? — w,) 


Verfährt man wie bei der Lösung der Aufgabe 721, so erhält man für die 
Strahlungsintensität in der Richtung f mit der durch den Einheitsvektor e&; 
charakterisierten Polarisation 

Als; = 1 dAW;; _ e‘ ort, 4)” (2) 
d2 ” t dQ  8um2e (w2 — wi) 


Hal) = (sinwt — sinorlb). 


Aus (2) ergibt sich, daß die Streustrahlung in der durch €, und f aufgespann- 
ten Ebene linear polarisiert ist. Führt man den Winkel d zwischen den Vekto- 
ren &, und fein, so erhält man 

do 8x di ( e? ) w* sin? 
da cc dQ (w8 — w?)? ’ 
was mit dem Ergebnis der Aufgabe 699 in Einklang steht. Durch Integration 
über die Winkel erhält man den totalen Streuquerschnitt: 


a a e? ) w* 
3 \me) (vd — w2)% 


mc? 


13. STRAHLUNG BEI DER WECHSELWIRKUNG GELADENER 
TEILCHEN MIT MATERIE 


726. Wir entwickeln die Feldvektoren in FoURIER-Integrale bezüglich der 
Koordinaten und der Zeit: 


cn.) | &,0) eieR-on did... 


Damit erhalten wir aus den MAaxweuıschen Gleichungen ein System alge- 
braischer Gleichungen für die FOURIER-Amplituden: 

„nxE&lt,o) = H(,0), 

s . ed X 

unx Hl, 0) = —e(w) El.) 1, ln ne ı), 
. ec x 1) 
xe(w)n&lf,o) = Bu Per ( nv — 1), 

ndHsl,w)—=0, 


wobei H(f, ) die FOURIER-Amplitude des Magnetfeldes bedeutet, {= wxnje 
ist und x einen Parameter bezeichnet, der durch ® und f ausgedrückt wird; 
n ist der Einheitsvektor in Richtung von f. Bei der Herleitung von (1) muß 
man berücksichtigen, daß die FOURIER-Amplitude der Funktion I(R — pt) 
gleich ö(fo — w)/8r® ist und daß die Beziehung d(& x) = ö(x)/|a&| gilt. Aus 
dem Gleichungssystem (1) erhält man &(f, wo) und 9(f, o): 


vec une x 
Et) = ar) | (2) 
vex nxd x 
H,0)= nern Juer _ ı). | 


Zur Bestimmung der Felder muß man die FOURIER-Transformation um- 
kehren. Wir berechnen zunächst E,(R, t). Aus (2) folgt 


vec xcosQ — Be 


E,;(k, wo) = — DES TOR a RR) 
und damit 
E(R,t) = — Pr [oioe [en E - x 


x exp as cos(® — 9) — 2 0050) ö(Px cos —1)sin®d®dd. (3) 
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Dabei bezeichnen r die Komponente von Ri in der x y-Ebene, @ den Winkel 
zwischen r und der x-Achse und ©, ® die Polarwinkel von n, und es ist P = vJe. 


Das Integral über ® wird durch die BesseL-Funktion J (= xrsin 0) 
ausgedrückt (s. A IIL.l1). e 
Das Integral über © hat die Form 


n .Bx 
1 | 
[r® 58% — 1) sine 40, [eo sw - Hay. (4) 
1) -ßx 

Es ist nur für 6x > 1 ungleich Null, so daß die untere Grenze der Änderung 
von x gleich 1/ß ist. Das wird in der Gleichung (3) automatisch durch die 
ö-Funktion berücksichtigt; nach der Integration über % tritt die ö-Funktion 
jedoch nicht mehr auf, und die untere Integrationsgrenze muß in expliziter 

Form angegeben werden. 
Die Integration über y in (4) ergibt 
1 1 


ee (8) 


cos 9=1/ßx 


Wir setzen (5) in (3) ein und führen an Stelle von x die Variable x = Y® — 1 /B? 
ein; da sich x von 1/8 kis oo ändert, wird sich x von 0 bis oo ändern. Damit 
wird PR is | 
k 1 Jo (= r e) xdx 

io(z/v-t) er — — —n 
wdwe e Be T 
| = | Pr 
Mit Hilfe der Formel (A III.16) läßt sich auch die Integration über x aus- 
führen: 


ve 
7.c® 


E(R,t) = 


1 | | 
BR.) = in =) K,lsr) eirch-dodo. (6) 
Dabei ist ne 
2 140) 102) 
Ser Baar u 


Das Vorzeichen von s ist so zu wählen, daß Res > 0 ist, da andernfalls das 
Integral über ® divergiert. Die Integration über w in (6) ist möglich, wenn 
die Funktion e(®) explizit vorgegeben ist. 

Bei der Berechnung von #,(R, t) beginnen wir ebenfalls mit der Integration 
über ®. | | | 

Die Integration über © wird mit Hilfe der ö-Funktion ausgeführt. Bei der 
nachfolgenden Integration über x = /x2 — 1/ß? benutzt man die Gleichung 


= 2 
f J, (er)? dx Se 


2? + h? 


0 
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die sich aus (A III.16) durch Differentiation nach r ergibt, wenn man die Be- 
ziehungen JJ\ = —J, und K) = —K, berücksichtigt. 
Man erhält schließlich 
E,R,t) = cosp —— ii K (sr) dee) do. 
u nv ee. 


-00 


Die Komponenten E,(R, t) und H(R, f) werden auf dieselbe Weise bestimmt. 
E, unterscheidet sich von E, durch die Ersetzung von cos durch sin; daher 
ist in Zylinderkoordinaten 


e Ss 
E = a io (z/v-t) —(. 
RN = —- [ Kılane do, E,=0 (7) 
Für H(R, t) erhalten wir 
A, = | sKıln eio@w-Ydo, H.=H,=0. (8) 
IT C 


Wie die Gleichungen (6) bis (8) zeigen, ist das elektromagnetische Feld axial- 
symmetrisch. 

Die erhaltenen Beziehungen gelten nur im Gebiet r > a, wobei a von der 
Größenordnung der Abstände zwischen den Atomen ist. Im Gebiet r Sa muß 
man die räumliche Dispersion der Dielektrizitätskonstanten berücksichtigen. 

727. Aus den Gleichungen (6) bis (8) der vorigen Aufgabe ergibt sich, daß 
die monochromatischen Komponenten der Felder &,(R,t) und 9,(R; £) die 
Form 


} l 
ER; = —- (1 zus; 5) K, (8 r) ei®(ziv-t), PaENEN (1) 
haben, wobei 
2 2 
?=- 20), Res >0 (2) 


ist und die K,„ modifizierte BEsseL-Funktionen bezeichnen. 
In der Wellenzone gilt |sr|> 1, so daß man den asymptotischen Ausdruck 
(A I11.8) für die Funktionen K, benutzen kann: 


Ken =|/ iR (3) 


2sr 


Aus (2) folgt, daß s bei reellem &(w) reell ist, falls 1/62 > e(w) oder P n(w) < 1 
gilt [rn (w) ist der Brechungsindex für Wellen der Frequenz w]. Beißn(wo) >1 
ist s rein imaginär. 

Wenn s reell ist [wegen (2) ist dabei s > 0], klingt das Feld in der Wellen- 
zone exponentiell ab, und es wird keine Strahlung emittiert. Bei rein imaginä- 


rem s ändert sich die Amplitude der Felder in der Wellenzone wie 1/ Vr, was 
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Zylinderwellen entspricht. Wir zeigen, daß diese Wellen auslaufende Wellen 
sind, d.h., daß in diesem Fall tatsächlich eine Strahlung emittiert wird. 
Wir schreiben s in der Form 


+ Eco = Hin RR (4) 


und klären, welches Vorzeichen der Wurzel gewählt werden muß. Das betrach- 
tete Dielektrikum ohne Verluste ist der Grenzfall eines schwach absorbierenden 
Dielektrikums mit dem komplexen Brechungsindex n = n’ + in’. Damit der 
Imaginärteil n’’ des Brechungsindex tatsächlich eine Energieabsorption be- 
schreibt (d.h., damit die Amplitude der entsprechenden Welle abklingt und 
nicht ansteigt), müssen die Bedingungen r’’ > 0 für  >0 und n’ <O für 
&®<- 0 erfüllt sein. Nimmt man n’’ als sehr klein an, so kann man schreiben 


VB(n’ + in) — » VEn®— 1 (14: Bn’n’ ) 


en:—l 


Daraus folgt, daß die Bedingung Res >0 erfüllt ist, wenn in (4) das Minus- 
zeichen gewählt wird. Läßt man nun r’’ gegen Null gehen, so erhält man 


= Ver <T. (5) 


se —ı 


Dieses Vorzeichen entspricht aber auslaufenden Wellen, da die Exponential- 
funktion in (1) die Form 


ei ER-wt) — eilk(zcos@+rsin®)-wt] (6) 
erhält, wobei 


k=n, PYPEEEM sin = en 
G Pn B?n? 


ist und k cosO = k, = kı|, ksin® = k| die Komponenten des Wellenvektors 
sind. 

Ist die Bedingung $ rn(w) > 1 erfüllt, so emittiert also ein Teilchen, das sich 
im Dielektrikum mit der konstanten Geschwindigkeit v = ß c bewegt, elektro- 
magnetische Wellen der Frequenz » (TSCHERENKOWw-Strahlung). Diese Be- 
dingung besagt, daß die Geschwindigkeit des Teilchens größer als die Phasen- 
geschwindigkeit der Welle mit der Frequenz w im betrachteten Medium sein 
muß. Der Ausdruck für den Wellenvektor f zeigt, daß die Strahlungsrichtung 
den Winkel © mit der Teilchengeschwindigkeit bildet, für den 


1 | 
eg (7) 


gilt. Diese charakteristische Richtung der Strahlung ist eine Folge der Kohärenz 
der Wellen, die das Teilchen in verschiedenen Punkten seiner Bahn emittiert 


(s. Aufgabe 729). 
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Die Phasengeschwindigkeit der TSCHERENKow-Wellen 


149) C 


VL — 


r C N 


ist genauso groß wie bei allen transversalen elektromagnetischen Wellen. Die 
Polarisation der Strahlung läßt sich leicht mit Hilfe der Gleichung (1) be- 
stimmen; der Vektor 9 steht senkrecht auf der Ebene durch die Teilchenbahn 
und den Wellenvektor f, während der Vektor € in dieser Ebene liegt (und 
senkrecht zu fin der Wellenzone ist). Daß f und € orthogonal sind, zeigt man, 
indem man das Skalarprodukt f €, bildet. 

Die Gesamtenergie wr der TSCHERENKOW-Strahlung je Weglängeneinheit 
ist gleich dem Zeitintegral des Flusses des Poyntinsschen Vektors durch die 
Oberfläche eines unendlich weit entfernten Zylinders der Länge 1, der die Teil- 
chenbahn umschließt: 


C cr 


Benutzt man die auf S. 430 angegebene Gleichung, so kann man (8) in der 
Form 


wpw3 


er Be N H* B,.do (9) 

Bn(wo)>i 
schreiben, wobei die monochromatischen Komponenten Z,, und E„, in der 
Wellenzone genommen werden müssen und über das Frequenzgebiet integriert 


wird, in dem die Strahlungsbedingung A n(o) >1 erfüllt ist. Mit Hilfe der 
Gleichungen (1) bis. (3) ergibt sich schließlich 


e? c? 
Bn(w)>1 
728. Man erhält 
ei, B_1)+ e? wa En &9 
ne 392 (&g — ee 


Mit den in der Aufgabenstellung angegebenen Werten der Parameter ergibt 
sich 
wr = 5000 eV /cm. 


Die Strahlung ist im Winkelintervall 9, < 9 < r/2 konzentriert, wobei 
P? &, cos, = 1 ist. 

729. Man kann jeden Punkt der Bahn als Quelle einer elementaren An- 
regung betrachten, die sich als Kugelwelle mit der Geschwindigkeit ®, = c/n 
ausbreitet (Abb. 98). Die Front der resultierenden Welle ist die Einhüllende 
der elementaren Kugelwellen. Die Normale der Front bildet mit der Bahn den 
Winkel ©, wobei, wie aus Abb. 98 folgt, cos = 1/ß n ist. 


448 Antworten und Lösungen 


730. Das Feld eines gleichförmig bewegten geladenen Teilchens ist eine 
Superposition von ebenen Wellen mit den Frequenzen ® = fpv, wobei vd die 
Geschwindigkeit des Teilchens und { 
den Wellenvektor bezeichnen (s. Auf- 
gabe 710). Im unbegrenzten Dielektrikum 
sind Schwingungen mit den Frequenzen 
.o = kc/n möglich, wobei n der Brechungs- 
index des Mediums ist (Eigenschwingun- 
' gen des Mediums). Aus der Resonanz- 
bedingung n 
— = 0 = kv0osO 


folgt cosQ = c/un. Wegen cosQ < 1 ist 
vnic>1; das ist gerade die. Bedingung 
Abb. 98 für das Auftreten der TSCHERENKOW- 
Strahlung. 
732. Für#n<1 (d.h. für v< v,) erhält man auf dieselbe Weise wie in der 
Aufgabe 711 


e 


Se re en ee 1 
e Vz — vi)? + r? (1 — B?n?) m 


P 


Bei # n > 1 kann die in der Aufgabe 711 benutzte Methode nicht angewandt 
werden, da der Integrand in diesem Fall bei k? = e u(f v)?/c* einen Pol besitzt. 
Wir führen im f-Raum Zylinderkoordinaten ein und schreiben o in der Form 


e eikz(z-vi) +ik | rcosa 


NIE) E-RRm-D 


k, dk, dk,da. 


Zur Berechnung des Integrals über k, benutzen wir den Residuensatz. Der 


Nenner hat Nullstellen in den Punkten k, = +k;/ VR? n?®— 1. Um die Regel 
für das Umlaufen dieser Pole zu erhalten, nehmen wir an, daß n einen kleinen 
Imaginärteil n’’ >0 für k,>0 und n”’<0O für k,<0 hat (s. die analoge 
Diskussion in der Aufgabe 727; im vorliegenden Fall stimmt das Vorzeichen 
von » wegen = vb mit dem von %k, überein). Daher sind die beiden Null- 
stellen in die untere Halbebene der komplexen k,-Ebene verschoben. Bei 
2 >vt muß man den Integrationsweg durch einen Bogen in der oberen Halb- 
ebene mit unendlich großem Radius schließen (auf dem Bogen ist die Funk- 
tion im Integranden gleich Null). Da der Nenner in der oberen Halbebene 
keine Nullstellen hat, wird das Integral über %k, in diesem Fall Null sein. Bei 
z2<vt schließen wir den Integrationsweg in der unteren Halbebene. Beide 
Pole liefern Beiträge zum Integral, und man erhält 


oo 


| eikz(z-vi) dk — dm EE kı (z = vL) 
ki-km—1) "©  %,Vem-—1 YEm—ı 


- 00 
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Das Integral über «& wird durch die BesszL-Funktion J,(k, r) ausgedrückt 
[s. (A IIL.11)]. Das nachfolgende Integral über k, berechnen wir mit Hilfe 
der Formel 4.451,4 in [72]. Bei $n >1 ergibt sich 


De 
„or.n = SV ER für :<vtr YRm®—1, (2) 


| 0 im übrigen Raum. 


Das Vektorpotential X erhält man durch Multiplikation von © mit e wie. 

Gleichung (2) zeigt, daß das Feld unstetig ist, wenn die Bedingung $n >1 
der TSCHERENKOWw-Strahlung erfüllt ist. Es existiert nur innerhalb des Kegels, 
dessen Mantel durch die Gleichung 


2 —-vt+r)Y® m —-1l=0 (3) 


beschrieben wird. Die Normale zur Kegeloberfläche bildet mit der Bewegunss- 
richtung des Teilchens den Winkel © = arccos(1/8 n). Aus (3) folgt, daß sich 
die Kegelwelle in Richtung der 2-Achse mit der Geschwindigkeit des Teilchens 
ausbreitet. 

Nicht nur elektromagnetische Wellen, sondern auch Wellen anderer Natur 
können eine solche Struktur besitzen. Zum Beispiel werden unstetige Schall- 
wellen dieser Art durch ein Geschoß angeregt, das sich mit Überschallgeschwin- 
digkeit in der Luft bewegt (ballistische Stoßwelle). Den gleichen Charakter 
haben Wellen, die ein schnell fahrendes Schiff auf einer Wasseroberfläche er- 
zeugt. 

733. TSCHERENKOW-Strahlung tritt unter der Bedingung fn > 1 auf, wo- 
bei n (») = VYe(w) u(o@) ist. Die von Null verschiedene Komponente des Vektor- 
potentials hat die Form 


rm a 
ir exp [ r (y—-vt-+ YRn2— 1 D) ul) 
€ VB®n® — 1 = 
Für die Gesamtenergie der Strahlung erhält man 


24 u(o) do 


Wr — 


Die Bremskraft wird mit Hilfe der Gleichung 
13 
> ze ® 


berechnet, wobei 8 im Punkt z2= 0,y=vt zu nehmen ist. Die Kraft greift 
in der Richtung der negativen y-Achse an und ist dem Betrage nach gleich 
dem Energieverlust je Wegeinheit: F, = — wr. Dies folgt unmittelbar aus 
dem Energiesatz. | 


29 Batygin/Toptygin 
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734. Man erhält 
| 2e? 1 ol 
WVT = 02 fü En (1 + 00 © -\oda. 


Bn>1 


Plus- und Minuszeichen entsprechen den Fällen «) bzw. b). Die spektrale Dichte 
der Strahlung zweier gleichnamiger Ladungen unterscheidet sich um den 
Faktor 2[1 + cos(w !/v)] von der einer Ladung. Die Intensität der FOURIER- 
Komponente mit den Frequenzen 

 ZrV 


w— 7 N. DEN] 224: 


wächst also um den Faktor 4, während die FOURIER-Komponenten mit den 
Frequenzen 

MV 
4 


140) 


Zn +1) 


verschwinden. Im Fall ungleichnamiger Ladungen ergibt sich das umgekehrte 
Bild. 

Im Fall des in der Bewegungsrichtung orientierten punktförmigen Dipols 
muß man 1 — cos(w//v) in eine Reihe entwickeln, wobei das Argument des 
Kosinus als klein vorausgesetzt wird. Man erhält 


p l 
VE an (1-5) "do, 
ßn>1 
wobei p das im Laborsystem gemessene elektrische Dipolmoment bedeutet. 
735. Man erhält 


a 1 1. 
ur = Sr e — u) [oos°= -- 5 sin?« (pP? n? — 1)| w® dw 
Br>1i 


mit n = Ve; p bezeichnet das elektrische Dipolmoment im Laborsystem. 


736. 
m? 1 
= | (i- zu)’ ode 


Bn>1 


737. Die Energieverluste je Weglängeneinheit werden durch das Zeitintegral 
des Energiestroms durch die Oberfläche eines die Teilchenbahn umschließenden 
Zylinders mit der Länge 1 und dem Radius a ausgedrückt. Bei der Berech- 
nung der Verluste kann man die Gleichung (9) der Lösung zur Aufgabe 727 
benutzen, wenn man in ihr die Werte der Felder beir =« nimmt und über 
alle Frequenzen von 0 bis oo integriert. Mit Hilfe der in der Aufgabe 726 ge- 
fundenen Ausdrücke für die Feldkomponenten und der in der Aufgabenstellung 
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angegebenen Form der Funktion e(w) ergibt sich 


2 2 Erde 
ei (PP) takt a) Kulsa)e de (0) 
0 


di A) &o—- 


mit x = w/o,, wobei &(0) = 9 = 1-+ w3/o, der statische Wert der Dielektri- 
zitätskonstanten und 
a 
2 \ B2 
ist 


1-2 c2 — v2 
Aus (l) folgt, daß zu den Verlusten nur der Imaginärteil des Integrals bei- 
trägt. Da die Funktionen K, und K, bei reellem Argument reell sind, wird der 
interessierende Imaginärteil des Integrals nur durch solche x bestimmt, für 
die s komplex ist. Wie (2) zeigt, hängt dieses Intervall vom Vorzeichen und 


von der Größe des Parameters 5b ab. Beib >0 (v< c/Ve,) ist s für &-Werte 
aus dem Intervall (/b,1) rein imaginär und für x-Werte außerhalb dieses 
Intervalls reell. Bei b<0 > c/Ve.) ist s imaginär für OS x S 1 und reell 
für  >1. 

Zum Imaginärteil des Integrals tragen außer den angegebenen x-Werten die 
Punkte bei, in denen der Nenner &, — x verschwindet (x = + Ye,). Da in (1) 


nur über Werte x > 0 integriert wird, interessiert der Pol x = Ye, >1. Ver- 
nachlässigt man die Verluste, so liegt dieser Pol auf der reellen Achse. Wie 
man an Hand des expliziten Ausdrucks für &(w) leicht sieht [s. (6.12)], wird 
der Pol bei Berücksichtigung der Verluste in die untere Halbebene der kom- 
plexen w-Ebene verschoben.!) Um den richtigen Wert des Integrals zu erhalten, 
muß man entweder einen Dämpfungsparameter einführen und diesen nach der 
Integration gegen Null gehen lassen oder den Integrationsweg leicht deformie- 
ren, d.h. den Pol auf einem Kreis mit unendlich kleinem Radius in der oberen 
Halbebene umlaufen. Wir wenden das zweite Verfahren an. Kennzeichnet man 
die Integration auf dem erwähnten Halbkreis mit n, so ergibt sich 


Ko 


(2) 


1-2 
I aK,(s*a) K,(sa)ede = 


&— 


= _;1- O0 AV eo 5, (la), (le) (3) 


2 ® 0) 


Wir berechnen nun das Integral in dem Gebiet, in dem s rein imaginär ist. 
Die Zylinderfunktionen X, und K, sind bei rein imaginärem Argument durch 
die Beziehung 


s*aK,(s*a) K,(sa) — saK,(sa) K,(s* a) = 2. 


t) Das entspricht dem allgemeinen Satz, daß e(w) in der oberen Halbebene keine Null- 
stellen hat (s. [55], $ 62). 


29* 
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die sich aus den Eigenschaften der WROoNSKI-Determinante des Systems der 
Lösungen der BesseLschen Gleichungen ergibt (s. [57],. $ 5.9), miteinander. 
verknüpft. Daher wird 


Rei [3 —ß?) * aK,(s*a) K,(sa)xdx = 
- 5 [= —ß?)adz. (4) 


Das letzte Integral kann elementar berechnet werden. Die Integrationsgrenzen 
werden in der oben angegebenen Weise gewählt. 


Setzt man (3) und (4) in (1) ein, so ergibt sich bei v < c/ Va 
EN en K At @o Ve \a (te or Ve — B—In(l 9] (5) 


s<o0 


di m v° ® v 
und beiv > c/V&, 


dE 2ne'N al K, (te) x 3 
le ni AD N a N 
V 


di mv 0) v 


1—- 
— 6 
tn | (6) 
Der bei a — oo nichtverschwindende Teil der Gesamtverluste [die Terme 
in (5) und (6), in denen a nicht vorkommt] stellt die Energieverluste durch 
Emission transversaler Wellen dar (TSCHERENKOWw-Effiekt): 


dE z 
-(F)= = — = [2 — In(1 — B9)] m (7a) 
dE u u e? w® = 


Der Ausdruck (7b) wurde bereits in der 728 erhalten. 
Die von a abhängigen Terme mit X, und K, in (5) und (6) sind durch das 


Umlaufen des Pols im Punkt » = Q = Yo? + @, entstanden, in dem e gleich 
Null ist. Bei solchen Frequenzen werden aber longitudinale Schwingungen 


angeregt (s. Aufgabe 456), so daß der Ausdruck 
dE eo0,02 a 2a‘ Da 
u ee, Dr K 
De ug cz ® 


die Verluste infolge der Anregung longitudinaler Schwingungen beschreibt 
(Polarisationsverluste). Bei Q a/v < 1 nimmt (8) die einfache Form [s. (A III.6)] 


2,2 
-(7) _ eo In ® (9) 
pol 


di v2 2a 
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an. Bei Qaw>1 wird — (dE/dl),. sehr klein (es ist proportional e”*«iv). 
Das bedeutet, daß der Einfluß der Polarisation des Mediums bei kleinen Ge- 
schwindigkeiten klein ist. 

Die in dieser Aufgabe beschriebene makroskopische Methode der Berech- 
nung der Energieverluste geht auf FERMI zurück (1940). 


738. Man erhält 
| , w,a 
| ( 2@), a) 


u dE eoya K, (222 
Ist &, a[’v< 1, was bei genügend großen Geschwindigkeiten des Teilchens 
der Fall ist, so kann man für K,„ die Näherungsformeln (A Ill.6) benutzen. 
D : 
Dann geht (1) in dE 2 8 9, 
aa In E (2) 


v® Y0p@ 


di v3 


über. 

Aus (1) und (2) folgt, daß die Verluste des Teilchens wesentlich von der 
Frequenz der longitudinalen Plasmaschwingungen w, abhängen (s. die Auf- 
gaben 456 und 739). 

In dem Plasma entsteht keine TSCHERENKoW-Strahlung, da für alle Fre- 
quenzen e(w) < 1 gilt und die Strahlungsbedingung f?e > 1 nicht erfüllt ist 
(TSCHERENKOW-Strahlung ist jedoch möglich, wenn sich das Plasma in einem 
Magnetfeld befindet). 

Bei der quantenmechanischen Betrachtung ist die Anregung von Plasma- 
schwingungen der Entstehung gewisser diskreter Elementaranregungen (Quasi- 
teilchen, ‚‚Plasmonen‘“) analog. Die Energie eines Plasmons ist %w,, wobei 
Ak = 1,05 -10-?’ergs die PLancksche Konstante bedeutet. Für Metalle liegt 
ho, zwischen 5 und 30 eV. Bei der Anregung von Plasmaschwingungen ver- 
liert das Teilchen seine Energie also in diskreten Portionen. Die Untersuchung 
dieser diskreten (oder charakteristischen) Energieverluste gestattet es, wert- 
volle Angaben über die Eigenschaften fester Körper zu erhalten. 


739. Die Dichte der Elektronenladung ist 
0]: 


wobei t;(t) den Radiusvektor des I-ten Elektrons bezeichnet und über alle 
Elektronen summiert wird. Die FOURIER-Komponenten haben die Form 


l r 1 
0: (£) — nz [ o(t, ) eittdr = 2 e-i!r,t), 
Dabei gilt 


a, Q en 
wobei %,,N,, N; ganze Zahlen sind. Die Bewegungsgleichung des !-ten Elek- 
trons unter dem Einfluß aller übrigen Elektronen kann in der Form 


> () eifty,-r,) (1) 


= .4me: 
ee? 
mM 
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geschrieben werden. Die Summe auf der rechten Seite dieser Gleichung stellt 
die CouLoMB-Kraft dar, die am !-ten Elektron seitens aller übrigen Elektronen 
angreift. Der Strich am Summenzeichen bedeutet, daß die Terme mit n = | 
und f=0 wegzulassen sind (der Term mit f=0 kann unterdrückt wer- 
den, weil die Komponente o+ der Elektronenladung bei {=0 durch die 
positive Ionenladung kompensiert wird). Differenziert man ox(f) zweimal nach 
der Zeit und benutzt (1), so ergibt sich 


(£ P) eilt -Dia-iftrz, 


1 ae 1 4 e? 
a er fp, SIE. „urn, 
V 2, \ ,) e l V?ı2/Fromk'? 


Da sich die Elektronenkoordinaten rt, nach einem Zufallsgesetz ändern, wer- 
‘den sich die Terme der Summe 


Ane: _ BR 
Sr er) Zeit-nn 


r I 


gegenseitig kompensieren. Die Werte der Summe Ye! -Dü bei ! ==f wer- 
den klein sein gegen ihren Wert bei f =f, der gleich der Gesamtzahl N der 
Elektronen ist. Man kann deshalb in der Summe über F’ die Terme mit f +1 
weglassen und erhält 


d? 1 a 
rn a enter, (2) 
Der erste Term auf der rechten Seite von (2) enthält die Größe w,, die die 
kollektiven Eigenschaften des Plasmas charakterisiert, da sie die Schwingungs- 
frequenz des Plasmas als Ganzes darstellt. Im letzten Term kommen die Grö- 
Ben (f p,) vor, die die Geschwindigkeiten der einzelnen Teilchen enthalten. Die 
kollektiven Eigenschaften überwiegen, wenn ®, groß gegen den Mittelwert 
von (fv)? ist. Unter dieser Bedingung darf der letzte Term vernachlässigt 
werden, und die Dichte des Elektronengases führt harmonische Schwingungen 
mit der Frequenz w, aus. 
Wir schätzen nun noch das Gebiet der k-Werte ab, für die ©, > (f d)? ist. 
Wegen 


1 
(t b)? = P3 kn kn Um Un = 3 k2 v2 
ergibt sich k?< 6m e2N/4m v2. Ist die Elektronenverteilung eine MAXWELL- 
Verteilung, so gilt !/,m v? = ?],k, T und k< x, wobei 1/x = k,T/4re?N den 
DeByz-Hückezuschen Radius (s. Aufgabe 308), k, die BOLTZMANN-Konstante 
und 7 die Temperatur bedeuten. 


740. Wir entwickeln die Stromdichte (Abb. 99) 


Bo f-evök — vi)öle)öly) für 2>0, 


—evölz + vt)öle)öly) für 2<0 
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in ein FOURIER-Integral bezüglich der Zeit: 


€ ; 
-iwz/v - > 
| 5° ö(x) ö(y) für 2>0, 


ne [ „eretdt, = (2) 


e . | 
== iwz/v ;- < 
| 37° ölz)öly) für 2<Z0 
und führen den Polarisationsvektor gemäß (12.9) ein. Sein Betrag ist 
j 

P_ —- _ eo 
ee (8) 

seine Richtung ist die Richtung der z-Achse. 
Die Gleichungen (2) und (3) zeigen, daß die durch ein bewegtes Teilchen 
erzeugte Ladungs- und Stromdichte einem Satz von harmonischen Oszillatoren 

äquivalent sind, die nach dem Gesetz 

ve 
270 


Z| 


e-tezlvä(x)ö(y) für 20, 


P,= (4) 


__t° _ iozfv r 
| ® ölz)öly) für 2<O 
im Raum verteilt sind. Das Auftreten von 
ö(x2) ö(y) in (4) bedeutet, daß sich die Os- 
zillatoren praktisch nur auf der Bewegungs- 

linie der Ladung befinden. 
Die Oszillatoren, die im Intervall dz liegen, 
erzeugen im Punkt M der Wellenzone das 
Magnetfeld (vgl. Abb. 99) 

w? eikR 


Id = pr m xXRde = 


2 oikR 
Abb. 99 — _ 97 P sind e,de. (5) 
c®R 


Integriert man (5) über 2, so erhält man das Gesamtfeld 


dz 


0 oo 
view eil®z/v+kR)sin e-Uwz/v-kR)sin® 
A SE 5 

_ 00 0 

Hierbei wird über Produkte von abnehmenden und oszillierenden Funktionen 
integriert, so daß das Gebiet in der Nähe von 2 = 0 den Hauptbeitrag liefert. 
Das ist erklärlich, da die Strahlung beim Übergang vom Vakuum in das Metall 
auftritt. Zur genäherten Berechnung der Integrale setzen wir in den Exponen- 
tialfunktionen R = r — 2 c0os®. Drückt man sin® durch R aus, so ergibt sich 


0 00 

vew eikry sin ei(1-Pcos0)zw/v e-i(1+Bcos®)z w|v 

De |. 
2nc® R? R: 


- 00 
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Durch partielle Integration lassen sich diese Integrale als Potenzreihen in R-! 
darstellen; bricht man die Entwicklung bei 1/R ab, so wird 
ikR 
u, EL ur er AeE 6 
Zi — 8 c0s®) „ua + ß c0s®) (6) 


Der zweite Term in (6) beschreibt das Strahlungsfeld, das beim plötzlichen Ab- 
bremsen der Ladung entsteht, und der erste Term die durch das Bild erzeugte 
Strahlung. 

Die Intensität der Strahlung mit der Frequenz ® im Raumwinkel d( ist 
e? v2 sin?O dQ m) 
n2c3 (1 — ß? c0s?0)2 

Im nichtrelativistischen Grenzfall (# < 1) ergibt (7) die Dipolstrahlung 
292 


dI(w, 6) = —— sin? d2, (8) 


7°C 


d/(w,@) = c|E(w, 9) ?r?dQ = 


deren Intensität dem Quadrat der Teilchengeschwindigkeit proportional ist. 
Wir merken an, daß die Strahlungsintensität nicht von der Teilchenmasse ab- 
hängt. 

Die Integrale von (7) und (8) über w, die die Winkelverteilung der Gesamt- 
strahlung (mit allen Frequenzen) angeben, divergieren. Das ist dadurch bedingt, 
daß das Metall als ideal leitend vorausgesetzt wurde. In Wirklichkeit darf man 
das Metall schon im infraroten Teil des Spektrums nicht mehr als ideal leitend 
annehmen, so daß die Gleichungen (7) und (8) bei hohen Frequenzen nicht 
richtig sind. 

Die spektrale Verteilung der Gesamtstrahlung ergibt sich durch Integration 
von (7) über die obere Halbkugel: 


nd Felt: ID... ) (9) 
 3na\8 £° 1-8 4ß]' 

Im extrem relativistischen Fall, in dem die Gesamtenergie E des Teilchens sehr 
groß gegen seine Ruhenergie m c? ist, liefert (9) | 


De? E 
— me 
TC MC 


In 


I (wo) 


I (wo) 


Die Strahlungsintensität nimmt also mit wachsender Energie logarithmisch zu. 
Im nichtrelativistischen Grenzfall strebt der Klammerausdruck in (9) gegen], 
und es wird 


4.e? v? 
— 10 
Io) -— (10) 
741. Die FouRIER-Komponenten des Polarisationsvektors sind 
a = e-izelv ö(x) ö(y) (1) 
ee Inw m 
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Zunächst bestimmen wir das von den Oszillatoren im Gebiet 2 > 0 erzeugte 
Feld im Punkt A (Abb. 100). Es genügt, die in der Nähe des Punktes 2 = 0 
liegenden Oszillatoren zu betrachten, da nur diese Beiträge zum Strahlungsfeld 
liefern (s. die vorige Aufgabe). 

‚Bei der Anwendung des Reziprozitätssatzes wählen wir den Oszillator pz 
auf der 2-Achse in der Nähe von z=0 (Punkt B) und den Oszillator p, im 
Aufpunkt A, in dem wir das Feld bestimmen wollen. Beide Oszillatoren seien 
dem Betrag nach gleich und sollen die Richtung der 2-Achse haben; der Ab- 
stand zwischen ihnen sei groß gegen die Wellenlänge. Der Oszillator p, erzeugt 
im Punkt A ein Feld, dessen Amplitude €, mit der z-Achse einen Winkel von 


Z 


+e PA 
”. A 


Abb. 100 


= [2 — © bildet (Abb. 100). Die Wellen gelangen auf zwei Wegen von A 
nach B: entweder unmittelbar oder nach Reflexion an der Grenze des Di- 
elektrikums. Die entsprechenden Amplituden sind in der Abbildung mit € 
und €” bezeichnet. Sie bilden mit der 2-Achse den Winkel z/2 — 9' z n]2 — ©. 
Daher gilt nach dem Reziprozitätssatz E&, = € + €” oder, da in der Wellen- 
zone des Oszillators 9 = 1 x &E ist, 5, = — 9’ — 9" (alle drei Vektoren 9,, 
9’ und 9” stehen auf der Ebene AOz senkrecht). 
Die Welle, die von A direkt nach B gelangt, erzeugt das Feld 


wZeikR 
ceR 
Die Amplitude der reflektierten Welle kann mit Hilfe der FresneLschen For- 


meln bestimmt werden, da der Abstand AC groß ist und die im Punkt A 
emittierte Welle in der Nähe des Punktes C als eben angesehen werden kann. 


dH' = 


P,sin® da. (2) 
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Aus den Gleichungen (8.20) ergibt sich unter Berücksichtigung der Änderung 
der Wellenphase und von 9’ z © 


ww? f eikR’ 


An cR' 


P,sin® dz (3) 
mit | 
& c0os9 — Ve — sin?O — or 


ggg | R — A CB. 
€ c0sQ + Ye — sin? i 


Das Feld 9,, das im Punkt A durch alle Oszillatoren erzeugt wird, die sich 
im Gebiet 2 > 0 befinden, ergibt sich durch Integration der Summe — (d#’ + 
+ dA’) über z von O0 bis oo. Die Integration wird wie in der vorigen Aufgabe 


durchgeführt. Man erhält 
ev ( 1 ar f sin e!kR 
+ 2ace\1+ßeosO  1-—Bcos® 


Man kann diese Formel leicht durch Vergleich mit der analogen Beziehung (6) 
der vorigen Aufgabe verstehen. Der erste Term beschreibt das Feld eines Teil- 
chens, das sich im Vakuum bewegt und im Punkt 2 = 0 plötzlich angehalten 
wird, und der zweite das Feld des Bildes (—ef), das sich im Dielektrikum 
auf das Teilchen zu bewegt und im Punkt 2 = 0 ebenfalls zur Ruhe kommt. 
Im Unterschied zum Fall. des idealen Leiters ist das Bild um das f-fache 
schwächer und hängt von der Frequenz w der betrachteten FOURIER-Kompo- 
nente [über e(w)] und von der Lage des Aufpunktes (über den Winkel ©) ab. 

Das Feld $_ der Dipole in 2< 0 wird auf dieselbe Weise bestimmt. Die 
Welle gelangt von A nach B, indem sie an der Grenze gebrochen wird. Mit 
Hilfe der FResneLschen Formeln ergibt sich 


(4) 


Tr 


MX 
gcR"' ( 


Dabei ist R’ =!’ + !’’ die Länge der gebrochenen Strecke AC + CB’ (siehe 
Abb. 100). Die Phase » berücksichtigt die Retardierung: 


dH_= — 1+f) P, sind eirdz. (5) 


BR; ® Toy 
= — + — Ve". 


Bei a2l<r @<0)ist”=r+2tand'sin®, U’ = —2/c0os9'. Berücksichtigt 
man das Brechungsgesetz sin #’’ = sin 9 [Je und ersetzt 9 durch @, so ergibt 
sich 
© W 11 ——a 
= —r — — — sin? 

re Ve — sin?®. 
Integriert man (5) von — x bis 0, so erhält man das Feld der Dipole, die im 
Gebiet 2 < 0 liegen: 
H—_ ev 1 sin ei*r 


1 ya Ba a ee ee een 
DIR mo r 


(6) 


Dec! 


13. Strahlung bei der Wechselwirkung mit Materie 459 


Das Gesamtfeld im Punkt A ist Z| + H_. Die Intensität der Strahlung 
mit der Frequenz ® in den Raumwinkel d( beträgt 


ev .. 
d/(w,9)=- 7, 1 (w, ©) sin O0 dR2 
mit 
28 cos® 
AAN or 
1 1 
+A4+9 (7) 


e(l -BVe-sin0) 1-PeosQ |’ 


A hängt über &(w®) von der Frequenz ab. 
Im nichtrelativistischen Grenzfall 6 < 1 ergibt sich 


ev? (ee — 1)?sin?O cos?9 


al J (0) — Te a m en 
an n”e? (e cos + Ve — sin? 9)? 


dQ. (8) 


ANHANGI 
DIE ö-FUNKTION 


Die Diraosche ö-Funktion ist durch die Gleichungen 


0 fü z=#$a, (AL) 


oo für z=a, 


ölx — a) -| 
[de-aar=1 (AL2) 
A 


definiert.t) In (AI.2) wird über ein Intervall A beliebiger Länge integriert, 
das den Punkt a enthält. 
Die ö-Funktion genügt den folgenden Beziehungen: 


ölx) = Öl—e), (A 1.3) 
| 1 8@- ade =f(a), (ALA) 
A 

sa)= 7 de) (AI.5) 


wenn f(x) eine stetige Funktion bedeutet. 
Die dreidimensionale ö-Funktion wird analog definiert: 


0 für r=a, 


ö(t — a) = ö(& — a,) öly — a,) öl — a,) = (A 1.6) 


oo für tr=o; 


(a), falls a innerhalb von V liegt, 


ö(r—a)d/ = ALT 
j NR | 0,. falls a außerhalb von V liegt. \ ) 
z 


Dabei soll f(rt) wieder eine stetige Funktion sein. 

Mit Hilfe der ö-Funktion kann man die räumliche Ladungsverteilung 
eines punktförmigen Teilchens beschreiben. Die räumliche Dichte einer solchen 
Verteilung ist 

o(t)=eölt —a). (A 1.8) 


Dabei bedeuten e die Ladung des Teilchens und a den Radiusvektor des Punk- 
tes, in dem sich das Teilchen befindet. 


t) Die mathematisch exakte Definition der ö-Funktion erfordert eine Verallgemeinerung 
des üblichen Funktionsbegriffs. 
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Man kann auch eine Ableitung der ö-Funktion definieren. Ihre exakte Be- 
deutung ist in der Gleichung 


I Of(a) 
e- da= — (A119) 


enthalten, die sich durch partielle Integration ergibt. Analog werden die Ab- 
leitungen höherer Ordnung definiert: 


ja m (2 — a)de = (Ir fin(a). (A 1.10) 


Die ö- Eon kann als Ableitung einer Funktion aufgefaßt werden, 
die im Punkta« einen endlichen Sprung 5 auf- 
weist. Ist /(a +0) — fa —0)=5, so gilt 

of 


re —= bö(x — a) + (beschränkte Funktion). 


(AL) 
Eine anschauliche Vorstellung. über die 
ö-Funktion und ihre Ableitungen erhält 


man, wenn man die stetige Funktion 
ö(z2 — a, «) mit der Eigenschaft 


[se -«. Ddr=1 


graphisch darstellt (Abb. 101). Der Para- 
meter &« charakterisiert die Breite des 
. ‚Intervall, n dem ö(& —a,«a) von Null 
d6(x-a,«)- verschieden ist. Die ö-Funktion und ihre 
nn Ableitungen werden dann durch die Grenz- 
werte 
ö(x — a) — lim ö(x — a, 0), 


| 
\ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
\ 
I 
| 
| 
| 
I 
! 
| 
I 
I 


=------ 1 


em 


Abb. 101 Tr Tr re 
definiert. 
Einige gebräuchliche Darstellungen der ö-Funktion sind 


1 & 


ö(&) — lim = Be (AI 12) 
en (A 1.13) 
k>0 7 x 
ın2 
ee (A 1.14) 
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Mit Hilfe dieser Darstellungen können die Eigenschaften (A 1.3) bis (A I.5) 
der ö-Funktion bewiesen werden. Bei der Berechnung des Integrals 


f f(x) ö(x — a) dx mit Hilfe von (A 1.12) bis (A 1.14) muß man berücksichti- 
gen, daß erst nach der Integration zur Grenze übergegangen wird: 


re ö(x — a)de = lim | f(x) öl —a,c)de. 


“—0 


Aus der Betrachtung des FOURIER-Integrals ergibt sich eine weitere nütz- 
liche Darstellung der ö-Funktion: 


1 if 
=] errdk = | eoskadk. (A 1.15) 
—- 09 0 


Mit der ö-Funktion sind zwei weitere verallgemeinerte Funktionen, ö,(x) 
und ö_ (x), eng verwandt. Sie werden durch die (A 1.15) analogen Beziehungen 


6, (®) = [ran (A 1.16) 
0 


definiert. 
Die Funktionen ö, und ö_ sind durch die Beziehungen 


1 RER | 
d4.(@) = 5 5(@) +. P—, (A LI?) 


mit der ö-Funktion verknüpft, so daß 
ö(2) = 6,(8) + &_(«) 
_ gilt. Das Symbol P!) in (A I.17) bezeichnet den Hauptwert des Integrals: 


IK \ö,le—a)d En 
bus Than u] 


wobei a, <a<a,, E > ist. 


dr = 


b b 
!) An Stelle von P f wird oft auch die Bezeichnung # benutzt. 


ANHANGII 
LEGENDRESCHE KUGELFUNKTIONEN 


Die von den Polarwinkeln 9% und & abhängige Kugelfunktion der Ordnung 
I, m ist durch die Beziehung 2 


2I+1 (dd — Er 
Yım(%,.«) = du} TE ehr Pim{cos6) Bere (A 11.1) 


definiert, wobei die ganzen Zahlen ! und m den Bedingungen !>0, —!I<s 


<m< 1 genügen; ö„ ist gleich (—1)” für m > 0 und gleich 1 für m< 0. 
Mit P,„ ist das zugeordnete LEGENDREsche Polynom 


dl”! P, (x) 


za 2 m2\|m]/2 
Pım(®) (1 X )' | dam! 


(A 11.2) 


bezeichnet, wobei P,(x) das übliche LesenDresche Polynom bedeutet, das 
bei m = 0 mit P,m(&) übereinstimmt: 


— Pole). (A IL.3) 


Die zugeordneten LEGENDREschen Polynome genügen der Differentialglei- 
chung 


je -% 


Für das Rechnen mit Kugelfunktionen sind folgende Beziehungen nützlich: 


AP,ım(&) 
dx 


Y,m (0,0) -\ . j Ömo> Yım(9,«) — (—1}! Y im (1 — d,r-+ &), | 
’ (A 11.5) 


nl) 2) ww 
P,l)=1, P.0)=(-1) BE CTITTEEE Pan (0) = 0; | 

+) Pa@=(@r1)eP,le) IP), | 

d? (A II.6) 

N ee) Pr. | 

t) Es ist 
” la für n gerade, 
"© 11-3.8-....-n fürn ungerade. 
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Die Kugelfunktionen für = 0,1,2 sind 


1 3 
De Yo= 4-00. 


3; 5 ° 3co®d — 1 
Yızı = Vz; sin® et!®, 257 = A BE u (A 11.7) 
j15 +ie 15°. 2 9at2ia 
Yusı=*| 2, sin®cosde*!%, Y,ı,= 9, de 


Die Kugelfunktionen bilden auf der Oberfläche einer Kugel ein vollständiges 
Orthonormalsystem der Funktionen von ® und «&. Das bedeutet, daß 


ii Tree (AILS) 


gilt, wobei d2 = sin®dddax das Raumwinkelelement bezeichnet, und daß 
jede quadratisch integrable Funktion von ® und « in eine Reihe nach den Y,„ 
entwickelt werden kann: 


(9; &) = P3 Am Yım(®, &). (A 11.9) 


l,m 


Die Koeffizienten a@,„, sind durch die Beziehungen 


am = | Yx,(d, a) fd, a)dQ (A II.10) 


bestimmt. 

Funktionen der Form r!-1Y,,(%,«) und r! Y,m(®, &) bezeichnet man als 
Kugelharmonische. Mit Hilfe von (A II.4) kann man leicht zeigen, daß die 
Kugelharmonischen spezielle Lösungen der LArLAczschen Gleichung in allen 
Punkten außer r = 0 darstellen: 


A = %) 


ylı+l 


= 0, A [r! Yım(®, «)] —=(. (A 1L.1l) 


Lösung der LarLAozschen Gleichung ist auch jede Superposition von Kugel- 
harmonischen mit beliebigen Koeffizienten: 


I 
> (Am Bes zu Dim r!) Y,m(®,; &). (A 11.12) 
=-I 


n=-— 


Sind r(r, ®, «) und r’(r', 9, &') die Radiusvektoren zweier Raumpunkte mit 
r >r' (s. Abb.7, 8.16), so gilt 
1 1 1 u 
Be a rg Ta nn ee mn ng —— P,(cosy). A 1LIL13 
& et] Vr? — 2r r’cosy + r'2 5 Ben > 
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Die Funktion 1/R bezeichnet man als erzeugende Funktion der LEGENDRE- 
schen Polynome. Das Additionstheorem für die Kugelfunktionen lautet 


P,(cosy) = 7 ‚Fım( d,a) Yin, «). (A II.14) 


TEL - L. 
Die Winkel 9, & und 9, « sind in (A II.14) völlig symmetrisch enthalten. 
Setzt man (A 11.14) in e Il.13) ein, so erhält man die Entwicklung 


1 rl Be 
r<r] =42 2 2, ar rm md .a)e AALILIB), 
Aus (A II.13) ergibt sich die Entwicklung 
a = ne) (A TI.16) 


mit r’/r = e-!El, 


ANHANG II 
ZYLINDERFUNKTIONEN 


Die Zylinderfunktionen Z,(kr) sind die Lösungen der Besseischen Glei- 
chung 


2 9° 
412 (m -%)2=0. (A IIL.1) 
dr? r dr 


Die Lösungen, die bei p> 0 im Punkt r = 0 beschränkt sind, bezeichnet 
man als Zylinderfunktionen erster Art (oder BEsseL-Funktionen): 


g2k 


R_L_— —— ————, A III.2 
a . - (- VSREIBrEHI) 
Da in (A III.1) 9° eingeht, ist auch J_, Lösung dieser Gleichung. Dasselbe 
gilt für eine beliebige Linearkombination von J, und J_,. Die Zylinderfunk- 
tionen zweiter Art (NEuMmANnNsche Funktionen)!) sind folgendermaßen definiert: 


een Zen), (A TIL) 
sinp 
Häufig benötigt man auch die Zylinderfunktionen dritter Art (HANKEL- 
Funktionen): 
RER MRR 


H® (x) — J,(z) — iN,(). 


Die allgemeine Lösung der Besseuschen Gleichung ist eine Linearkombi- 
nation aus zwei beliebigen linear unabhängigen Zylinderfunktionen mit be- 
liebigen Koeffizienten. Solche Funktionen sind z.B. J,(2) und J_,(2), wenn 
p nicht ganzzahlig ist. Bei p=n (n ganz) sind die Funktionen J„(x) und 
J_„(2) = (—1)"J„(x) linear abhängig; als allgemeine Lösung kann man dann 
z.B. eine Linearkombination von J,„ und N, wählen. 

Zylinderfunktionen mit rein imaginärem Argument bezeichnet man als 
modifizierte BesseL-Funktionen. Sie werden bei ganzzahligem %» durch die 
Gleichungen 


I,&@) =i"J,(ie), Kal) = - in 7 (ie) (A IIL.5) 
definiert. Die Funktion K n(&) heißt McDonAro-Funktion. 


t) Diese Funktionen bezeichnet man manchmal auch als Wesersche Funktionen und 
schreibt sie in der Form Y,(x). 
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In der Physik benötigt man häufig eine angenäherte Form der Zylinder- 
funktionen für kleine und große Argumente. Bei |x| <1 gilt 


pP gn xr 


J (X) 2 »Tp+rı)’ J„(x) Fan’ I,(&) Fon’ 
2 2 
Ka)» 1-—, Le) »1+4-, 
On 1 ET (A III.6) 
Mas, Ka el, 


wobei n > 1 ganzzahlig und Iny = 0,5772 ist. 
Ausdrücke für die HAnker-Funktionen mit |x|< 1 können aus (A III.6) 
mit Hilfe von (A IIL.4) abgeleitet werden. Insbesondere gilt 
9; : 
HG2 (x) z It mi - + m( - (A 111.7) 


Die asymptotischen Ausdrücke für die Zylinderfunktionen (|x| > 1) lauten: 


(A III.8) 


Zwischen den Funktionen J,, N, und 44” aha Symbol Z,) 
sowie I, und K,„ bestehen die folgenden Beziehungen: 


2 
2,1) + Zr) = Zu), 


Z,-1(2) — Z,+1(8) = 2Z,, (x), | (A III.9) 
ZU) = —Z, (8); 
BEN , (x), 
I,-1(&) — Ip:1(&) = 21, (), BE 
Ru.) - K,a@) = ER,@), 


R,-1(@) + Kpı1@) = —2K,@). 
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Die BesseL-Funktionen können in Form von Integralen dargestellt werden: 


“@+2n a+2ı 
] Bu — +4)" 
I .(&) =, [ rar nag = [ emrnnag, (A III.11) 


Dabei ist « eine beliebige reelle Zahl. 
Integrale mit BesseL-Funktionen lassen sich mit Hilfe der Gleichungen 
(A III.9) und (A III.10) berechnen. Insbesondere gilt 


[v2 dx —= #P2Z,-1(%); [2204 - — X PZ,+1(2), (AII2) 


1 


[era2 3,68 an a Kanes 
0 


Auch die folgenden Integralgleichungen sind oft von Nutzen (Rek >0): 


00 


(0? + 22)" = [ et, o)dk, (A III.14) 
0 
a Bi. sh Kur (pq) 
I x d& 
ji a kKulkr). (A II1.16) 


0 


Die sphärischen BzsseL-Funktionenerster Art und die sphärischen HANKEL- 
Funktionen erster und zweiter Art [gemeinsames Symbol 2,(o)] sind. durch 


die Gleichungen 
o=|/& Dei = H&2) (eo) (A IIL17) 


definiert. Für kleine o gilt 


ı 
I) ES (A 111.18) 


während hlb®(o) wie 0-1 divergiert. Für große o ist 
1 1 
= Seele 5 "|| 


h412) (0) = I gtile-nd+1e], | 
e 


(A 111.19) 


30 Batygin/Toptygin 
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Für R=|tr — r’| (s. Abb.7, S. 16) gilt folgende Entwicklung: 
ikR 
oe — 4nikYjikkr) hd (kr) Yyn(d,) YE,(9,o) (r>r). (A120) 
L,m 
Die Funktionen 2,(kr) Y;m(%, x) sind spezielle Lösungen der Wellenglei- 
chung 


Apge+Ro=0 


für monochromatische Wellen. Dieser Gleichung genügen auch Superpositionen 
der genannten Funktionen. 
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